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1.Jodhant o

Pidin syventavassa opetusharjoittelussa matematiikan harjoitustuntini yhdelle
harjoittelukoulun 7. luokan ryhmaélle. Opetin heille nelja perakkaista tuntia
aiheenani  kirjainlaskenta. Talla tarkoitetaan kirjainten  mukaantuloa
matematiikkaan siirryttdessa aritmetiikasta algebran alkeisiin. Tein kyseiselle
luokalle yhdessd ohjaavan opettajani kanssa kurssikokeen ja koevastauksia
tarkastaessa mielenkiintoni aiheen hankaluuteen herasi ja pro gradu -

tutkielmani aihe alkoi hahmottumaan.

Siirtyminen aritmeettisesta ajattelusta algebralliseen ajatteluun on yksi
suurimmista muutoskohdista matematiikan opinnoissa. Opetussuunnitelman
perusteissa (2004) algebra esiintyy matematiikan osa-alueena ensimmaisesta
luokasta lahtien, kuitenkin Suomessa varsinaisen algebran opiskelu alkaa vasta
yldkoulussa. Harvoin tassa vaiheessa kuitenkaan puhutaan algebrasta, vaan
pikemminkin kirjainlaskennasta, algebran alkeista tai esialgebrasta, joilla

tarkoitetaan siirtymavaihetta aritmetiikasta algebraan.

Useissa tutkimuksissa on todettu algebran olevan oppilaille hankala aihe ja
algebran oppimiseen liittyvid tutkimuksia on tehty runsaasti. Erityisesti
aritmetiikan ja algebran siirtymavaiheesta on julkaistu paljon tutkimuksia
esimerkiksi Naveri (2009) ja Heikkinen (2014). Abstraktimman algebrallisen
ajattelun maailmaan siirryttdessa oppilailla on edessdadn monia uusia haasteita.
Taman tutkimuksen kannalta oleellisin niista on kirjainmuuttujan kasite ja sen

kaytto.

Tassé tutkimuksessa selvitetadn kahdeksasluokkalaisten oppilaiden yleisimpia
virheajatuksia siirryttdessa aritmetiikasta algebraan. Tutkimusaineisto kerattiin
yhden péaékaupunkiseudun koulun kahdeksannen luokan oppilailta syystalvella
2015-2016 ja aineistona kaytettin 77 oppilaan kurssikokeita. Aineistoa

analysoitiin kevaalla 2016.



2.Teor eetttaiursd ra

Tassa luvussa esitelladn tahan tutkimukseen olennaisesti liittyvat kasitteet ja
niihin liittyvaa teoriaa. Oleellista tutkimuksen kannalta ovat aritmetiikka, algebra

ja naiden valinen siirtymé, sekéa taman siirtymévaiheen ongelmallisuus.

2.1. Aritmetiikka

Aritmetiikasta puhuttaessa tarkoitetaan matematiikan osa-aluetta, jossa
operoidaan vain tunnetuilla luvuilla ja laskutoimituksissa yleensa paadytaén
yksikasitteiseen numeeriseen ratkaisuun (Malisani & Spagnolo, 2009).
Aritmetiikan osaamisen perustaitoja ovat lukujen kayttaminen maaran
iimaisemiseen ja vertailuun, osa-kokonaisuussuhteiden ymmartaminen, taito
muodostaa ja erottaa samansuuruisia joukkoja, yhteen- ja vahennyslaskun
hallinta sek&a paikka-arvon kasittaminen (Baroody, 2004). Tésséa tutkielmassa
aritmetiikalla tarkoitetaan lahinnd alakoulussa kasiteltavaad matematiikkaa, jossa

laskutoimitukset suoritetaan luvuilla.

2.2. Algebra

Algebra on aritmetiikkaa abstraktimpaa matematiikkaa, jolle ei ole yksiselitteista
maadrittelyd johtuen sen laajoista kayttomahdollisuuksista. Wheelerin (1996)
maaritelman mukaan algebra on symbolinen systeemi ja sen symboleiden
kayton takia tunnistamme ja erotamme algebran muista matematiikan
paahaaroista, kuten analyysistd tai geometriasta. Algebra on lisaksi
laskemistapa ja edustuksellinen jarjestelmd, jonka avulla voidaan I6ytaa
ratkaisu numeerisiin ongelmiin ja matematisoida tilanteita sekd kokemuksia
(Wheeler, 1996). Malisanin ja Spagnolon (2009) mukaan algebra on enemmaéan
kuin operointia, jopa tapa ajatella. Koulumaailmassa algebralla tarkoitetaan
tavallisesti tuntemattomien lukujen mukaantuloa laskutoimituksiin, kuitenkin niin,
ettd operoiminen tapahtuu melko alkeellisella tasolla. Algebran osaamisen tulisi
edeta Kkasitteiden ymmartamisesta kirjaimia sisaltavien laskutoimitusten

hallintaan, ja tastd edelleen algebran soveltaviin taitoihin (Taipale, 2010).



Algebran ké&site on hyvin laaja, joten ylakoulun ja lukion matematiikan
opinnoissa algebraa kasitellaan jokseenkin pintapuolisesti.

2.2.1. Esialgebra

Taman tutkielman osalta algebraa olennaisempaa on niin sanottu esi- tai
alkeisalgebra. Talla tarkoitetaan yksinkertaisempaa algebrallista operointia,
jossa perusjoukkona on reaali- tai rationaalilukujen joukko ja lukujen ohella siin&
kaytetaan tuntemattomia lukuja ja muuttujia, joita yleensa merkitaan kirjaimilla.
Esialgebran tehtavia on mahdollista ratkaista aritmeettisin keinoin, vaikka niissa
esiintyy kirjainmuuttujia (Hihnala, 2005). Ylakoulussa puhuttaessa esi- tai

alkeisalgebrasta havainnollisemmin kaytetadan usein nimitysta kirjainlaskenta.

2.3. Ongelmallinen algebra

Siirtyminen aritmeettisesta ajattelusta algebralliseen ajatteluun on yksi
suurimmista muutoskohdista matematiikan opinnoissa. Stacey ja MacGregor
(1997) havaitsivat tutkimuksessaan monia virheitd oppilaiden algebrallisessa
ajattelussa. Samaan virheiden paljouteen oppilaiden operoidessa algebrallisia
lausekkeita on kiinnittdnyt huomiota myds Hassinen (2006). Ongelmallinen
algebra on saanut monet tutkijat pohtimaan sen syita ja tasta siirtymavaiheen
ongelmallisuudesta on tehty useita tutkimuksia. Muotka (2012) toi pro gradu -
tutkielmassaan esille, kuinka numeroista kirjaimiin  siirtyminen koetaan
ylakoulussa hyvin vaikeaksi. Myds Hihnala (2005) on todennut algebran
vaativan oppilailta enemman abstraktin ajattelun taitoja, kuin pelkilla tunnetuilla

luvuilla operoiminen.

Aritmetiikan opeista voi tulla ongelmallisia algebralliseen ajatteluun siirryttaessa.
Esimerkiksi monien tehtavien ratkaisuna ei ole en&& aritmetiikasta tuttu
yksikasitteinen lukuarvo, mita oppilaiden on vaikea hyvaksya (Kieran, 1992).
Hassinen (2006) toteaa, ettd tAma saattaa johtua oppilaiden tarpeesta suorittaa
laskutehtava loppuun, kuten aritmetiikan puolella on totuttu. Algebrassa oppilaat
eivat valttamatta hyvaksy lopulliseksi vastaukseksi esimerkiksi 3 + 4x, vaan

saattavat j at lkas& e tteeahrt 2 w2 e mrhaperiaatteeno i k e a |



mukaisesti. Talloin aloitetaan osasta 3 + 4, jonka luonnollinen vastaus on 7 ja
jatketaan lisaéamalla luvun peraan kirjain x, jota ei taysin ymmarretd. Tehtavan

vastaukseksi annetaan talléin 7x. (Tall, 2013.)

Opettajien tydlla on vahva merkitys algebran ja yleisesti matematiikan
oppimisessa ja omaksumisessa. Hihnala (2005) toteaa tutkijana ja opettajana
algebran olevan arjesta etéistd symbolilaskentaa, jonka opetuksen rajaaminen
itsendiseksi osa-alueeksi tietylle Iuokka-asteelle vaikeuttaisi siirtymista
aritmetiikasta algebraan. Hihnala (2005) esittdd myos kritiikkia oppikirjoja
kohtaan néiden lilan vahaisestd huomiosta muun muassa kirjainten kasittelya
kohtaan. Hihnalan (2005) mukaan algebra tulisi nahda aritmetiikan
yleistyksena, jolloin voitaisiin valttdd oppilaiden ajatus turhien asioiden

opettamisesta.

Jokainen opettaja tai tuleva sellainen on varmasti joskus kuullut taman
kysymyksen oppilaan suusta: Mihin tata tarvitaan? Myds oppilaat tarvitsevat
perusteluja oman tyonsa suorittamiseen, erityisesti abstraktimman algebran
yhteydessa. Myo6s taman tutkimuksen yhteydessd kaytettyjen oppikirjojen
tavoitteita voidaan pitdd puutteellisina oppilaiden nakékulmasta, silla tavoitteina
esiintyvat usein luettelomaisesti erilaisten matemaattisten taitojen oppiminen ja
syventaminen. Luvussa 3.2 on tasta hyva esimerkki 1 missaan ei ole esitetty
vastausta siihen, mihin kyseessa olevaa matematiikan taitoa tarvitaan, vaan

perusteleminen jatetddn usein opettajan hartioille.

Muun muassa Hassinen (2006) on todennut, etta opiskelun pyrkimys ja tietojen
kayttaminen on oppilaille epaselvad, silla opiskeltavien aiheiden tarpeellisuutta
perustellaan lahinn& seuraavan aiheen opiskelun mahdollistamiseksi. Saman
algebran kayton merkityksettomyyden oppilaiden nakékulmasta ovat todenneet
myos Muotka (2012), sek& Friedlander ja Hershkowitz (1997). Algebran
merkityksettomyytta ja haasteellisuutta saattaa lisdtd myds sen opetuksen
ajankohta, silla algebran alkeiden opetus ajoittuu usein alakoulun ja ylakoulun
vaihteeseen tai kokonaan yldkoulun puolelle. Tall6in opettajat kamppailevat
matemaattisen kasvun kehityksen lisdksi myds toisenlaisten kasvamisen

aiheuttamien ongelmien kanssa. Asiantuntevilta tutkijoilta ja opettajilta tama ei



jaa huomiotta ja my6s Hihanala (2005) on tutkimuksessaan todennut, etta niin
opetusryhman ilmapiirilla, kuin yksittdisen oppilaan motivaatiolla on merkitysta

matematiikan opiskelulle ja oppimiselle.

Hieman erilaisen nakdkulman ongelmalliseen algebraan tuo Heikkinen (2014),
joka ehdottaa huomion kiinnittamista nimenomaan opetusmenetelmiin ennen
varsinaista algebran opetusta, jotta siirtyma aritmetiikasta algebraan helpottuisi.
Tata tukee myos Taipale (2010), joka on todennut aritmetiikan osaamisen
olevan perusta algebran taitojen kehittymiselle. Aritmetiikka on laaja ja
ensimmainen matematiikan osa-alue, johon oppilaat johdatetaan. Nain ollen
sen merkitys algebran oppimisessa on valtava. (Naveri, 2009.) Algebrallista
ajattelua tarkasteltiin Hihnalan (2005) tutkimuksessa matematiikan prosessien
nakokulmasta, jossa verrattiin algebran osaamista muiden matematiikan osa-
alueiden hallitsemiseen. Tutkimuksen tulokset Vviittaisivat algebran heikon
osaamisen olevan yhteydessa ennemminkin laskutekniikkaan ja sanallisen
lauseen tulkintaan, kuin arjen paattelytaitoihin (Hihnala, 2005). Toisin sanoen
puutteet laskutekniikassa ja -rutiineissa, sek& sanallisten tehtavien
ymmartamattomyys saattavat aiheuttaa ongelmia algebraan edettdessa. Naiden
taitojen oppiminen alkaa jo alakoulussa, joten voisikin kysya, piileek6 algebran

ongelmallisuus sittenkaan itse algebrassa.

2.3.1. Muuttuja ja sen tulkinta

Olennaisena osana algebrallisen ajattelun oppimisessa kaytetaan kirjaimia
lausekkeissa yhdessa lukujen kanssa. Oppikirjoissa muuttujasta puhuttaessa
tarkoitetaan yleenséa kirjainsymbolia, joka voi saada eri arvoja (Laskutaito 8,
2006). Hassisen (2006) mukaan tama maaritelmd on kuitenkin valja. Eras
Mujeen (2011) pro gradu -tutkimukseen osallistunut oppilas totesi kirjaimen
edustavan vaihtelevia numeroita. Kirjaimet mahdollistavat abstraktimman
ajattelun ja erottavat algebran aritmetiikasta, mutta oppilaille tuntemattomien

lukujen kanssa operoiminen ei ole ongelmatonta (Stacey ja MacGregor, 1997).

Muuttujia sisaltavia esialgebran tehtavia on mahdollista ratkaista ymmartamatta

taysin muuttujan merkitysta. Koulualgebrassa esiintyy kuitenkin merkittava



ongelmakohta juuri muuttujalle annettavan merkityksen kanssa, koska
muuttujan kasite ei ole yksiselitteinen ja esimerkiksi eri symboleja voidaan
kayttaa samassa merkityksessa. (Malisani ja Spagnolo, 2009.) Aikaisemmat
kokemukset vaikuttavat oppilaiden tulkintoihin symboleista, jolloin ne eivat
edusta sita merkitystd, mika niilla on algebrassa. Esimerkiksi oppilaille
kirjainyhdistelm&a cm tarkoittaa senttimetria ja merkintd s.6 tarkoittaa sivua 6.
(Stacey ja MacGregor, 1997.) My6s Kieran (1992) on todennut, ettd oppilailla

on vaikeuksia kasittaa, millaisiin eri tarkoituksiin kirjaimia kaytetaan.

Hassinen (2006) on IDEAA-mallissaan! perustellut algebran mahdollisuuksia ja
hyodyllisyyttéd juuri kirjainsymbolien kaytdlla. Hanen mukaansa algebra
mahdollistaa uudenlaisen ongelmanratkaisustrategian juuri kirjainsymbolien
avulla. Niistd on apua myds saantdjen ja sdadnnénmukaisuuksien
kuvaami sessa, joll oin symboleja sis?2lt?2vi
matematiikkaa. Perimmainen mahdollisuus, jonka Kirjainsymbolien kaytto
mahdollistaa, on suureiden tai lukujen vertailu ja laskutoimitukset, vaikka niiden

arvoa ei tiedeta. (Hassinen, 2006.)

Kirjaimien tulkintatavat algebran opetuksessa vaihtelevat ja Kiichemann (1981)
on jaotellut oppilaiden tapoja tulkita muuttujien merkityksia lausekkeissa. Han
luokittelee symbolien tulkinnat hierarkkisesti kuuteen ryhmaan, joista
ensimmainen kuvaa alkeellisempaa ymmarryksen tasoa ja viimeinen
syvallisempaa kasitysta muuttujasta. Ensimmaisella tasolla kirjain hahmotetaan
niin, etta sille annetaan numeroarvo (Kichemann, 1981). Kirjaimen merkitysta
oppilailta kysyttaessa he saattavat vastata sen tarkoittavan tehtavan vastausta
(Kieran, 1991). Toisella tasolla kirjain menettad merkityksensa, jolloin se
jatetaan kayttamattd ja hylataan tehtavastd kokonaan. Kolmannella tasolla
kirjain ymmarretdan konkreettisena objektina tai sellaisen Iyhenteena.
(Kichemann, 1981.) Talloin esimerkiksi Hassisen (2006) opetuskokeilussa 5
laatikollista helmid ja 4 helmeé& saatettin merkata 5L + 4H, jossa kirjaimet
edustavat yksikoita tai sanojen lyhenteitd, ja 2a + 5a miellettin kahdeksi

omenaksi, joihin lis&tdan viisi omenaa.

1 IDEAA-malli on idealahtdinen koulualgebran opetusmalli, jossa algebrasta pyritdan tekemaan
oppilaille luonnollista ja kayttokelpoista (Hassinen, 2006).



Erityisesti tastda kolmannen tason tulkitsemistavasta, niin sanotusta
oOohedel m2@ sal aat,t vaietaan a mdurs ensuassao Tallin  (2013)
toimesta, koska se saattaa rajoittaa oppilaan ymmarrysta kirjaimen
merkityksesta ja tehd& algebrasta ongelmallisen. Talloin kirjainlausekkeessa
esimerkiksi kirjain a miellettaisiin objektiksi, kuten appelsiineiksi, ei appelsiinien
lukumaaraksi. Mahdollinen muuttujatulkinta ei kuitenkaan edellyta konkretiasta
luopumista opetuksessa, silla esimerkiksi yhtéalossa 5b + 6r = 90 voidaan
kirjainsymbolit esittdd hyvin konkreettisella tehtdvanannolla: 5 sinisessa
pussissa ja 6 punaisessa pussissa on yhteensa 90 esinettd, ja esineita sinisissa
pusseissa on kussakin b kappaletta ja punaisissa pusseissa r kappaletta.
(Hassinen, 2006.)

Luokituksen neljannella tasolla kirjainsymboli kasitetdan jonakin yhtena
tuntemattomana Iukuna, jolla kyetdan operoimaan ja jonka esiintyminen
lopullisessa vastauksessa pystytaan hyvaksymaan. Kuitenkaan talla tasolla ei
ymmarretd, ettd muuttuja voi saada useampia eri arvoja. (Kiichemann, 1981.)
Kieran (1991) on todennut, etta koulualgebrassa algebran alkeiden
opetuksessa kirjain edustaa useammin vain yhtd tuntematonta lukua, jolloin
kasitys muuttujasta yleisemmin ei kehity syvallisemmalle tasolle ja kirjaimien

kanssa operoiminen tuottaa ongelmia.

Viidennella tasolla kirjain ymmarretaan yleisena lukuna, joka voi edustaa
useampaa eri arvoa. Oppilaan kasitysta voidaan selvittdd esimerkiksi
tehtavassa, jossa tiedustellaan d:n ominaisuuksia, kun ¢ + d < 10 ja ¢ < d.
(Kuchemann, 1981.) Viimeisella syvéllisemman ymmarryksen tasolla kirjain
kasitetaan muuttujaksi ja siihen litetddn saanndllisyytta (Kuchemann, 1981).
Kuitenkin talla tasolla edellytetéan ymmarrysta riippuvuudesta, eli tulkinnat

muuttujista vaativat niiden keskinaisten suhteiden tarkastelua (Hassinen, 2006).

2.3.2. Negatiivisuus

Taman tutkimuksen aineistona kaytettiin useampaa kymmenta kurssikoetta,

joissa ilmeni yksi erityinen ja huomionarvoinen ongelmakohta, negatiivisuus.



Tutkimuksen tulokset on esitetty tarkemmin luvussa 6, mutta ongelman

yleisyyden vuoksi aihepiiri ansaitsee tarkempaa teoreettista tarkastelua.

Opetussuunnitelman perusteiden (2004) mukaan negatiivisen kokonaisluvun
kasitteeseen tutustutaan jo vuosiluokilla 3-5, jonka jalkeen niilla opitaan
suorittamaan myo6s laskutoimituksia. Huolimatta aikaisesta negatiivisen
kokonaisluvun kasitteen oppimisesta muun muassa Hihnala (2005) on todennut
miinusmerkin vaikeuttavan oppilaiden suoriutumista tehtavistd. Myos Naveri
(2009) on tutkimuksessaan havainnut puutteita oppilaiden taidoissa ymmartaa
negatiivisen luvun kasite ja suorittaa niilla peruslaskutoimituksia. Tama kertoo
mahdollisista syntyneista virhekasityksista jo alakoulun matematiikan opintojen
puolella. Tall (2013) pohtii matemaattisen ajattelun kehittymista ja tarkastelee
vahennyslaskennan opetusta ja sen problematiikkaa. Alakoulussa
vahennyslaskun opetteleminen aloitetaan lahes poikkeuksetta vahentamalla
aina suuremmasta luvusta pienempi. Samoin vahennyslaskussa totutaan
saamaan vastaukseksi usein pienempi luku, kuin alkuperdinen vahennyksen
kohteena ollut luku. Nama saattavat jddda pysyviksi matemaattisiksi malleiksi
lapsen mieleen. (Tall, 2013.)

Vahennyslaskusta siirtyminen negatiivisiin lukuihin ei mydskaan ole oppilaille
helpoimmin ymmarrettavia aritmetiikan oppien kohteita. Tall (2013) toteaa
negatiivisen luvun kasitteen olevan ongelmallinen, jos ja kun luvuilla on totuttu
laskemaan kuten objekteilla. On helppoa ajatella 3 omenaa tai 4 omenaa, mutta
-3 omenaa luo ongelman objekteilla laskemiseen (Tall, 2013). Jos téllaiset
puutteet esiintyvat jo tunnetuilla rationaali- ja reaaliluvuilla laskettaessa, niin
ongelma saattaa pahentua siirryttdessa algebraan, jossa kirjaimet tuovat viela
suuremman haasteen. Aritmetiikasta algebraan edetessé negatiivisilla luvuilla
operoiminen onkin  yksi suurimmista ongelmakohdista matematiikan
osaamisessa (Hihnala, 2005). Tutkimuksessaan McGowen (1998) Kkirjoitti
taululle miinusmerkin ja kysyi oppilailta, mitd heille tulee tasta mieleen.
Ensimmaisena oppilaat vastasivat vahennyslaskun, sitten negatiivisen luvun
kasitteen, mutta vastaukseksi ei kertaakaan annettu vastalukua (McGowen,
1998). Miinusmerkin erilaisten tarkoitusten kasittdminen tuottaa oppilaille

vaikeuksia, silla he eivat valttamatta erota toisistaan vastaluvun miinusmerkkia,



negatiivisen luvun miinusmerkkid tai vdhennyslaskun miinusmerkkia (Hihnala,
2005).

Aritmetiikan puolelta periytyva ajatus miinusmerkin yhdistamisesta negatiiviseen
maardan saattaa tulla ongelmalliseksi algebraan siirryttdessa. Tasta
esimerkkind on ajatus siitd, ettd -x olisi aina jotain negatiivista, vaikka x:lle
annettaisiin negatiivinen arvo. Miinusmerkki saattaa yhdistya vahennyslaskun
kautta tuloksen suuruuden arviointiin, jos oppilaalla on kasitys tuloksen
kasvamisesta yhteenlaskussa ja tuloksen pienenemisesta vahennyslaskussa.
Esimerkiksi kirjainten valisia operaatioita tutkittaessa tilanteessa, jossa oli
annettu kuva janasta, johon oli merkitty nolla ja sen vasemmalle eli
negatiiviselle puolelle oli merkitty y ja oikealle eli positiiviselle puolelle x, noin
kolmannes oppilaista vastasi, ettd x i y jay I x ovat yhta suuria. Oppilaat
perustelivat tata toteamalla, ettd lukujen valinen ero on sama riippumatta
lukujen paikoista. Useampi, kuin kaksi kolmasosaa oppilaista ajatteli, etta x + y
on suurempi, kuin x 7 vy, jolloin tuloksen ajateltiin olevan aina suurempi yhteen
laskettaessa. Osa oppilaista vastasi, etta x 1 y = X + y ja perusteli tata silla, etta
negatiivisen luvun pois ottaminen on sama asia, kuin positiivisen luvun
lisadminen. (Tall, 2013.)

Useassa algebraa tutkivassa tydssd mainitaan negatiivisten lukujen aiheuttavan
hankaluuksia, mutta usein tdma vain mainitaan ja tarkempi tarkastelu
sivuutetaan. Ongelma siis tiedostetaan, mutta se ikdaan kuin sivuutetaan.
Peruslaskutoimitusten kanssa operoiminen tulisi olla vahvalla pohjalla ennen
algebran opintoja, koska itse algebran alkeet tuovat opintoihin omat
hankaluutensa, ja puutteet negatiivisilla luvuilla laskettaessa saattavat
vaikeuttaa merkittavasti algebran oppimista. Taman tulisi tapahtua jo alakoulun
puolella, eikd ylakoulun opettajien toimesta. Myos Opetussuunnitelman
perusteissa (2004) viidennen Iluokan matematiikan hyvastd osaamisesta
todetaan, etta oppilas ymmartdd negatiivisen luvun kéasitteen, osaa esittaa
laskutoimitukset kirjallisesti ja suullisesti, seka tietaa eri laskutoimitusten véliset

yhteydet.
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3.Al gebran opetus

Usein algebran opetuksessa edetdaan kirjaimen mukaan tulemisesta
lausekkeisiin ja edelleen yhtal6ihin. Tata jarjestysta tukee niin Perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteet (2004), kuten myos useiden oppikirjojen
aihealueiden etenemisjarjestys. Tassa luvussa esitetaan tutkimuksen kannalta
merkittavimmat osat Opetussuunnitelman  perusteista (2004), seka
tutkimukseen olennaisimmin liittyneet oppikirjat, jonka jalkeen algebran

opetusta tarkastellaan laajemmin.
3.1. Opetussuunnitelman perusteet 2004

Algebra esiintyy perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (2004)
matematiikan osa-alueena ensimmaisestd luokasta [&htien. Ensimmaisten
kahden vuoden aikana algebran opetuksen keskeisen sisallén mukaan oppilaan
tulisi n&dhda s&annénmukaisuuksia, suhteita ja riippuvuuksia kuvista ja
ymmartaa yksinkertaisia lukujonoja. Kolmannesta viidenteen luokkaan tulisi
syventaa aikaisemmin opittua, seka osata yhtaldiden ja epayhtaldiden
ratkaisemista paattelemalla. Liséksi lausekkeen kasite esiintyy algebran
sisélldissa edella mainituilla luokilla. Paaosin algebran siséallot on kuitenkin
keskitetty vasta luokille 6-9, jolloin kasitelladn lausekkeen sieventamista,
polynomin kéasitettd ja sen laskutoimituksia, muuttujan kasitetta ja

yhtalénratkaisua.

3.1.1. Tavoitteet

Opetussuunnitelman perusteissa luokka-asteilla kuudennesta yhdeksanteen
algebran osalta paattéarvioinnin kriteerit arvosanalle 8 ovat, ettd oppilas osaisi

seuraavat taidot:

1 ratkaista ensimmaisen asteen yhtalon
1 sieventaa yksinkertaisia algebrallisia lausekkeita

1 potenssien laskutoimitukset
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1 muodostaa yksinkertaisesta arkielamaan liittyvasta ongelmasta yhtalon
ja ratkaista sen algebrallisesti tai paattelemalla

1 kayttda yhtaloparia yksinkertaisten ongelmien ratkaisemiseen

1 arvioida tuloksen jarkevyyttd seka tarkastaa ratkaisunsa eri vaiheet.
(Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet, 2004.)

3.2. Oppikirjat

Tutkimukseen osallistuneet ryhmat kayttivat kurssimateriaaleinaan seuraavia
kolmea oppikirjaa, joista Laskutaito 8 oli kaytossa kahdella ryhmalla.
Seuraavissa kappaleissa esitellaan tiivistetysti oppikirjojen tavoitteet algebran

taitojen osalta, seka aihealueesta toiseen eteneminen.

3.2.1. Laskutaito 8

Laskutaito-sarjan oppikirjan algebraosiossa tutustutetaan oppilaat polynomin
kasitteeseen ja kehitetddn taitoja ratkaista ensimmaisen asteen yhtaléita. Kirja
asettaa tavoitteeksi oppia polynomien laskutoimituksia, sek& ratkaisemaan
yksinkertaisia toisen asteen yhtdloitd ja verrantoja. Laskutaito-kirjassa
maaritelladn muuttuja kirjaimeksi, joka tarkoittaa muuttuvaa lukuarvoa, ja
muuttujalauseke laskutoimitukseksi, joka sisdltdéda muuttujia.  Monomi
maaritelladn tuloksi, jossa muuttujan potenssi on kerrottu luvulla, ja polynomi
maaritellddn monomin tai monomien summaksi. Laskutaidossa algebraosio
alkaa muuttujan ja muuttujalausekkeen kéasitteistd ja etenee monomeista

polynomeihin.

3.2.2. Matematiikan maailma, polynomeja ja yhtaloita

Taman oppikirjan tavoitteina on, ettd oppilas oppii muodostamaan ja
sieventamaan  kirjainlausekkeita, sekd suorittamaan laskutoimituksia
polynomeilla. Kirjassa muuttujaa ei mainita, mutta monomi maaritellaan
lausekkeeksi, joka on luku, kirjain tai kirjaimien tulo tai luvun ja kirjaimien tulo.
Polynomi maaritellddn monomien summalausekkeeksi, mutta myo6s pelkat

monomit ovat polynomeja. Matematiikan maailma -kirjassa tutustutaan
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kirjaimen kayttoon ensin piirimallien ja seuraavana pinta-alamallien avulla.
Vasta naiden jalkeen siirrytédan monomeista lausekkeisiin, ja naista edelleen

polynomeihin.

3.2.3. Sade 2

Sade-sarjan kirjassa tavoitteena on syventaa kirjainlausekkeilla laskemisen
taitoja. Myodskaan tassa oppikirjassa muuttujaa ei mainita, mutta termeista
muodostuviin lausekkeisiin tutustutaan maarittelemalla ensin sana termi, joka
voi olla luku, kirjain, tai luvun ja yhden tai useamman kirjaimen tulo. Taman
jalkeen kirjassa on kerrottu, etta termit, joilla on samat Kkirjainosat, voidaan
yhdistdad yhteen- ja vadhennyslaskussa. Tassa kirjassa monomi maaritellaan
yksin  esiintyvaksi termiksi ja  polynomi termeistd = muodostetuksi
summalausekkeeksi. Sade 2 -oppikirjassa ei puhuta algebrasta, vaan
kirjainlaskennasta. Sade-kirjasarjassa kirjainlaskennanosio alkaa tutustumisella
potenssilausekkeita kirjaimilla -kappaleeseen. Samoin kuin Matematiikan
maailmassa, myos Sade 2 -kirjassa kirjaimiin tutustutaan pinta-alamallien
avulla, joista siirrytaan tilavuusmalleihin ja edelleen potenssien laskusaantoihin.
Mydhemmin naiden jalkeen edetddn lausekkeisiin ja tutustutaan monomien ja

polynomien laskutoimituksiin.

3.3. Opetus

Suomessa opettajankoulutuksen kehutaan olevan erinomaisella tasolla, mutta
koulutuksessa ei kuitenkaan kyetd opettamaan opettajille kaikkea ammattiin
valmistavaa perinpohjaisesti. Matematiikan hankaluudesta puhutaan paljon,
mutta itse opettajan tyohon liittyvista vaikeuksista ei niinkd&n. Kun
opettajakokelas laitetaan teoriaopintojen jalkeen ensimmaisen kerran
luokkahuoneeseen valmiin tuntisuunnitelman kanssa aiheenaan kirjainlaskenta,
han tiedostaa todennakdisesti monta ongelmakohtaa varsin nopeasti.
Opettajakokelas ymmartdd opetuksen hankaluuden, mutta my6s ongelmat
niissa perusteissa, joiden péaalle han yrittd&a rakentaa jotain uutta. Muutosta on

tehtava, ja opettajalle se tarkoittaa ongelmien kartoitusta, niihin syventymista ja
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niistd oppimista, jolloin opettaja voi parantaa sita tyotd jonka han parhaiten

osaa, eli opetusta.

Perusta algebran opetukselle on olemassa ja se koostuu aritmetiikan opeista,
jolloin algebran opit rakentuvat aritmetiikasta opitun tiedon paalle. Naméa opitut
tiedot voivat olla myds hidasteena tai esteena myohemmalle algebran
oppimiselle ja opetukselle. Ongelmia algebran opetuksessa saattaa ilmeta, jos
oppilaat on aikaisemmin totutettu saamaan ratkaisuissaan vain yksikasitteisia
lukuarvoja, kuten luvussa 2.3 on todettu. On tydlaampaa ja vaikeampaa opettaa
oppilaita pois vaarin muodostuneiden mallien kaytosta (Naveri, 2009).

Opettajalle voi algebran opetuksessa tuntua loogiselta edeta kirjainten mukaan
tulemisesta lausekkeisiin ja seuraavaksi yhtaloihin. Monet tutkimukset, joita
tamakin tutkielma lainaa, kuten Hihnala (2005) ja Hassinen (2006), eivat
kuitenkaan taysin tue tata jarjestysta. Naiden tutkimustulosten valossa voitaisiin
todeta algebran olleen ja olevan edelleen yksi ongelmakohta matematiikan
osaamisessa. Nain ollen ei voida sanoa perinteisten opetusmenetelmien
tuottaneen tulosta, joten jotain kehitystéd algebran opetukseen on tuotava.
Kuitenkin Naveri (2009) toteaa, ettd algebran aloituksessa ei ole niinkaan
tarkeaa se, mistd algebra aloitetaan, vaan se, mihin kaikkeen se liitetaan.
Talloin algebran kaytté muun muassa ongelmanratkaisussa tulisi esille ja

muuttujan erilaiset roolit hahmottuisivat oppilaille paremmin (Néveri, 2009).

Vaihtoehtoisia ratkaisuja algebran opetukseen on jo olemassa, mutta
muutoksen tulisi olla laajempi, jotta kehitys olisi merkittavampi. Muun muassa
Hihnala (2005) kertoo tutkimuksessaan toimivansa omassa opetustydssaan
hieman eri tavoin aloittaessaan algebraan siirtymisen. Han toteaa lineaaristen
yhtaldiden ratkaisun aritmeettisin keinoin ja sanallisten tehtavien avulla olevan
motivoivampi tapa aloittaa kirjaimilla operointi ja vasta my6hemmin siirtyminen
yhtéldihin, kun muut ratkaisukeinot eivat enaa riita. Tukea t&dm& algebran
opetusjarjestys saa muun muassa Staceyn ja MacGregorin (1997), seka
Friedlanderin ja Hershkowitzin (1997) tutkimuksista. Myds Hassinen (2006) etsi
kehittamistutkimuksessaan vaihtoehtoisia etenemistapoja  koulualgebran

opetukseen. Han pyrki luomaan opetusmallin, jolla algebra pyrittéisiin tekem&én
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luonnolliseksi ja hyvin kayttokelpoiseksi oppilaille. Ha&nen tutkimuksessaan
teorian  kehittaminen, mallin  kehittdaminen ja kaytantd tapahtuivat
samanaikaisesti ja vastavuoroisesti.  Hassinen (2006) ei tue perinteista
algebran opetuksen sarjamaisuutta, jossa edetddn potensseista polynomeihin,
ja edelleen yhtaloihin ja lopuksi vasta sovelluksiin. Hassisen mallin
ensimmaisend perustana on vahvistaa yhteyttd oppilaan oman epamuodollisen
mat emati i kan j a 0o0i k eTéta tokeemaydseHinraian (20053 N v 2 | |
toteamus, etta oppilaita saa kannustaa kayttamaan heidan omia
ratkaisumenetelmidén. Toiseksi perusperiaatteeksi Hassinen (2006) listaa
algebran sisaltojen jasentamisen muutaman keskeisen ajatuksen varaan, jotka

lahtisivat algebran tarpeellisuudesta eri kayttétilanteissa.

Matematiikan opetuksessa tulisi painottaa kaytannonlaheisyytta ja konkreettisia
esimerkkejd. Tama on usein sitd vaikeampaa, mita pidemmalle matematiikassa
edetdan, ja tuottaa opetukseen haasteita. Hassinen (2006) esittda mallissaan
muutamia keinoja opettajille algebran kaytannéllistamiseksi. Han ehdottaa
algebran sisaltdjen kytkemistéd oppilaan aikaisempiin tietoihin ja omaan
ajatteluun, konkreettista puhetapaa ja mahdollisimman tuttuja
tehtavakonteksteja. Hassinen pyrkii valttdmaan algebran opetusta valmiina
saantdina ja antamaan tilaa oppilaiden ajatuksille, pohdinnoille ja keskusteluille.
Hassisen (2006) IDEAA-mallin opetuskokeilussa (esimerkki 10) han ehdottaa
kirjainlaskennan aloittamista merkitsemalla tuntematonta lukua jollain
symbolilla, jonka oppilas saa itse valita. Tahan tuntemattomaan lukuun
ryhdyt2a2an kohdistamaan | askutoimituksi a,
tulos kahdellaodo ja niin edell een. T2l 1 ai s
opettamisella, ettd tuntemattomallekin  objektille  voidaan  suorittaa

laskutoimituksia.

Merkitaan lukua: o

Lis2t2aadm 7: o

Kerrotaan 2:lla: 2 (qp #) =2 p+ 14

Vahennetddn 4: 2 p+14i1 4=2@p + 10

Jaetaan 2:lla: (2 + ):12G +5

Vahennetdan alkuperdinen luku: gp+ 5 - gp= 5. (Hassinen, 2006.)
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Friedlander ja Hershkowitz (1997) ovat havainneet tutkimuksissaan
ongelmatilanteiden ka&sittelyn kasvattavan oppilaiden motivaatiota, mutta
Muotka (2012) toteaa tutkielmassaan suurimman osan hanen tutkimukseensa
osallistuneista 8.-9.-luokkalaisista kokevan ongelmanratkaisutehtavat
epamiellyttavind. Kuitenkin ongelmanratkaisu on viimeisten vuosien aikana
muodostunut tarkeadksi osaksi Opetussuunnitelman perusteita (2004) ja sita on

pidetty matematiikan opetuksen parannuskeinona (Toérnroos, 2004).

3.4. Milloin algebraa tulisi opettaa?

Yhdeksi vaihtoehdoksi algebran opetuksen kehittdmiseksi on useampi tutkija ja
opettaja ehdottanut algebran opiskelujen aikaistamista. Oppilaiden valmiuksia
aikaisempaan algebralliseen ajatteluun ovat tutkineet esimerkiksi Hihnala
(2005) ja Muje (2011).

Aiemmin  jo todettin termin  algebra  esiintyvan  Perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteissa (2004) jo ensimmaiseltad luokalta lahtien ja
varsinaisen algebran opetuksen sijoittuvan ylakoulun puolelle. Talla pyritaan
mahdollisesti rohkaisemaan opettajia varhaisempaan matemaattisen ajattelun
opettamiseen. Hihnala (2005) toteaa kuitenkin tutkimuksessaan algebran
opiskelun rajoittuneen lahinnd yléakoulun kahdelle viimeiselle luokalle, jotta
aritmetiikan  vaikeimpien osa-alueiden kasittely olisi mahdollisimman
perusteellista. Han kuitenkin  selvitti  tutkimuksessaan mahdollisuutta
aikaisempaan esialgebran opiskeluun. Tutkimuksessa ilmeni oppilaiden
valmiuksien algebran ymmartadmiseen olevan ldhes samaa tasoa kuudennesta
kahdeksanteen luokkaan (Hihnala, 2005). Muun muassa Kaput (2000) tukee
ajatusta, etta algebrallista ajattelua voitaisiin tuoda mukaan matematiikkaan jo
aikaisemmassa vaiheessa. Myos Heikkinen (2014) esittda tutkimuksessaan,
ettei algebran oppiminen olisi taysin riippuvaista oppilaan iasta, vaikka ongelmia
algebran osaamisessa on selitetty nuorten kykenemattomyydella algebralliseen
ajatteluun ja muuttujan kasitteen ymmartamiseen. Muje (2011) tutki pro gradu -
tutkielmassaan viidesluokkalaisten valmiuksia kasitella muuttujia, ja erityisesti

tuettuina oppilaat kykenivat korkeatasoisempaan algebralliseen ajatteluun.
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Tama vahvistaa ajatusta oppilaiden kyvyistd jo aikaisempaan algebran

opiskeluun.

Heikkinen (2014) on pro gradu -tydssaan todennut, ettei algebran maaritelma
ole yksiselitteinen, joten ei voida myoskaan olettaa, etta sen opetukseen olisi
olemassa yleisesti hyvaksyttya ja taysin yksiselitteistda menetelmaa. Opettajien
tulisi nahda tadma& mahdollisuutena, ei ongelmana. Tamé& antaa valtavan
rikkauden opettajien tydlle ja paljon monipuolisia vaihtoehtoja toteuttaa algebran
opetusta. Yhta paljon kuin on olemassa erilaisia opettajia opetustyyleineen, on
olemassa erilaisia oppilaita oppimistyyleineen. Algebran osaamisen seka
opetuksen kehitys ei tapahdu itsestaan, vaan vaatii jatkuvaa tyota, niin
opettajien, kuin tutkijoidenkin osalta. Algebraa on kuitenkin mahdollista opettaa
eri tavoin erilaisille oppijoille, eiké sille ole tarvetta etsia yhta ja ainoaa oikeaa

aloitusvuotta, etenemisjarjestysta tai menetelmaa.
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4. Tut ki musteht avya

Taman tutkimuksen tutkimustehtavana on kuvata, analysoida ja tulkita virheita,
joita ylakouluikaiset oppilaat tekevat ratkaistessaan esialgebran tehtavia.
Tutkimuksen tarkoituksena on selvittda tyypillisimpia virheellisia ajattelumalleja,
joita esiintyy algebrallisessa ajattelussa siirryttaessa aritmetiikasta algebraan.
Tavoitteena oli kartoittaa laskutehtavien ratkaisuissa esiintyvia virhetyyppeja,
jotta niihin voitaisiin kiinnittdd huomiota ja nain parantaa algebran opetusta ja

oppimista.
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5Tut ki muksen toteutus

Tutkimus sai alkunsa opetusharjoittelun aikana, kun vastuullani oli opettaa
yhdelle ylakoulun ryhmalle kirjainlaskennan alkeet. Keskustelimme ohjaavan
opettajani kanssa aiheen opetuksen haasteellisuudesta ja heti ensimmaisen
tunnin  aikana algebran alkeiden hankaluus heratti |&hteméattdbman
kiinnostukseni. Laadin ryhmalle aiheesta kurssikokeen yhdessd ohjaavan
opettajani kanssa ja koepéaivan jalkeen sain oppilaiden kokeet tarkistettaviksi.
Virheellisia ratkaisuja korjatessani pohdin, missa oppilaan
ajatuskulku/ratkaisumalli lahti vaarille urille, ja miten taméan tuloksen voisi

korjata. Nain syntyi taman tutkimuksen tutkimustehtava.

Tutkimus alkoi kevaalla 2015, jolloin pyysin tutkimuslupaa kayttdd opettamani
seitsemannen luokan kurssikokeita pro gradu -tutkielmani inspiraation lahteina.
Taydentava tutkimuslupa pyydettiin tutkittavan yhteiskoulun
kahdeksasluokkalaisten algebran kurssikokeille lukuvuodelle 20157 2016.
Aineiston kerdys suoritettiin marraskuussa 2015 ja tammikuussa 2016 ja
aineiston analysointi, seka tutkielman kirjoitus suoritettiin kevaalla 2016.

Tutkimukseen osallistui kyseisen yhteiskoulun nelja kahdeksasluokkalaisten
ryhm&a ja aineistona kaytettin oppilaiden algebraosion kurssikokeita.
Kurssikokeet keréttiin yhteenséa 77 oppilaalta.

5.1. Tutkimusasetelma ja -strategia

Koska tutkimustehtavdnd on kuvata, analysoida ja tulkita virheitd, joita
ylakouluikdiset oppilaat tekevat ratkaistessaan esialgebran tehtavia, ja
tavoitteena oli |6ytaa virheellisia ajattelumalleja, niin tehtévid ratkaistaessa
tapahtuvia virheitd on luonnollista tutkia laskutehtdvien ratkaisutapoja
kartoittamalla. Tutkimus on talléin luontevasti lahella Survey-tutkimuksen
piirteita (Hirsjarvi, Remes ja Sajavaara 2009). Tutkimus suoritetaan peruskoulun
normaalissa kurssikoetilanteessa kerattyjen kurssikokeiden pohjalta. Taten

keratty aineisto on kvantitatiivista, mutta aineiston analysointi on tutkimuksen



19

luonteen mukaisesti kvalitatiivista. Talldin tutkimuksen suuntaus on sen
tutkimustehtavalle luontevaa kvantitatiivisen ja kvalitatiivisen |ahestymisen

taydentaessa toisiaan (Hirsjarvi ym. 2009).

5.2. Tutkimuksen kulku

Jokaista tutkimukseen osallistuvaa ryhmaa opetti eri matematiikan opettaja,
joilta tiedusteltiin ryhmien kurssiaikatauluja yksilollisesti. Kahden opettajan
kanssa sovittiin heidan kurssijarjestyksensa muuttamisesta siten, etta tarvittavat
kurssikokeet saataisiin jo syksylla tai viimeistddn tammikuussa. Ensimmaisen
ryhman koe pidettiin marraskuussa 2015 ja muiden ryhmien kokeet olivat

tammikuun 2016 alussa.

5.2.1. Tutkimusluvat

Tutkimuslupa pyydettiin koulun rehtorilta. TAman lisaksi ryhmisté selvitettiin ne
oppilaat, joilla oli henkilokohtainen tutkimuskielto. Naiden oppilaiden kokeita ei

kaytetty aineistona tutkimuksessa.?

5.3. Aineiston koonti

Aineisto koostuu kahdeksasluokkalaisten kurssikokeista. Jokainen opettaja laati
itse kurssikokeen omalle ryhmalleen. Kayttdmalla opettajien itse laatimia
kokeita varmistettiin, ettei kokeessa kysyttaisi asioita, joita ei ole opetettu. Taméa

mahdollistaa opittujen asioiden tdsmallisen mittaamisen.

Kaksi neljasta ryhmasta kaytti oppikirjanaan WSOY:n Matematiikan maailmaa.
Yksi ryhmisté kaytti kurssimateriaalinaan WSOY':n Laskutaito 8:aa ja viimeisella
ryhmélla oli kaytéssadn Editan Sade. Kunkin ryhman opettaja laati omalle
ryhmalleen kurssikokeen kayttdmansa oppikirjan pohjalta (kts. Liitteet).
Useamman oppikirjan pohjalta tehdyt erilaiset kurssikokeet mahdollistivat

2 Kyseinen koulu pyytda uuden lukuvuoden alkaessa oppilaiden vanhemmilta tutkimuslupaa.
Jos he kieltaytyvéat, on oppilaalla voimassa tutkimuskielto.
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entista laajemman ja kattavamman tutkimusaineiston, mika tukee tutkimuksen

tavoitetta.

Tutkimusaineiston koonti tapahtui normaalissa kurssikoetilanteessa ja jokaisen
ryhmén kokeen jalkeen oppilaiden koevastaukset kopioitiin analysointia varten.
MyOs koepaperit, joihin oli tehty merkintdja, kopioitin mukaan aineistoon.
Samoin tehtiin myo6s kaikille irrallisille vastauspapereille, jotta aineisto olisi
mahdollisimman kattava ja todenmukainen. Opettajilta pyydettiin my6s heidén
laatimansa koepohjat, jotka numeroitin ja ovat tutkimuksen liittein&.
Kurssikokeet 1 ja 3 ovat tehty Matematiikan maailma -oppikirjalla opiskelleille
ryhmille. Kurssikoe 2 on tehty oppilaille, jotka opiskelivat Sade 2 -kirjalla.

Pohjana kurssikokeelle 4 on ollut Laskutaito 8.

5.4. Aineiston analyysi

Tutkimuksen luonteen mukaisesti aineiston analyysissa painottuu kvalitatiivinen
tarkastelu, vaikka tassa tutkimuksessa kvantitativinen tarkastelu on
edellytyksena myohemmalle kvalitatiiviselle. Aineiston sujuvampaa analysointia

varten jokaiselle kokeelle tehtiin malliratkaisut ennen tarkempaa kasittelya.

5.4.1. Kvantitatiivinen tarkastelu

Tutkimusaineistoa kasiteltiin ensin, kuten opettaja ka&sittelisi tarkistaessaan
oppilaiden kokeita. Tutkimuksen kannalta oleellista ovat tehtavien oikeat ja
vaarat ratkaisut, jotta I6ydettaisiin virheet, joita vaarissa ratkaisuissa esiintyi.
Taten kokeet tarkistettiin ja virheet merkittiin yksitellen malliratkaisuja apuna

kayttaen.

5.4.2. Kvalitatiivinen tarkastelu

Aineiston virheellisia ratkaisuja tarkasteltaessa kaikki virheet ratkaisuista
analysoitiin ja kirjattiin ylés. Jokaisen ryhman kokeista kirjattiin mahdolliset
tulkinnat virheista ja ne koottiin ryhmékohtaisesti, koska jokaisella rynmalla oli

erilainen koe.
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Samankaltaiset virheet kaikista kokeista ryhmiteltiin omiin kategorioihinsa, jotka
esitelladan tutkimustulosten yhteydessa. Eri kokeissa esiintyi lahes
samankaltaisia virheitd muutamia poikkeuksia lukuun ottamatta. Taten neljan
erilaisen kokeen tuottama laajempi koeaineisto mahdollisti monipuolisemman
virhekirjon ja virheiden tehtdvékohtainen sidonnaisuus pystyttiin sulkemaan
pois. Selkeat huolimattomuusvirheet jatettiin pois tarkemmasta tarkastelusta.
Huolimattomuusvirheiksi katsottiin luvun numeroiden merkitseminen vaarin pain
ja vaarien lukujen merkitseminen tehtavaén tai vastaukseen. Epaselvat virheet,
joita ei pystytty varmuudella tulkitsemaan huolimattomuusvirheiksi, sisallytettiin

tutkimustuloksiin, kuitenkaan kriittista tarkastelua unohtamatta.
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6. Tut ki mustul okset ja niiden tul

Kurssikokeissa esiintyi runsaasti erilaisia virheitd, joista osa oli selkeasti
huolimattomuusvirheitd. Na&itd huolimattomuusvirheitd ilmeni kuitenkin melko
vahan. Samankaltaiset virheet toistuivat kuitenkin eri luokkien kokeissa,
rippumatta jokaisen ryhman yksilollisesta kurssikokeesta. Taten tietynlaisen
virheen ilmeneminen esialgebran tehtavissa ei valttamatta ole sidoksissa

oppikirjaan, kurssikokeeseen tai tehtavatyyppiin.

Tutkimustuloksissa erityisesti huomion arvoisia olivat virheelliset ajattelutavat,
kun kyseessad oli Ilukujen negatiivisuus, vahennyslaskut tai yleisesti
miinusmerkin esiintyminen. Usein negatiivisilla luvuilla operoiminen tuotti
huolimattomuusvirheitd, mutta myds todellisia virhekasityksia oli selkeésti
nahtavissa niiden laskusaanndissa. Myos Naveri (2009) ja Muotka (2012) toivat
ilmi tutkimustuloksissaan negatiivisilla luvuilla operoimisen hankaluuden ja sen
yleisyyden. Negatiivisilla luvuilla laskeminen opitaan jo alakoulussa aritmetiikan
parissa, joten taalta periytyvat virheelliset kasitykset myds algebran pariin.
Algebra tuo mukanaan uusia haasteita negatiivisten lukujen kasittelemiseen,
kuten sijoittamisen, muuttujien etumerkit ja sen ettei I X tarkoita valttamatta
negatiivista lukua (Tall, 2013). Aritmetiikan puolelta perityt virhekasitykset eivat
suinkaan havia siirryttdessa algebraan, vaan saattavat aiheuttaa aikaisempaa
epaloogisempia virheita.

Yleensa samankaltaiset virheet toistuivat saman henkilon kokeen eri tehtévissa,
mika Kkertoo johdonmukaisesta ajattelusta ja laskemisesta, vaikkakin
virheellisesta sellaisesta. Talléin henkilolla on vaikeuksia tietynlaisissa
tehtdvissd tai laskuoperaatioiden suorittamisessa. Kuitenkin useampia
poikkeuksia ilmeni ja epajohdonmukaisuus tuli esille muutamassa kokeessa,
joissa samankaltaiset tehtavat oli ratkaistu hyvin erilaisin menetelmin ja lahes
poikkeuksetta virheellisesti. Samankaltaisissa laskuissa tai vain yhta laskua
laskettaessa oli kaytetty erilaisia laskusdantgja riippuen siita, miten lasku tai
jokin sen wvaihe ol iMyds Hibnala (2p0B)i on ttodednutl a s k e a

tutkimuksessaan oppilaiden esialgebran tehtdvien ratkaisuissa esiintyvan
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epdjohdonmukaisuutta. Esimerkiksi yhdessa sievennystehtavassa ensimmaisen
tekijan muuttujan kerroin ja potenssi kerrottiin keskenaan muuttujan kertoimeksi
ja saman tehtavan kolmannen tekijan muuttujan kerroin laskettiin yhteen
muuttujan potenssin kanssa. Epajohdonmukaisuutta laskemisessa esiintyi myos
Hassisen (2006) opetuskokeilussa, kun oppilas oli ensin merkinnyt, etta 2y =
23, kun y = 3, kun taas toisessa tehtavassa oppilas oli merkinnyt 2t = 2 + t.
Tallainen aineisto laittaa pohtimaan, onko algebran kannalta oleellisia asioita

opittu oikein.
6.1. Virhekategoriat

6.1.1. (-1) lausekkeen kertoimena

Sulkeiden merkityksesta on my6hemmin oma kappaleensa, mutta
koetehtavissd nousi selkeasti esille (-1) -kertoimen ongelmallisuus, joten se
ansaitsee tarkempaa analysointia. Kun sulkeiden sisélla olevan lausekkeen
kertoimena oli (-1), se jatettiin hyvin usein huomioimatta ja sulkeet avattiin ilman
lausekkeen tekijoiden kertomista. Useammassa tapauksessa lausekkeen
ensimmainen tekijd muistettiin tai osattiin kertoa (-1):1&, jolloin positiivisesta
luvusta tulee negatiivinen ja toisinpdin, mutta lausekkeen muut tekijat jatettiin

kertomatta, kuten oppilaan ratkaisussa kuvassa 1.

C xi"tlx*uﬁ = x* =S ¥8Y+( % +1

)("“-'}1&4"?_}(1'{'{ )ﬁa%}u& 4 }(ll( )
S XEAX - B AU AR +4+ 8T
= X'- 3+

Kuva 1 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaén 4c kokeessa 1

Koetehtavissa sulkulausekkeiden edessa oli aina pelkkad miinusmerkki, ei termia

(-1), koska ykkosta ei tarvitse matemaattisten saantdjen mukaan merkitd. Tama
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saattaa hamata joitain oppilaita ja siksi kyseinen virhe oli hyvin yleinen.
Matematiikan kielessa lukua tai numeroa ei aina merkata, mutta se ei tarkoita
etteikd0 sellaista siind olisi. Erityisesti juuri (-1) merkitdan usein pelkalla
miinusmerkilla ja esimerkiksi muuttujan eteen ei tarvitse merkata ykkosta, koska
1-x = 1x = x. Oppilaille tam&an hahmottaminen saattaa olla hankalaa ja virheiden
yleisyys johtua osittain tasté, jos opetuksessa tata ei ole painotettu.

6.1.2. Lausekkeen kerroin

Samanlaisia virheitd, kuin (-1) -kertoimella toimiminen, ilmeni my®s vakion tai
muuttujan  ollessa lausekkeen kertoimena. Useasti osattin  kertoa
sulkulausekkeen ensimmainen termi, mutta muut termit jaivat kertomatta, kuten
oppilaan ratkaisussa kohdassa b kuvassa 2. Naissa tehtavissa myods Hassisen
(2006) opetuskokeilussa tuli oppilaille helposti virheita, ja he saattoivat kertoa

lausekkeen ensimmainen termin ja unohtaa muut.

Sievenni.

_ >
5 —20Gx a1 +20 = -\ O O+ D =L Lwz ]

L A e
b) 9x—3x{—x+ﬁ}=ﬁ1'-—L_"5;‘“ v :3~k#3~,¢, ﬁf\u =y %‘j\ﬁ{;

Kuva 2 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 5b kokeessa 3

Myos Hihnalan (2005) tutkimustuloksissa oppilaat olivat tehneet tallaisia
virheitda. Etenkin kun kertoimena oli muuttuja, jota edelsi miinusmerkki tai kun
kertoimena toimi negatiivinen luku. Kertoimen negatiivisuus jatettiin usein myos
huomiotta kerrottaessa tekij6itd, jolloin tekijdiden etumerkeistd saatiin
virheelliset. Tallaiset lausekkeiden kertoimilla operointien virheet saattavat usein
johtua myo6s huolimattomuudesta, johon on hyva mahdollisuus puuttua jo

opetuksessa.
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6.1.3. Vaarin sijoitus

Selkedsti osa oppilaista ei ollut ymmartanyt muuttujan merkitysta.
Sijoitustehtavissd nakyi, ettei osa oppilaista ollut ymmartanyt muuttujalle
annetun arvon tarkoitusta. Muuttujalle annetun arvon sijoittaminen muuttujan
paikalle tuotti virheellisia ratkaisuja, kun annettua arvoa ei osattu sijoittaa oikein.

Toisin sanoen muuttujan kasitetta ja tarkoitusta ei ole taysin opittu.

Osassa ratkaisuissa esiintyi muuttujalle annetun arvon sijoittamista vain
yksipotenssisen muuttujan paikalle, jolloin muuttujalle annettua arvoa ei
sijoitettu laskussa esiintyvien kaksipotenssisten muuttujien tilalle, kuten kuvan 3

ratkaisussa.

3. Sievenni ja laske polynomin arvo, kun x = -3,

a) 11x2 -8 —Ox2+ x+ 8- ﬂ:h\hﬁk ﬁ{.\ix{%*{}‘ﬁr— 3_"'\"1“"“':5 %";\

Kuva 3 Eréén oppllaan ratkaisu tehtavaan 3a kokeessa 4

Aineiston sijoitustehtavissa esiintyi myos virheitd, joissa muuttuja saatiin
haviamaan laskemalla vaarin, mutta lopputulos kuitenkin kerrottiin sijoitettavalla

luvulla, kuten kuvan 4 ratkaisussa.

6 || (5ea)-la® ox
\&wl - bX “i'>
= Ox
=O
O
0

Kuva 4 Erdan oppilaan ratkaisu tehtévéaén 6 kokeessa 1

I

=1
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Sijoittamisen tarkoitusta eivat myoskaan kaikki olleet ymmartaneet tehtavissa,
joissa tulisi sijoittaa jokin luku muuttujan paikalle. Tehtavat oli ratkaistu niin, etta
muuttujan eteen laitettiin sijoitettava luku kertoimeksi ja nain ollen muuttujat
pysyivat mukana vastauksissa, kuten oppilaan ratkaisuissa a ja b viidennessa
tehtavassa kuvassa 5. Samanlaisen vaikeuden sijoittamisessa on tuonut esille
myoOs Hassinen (2006), jonka mukaan oppilaat saattoivat sailyttdd kirjaimet

tehtavassa viela sijoituksen jalkeen.

& ~§x 112 X4
1R E AR ALY )t L0 AL
=l ._
Lol ) xed
= Ax* 4L 4
= TalaldiaA L
)

Kuva 5 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 5 kokeessa 1

Tehtavissa testattin myos oppilaiden lausekkeiden operointitaitoja ja usein
sieventaminen helpottaa lausekkeen lopullista kasittelya. Oppilaan ratkaisussa
kuvassa 6 ei suoritettu tehtdvan ensimmaista ohjetta, eikd siind osattu

myoskaan sijoittaa annettua arvoa oikein.

Sievennd ja laske polynomin arvo, kun x = —3.
4+

. S
a) 11x2-8-9x2+x+8 —x2= A1 (-%)- 8~ %{'?’x \Jr X ¥ g‘["s«"?J
TR -3 4 g 2 (US ) V4 B

-

Kuva 6 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 3a kokeessa 4

Myds sijoitustehtavissd ongelmia ilmeni useammin, kun laskun oleellisissa
kohdissa oli negatiivisuutta mukana esimerkiksi silloin, kun sijoitettavana oli
negatiivinen luku tai muuttujan edessa oli miinusmerkki. Naissa kohdissa usein

unohdettiin sulkujen merkitys erityisesti, kun muuttuja oli vahintdan toiseen
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potenssiin korotettu, kuten ilmeni erdaan oppilaan ratkaisussa tehtavan 6

kohtaan b kuvassa 7.

Laske

a) monomin 3¢” arvo, kun ¢ =35.
1

3.9 = g

b) polynomin —x* —3x—35 arvo, kun x =-4.

RV P I LR R R R

Kuva 7 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 6b kokeessa 3
6.1.4. Laskujarjestys

Laskujarjestysvirheita esiintyi paljon ja monipuolisesti. Tama ei ole uusi ilmiod,
silla myods Taipale (2010) havaitsi laskujarjestysvirheiden yleisyyden. Nama
eivat suoranaisesti ole algebrallisen ajattelun kannalta oleellisimpia, mutta ne
tuodaan tassa tutkimuksessa esille niiden tarkeyden vuoksi myo6s algebrassa.
Suurin osa laskujarjestysvirheistd periytyy aritmetiikan puolelta, mutta ne

korostuvat algebrassa entista selvemmin.

6.1.4.1 Yhteenlasku ensin -ajattelu

Laskuvirheita esiintyi paljon muuttujien mukana ollessa, mutta niitd ilmeni
erityisen huomattava maara pelkilla luvuilla laskettaessa. Kokeissa tyypillisin
laskuvirhe oli negatiivisen luvun ja sitd seuraavan positiivisen luvun yhteen
laskeminen sivuuttaen ensimmaisen luvun negatiivisuus, kuten kuvissa 8, 9 ja
10. Miinusmerkki ei ikdan kuin tarkoittanut mitaan, vaan lisattiin jalkeenpdin

yhteenlaskun eteen.

::‘) 3&'2‘5;1 T JJ_C)
= Ox"Ox"2HS
r1a- |7

Kuva 8 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 3d kokeessa 1

s o B e
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) E. T -k (l, + F} ) 4 H _ |'i |
A STy y6
Kuva 9 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavéaén 4a kokeessa 1
1 f_ .. . ql c e - ..ﬂ.:d_..
Ux) ~3 Lo lly-lgnn=-1g
Kuva 10 Eréaén oppilaan ratkaisu tehtavaan 5a kokeessa 1

Tallaiset virheet periytyvat selkeasti aritmetiikan oppien puolelta ja tama laittaa
pohtimaan, josko virheitd ilmenee usein pelkilla luvuilla laskettaessa vai vasta

algebran tuomien muuttujien yhteydessa.

6.1.4.2 Potenssien laskusaannot

Potenssin laskusaannoissa ilmeni useita virheellisia kasityksia. Virheellisia
laskutapoja esiintyi muun muassa kahden samakantaisen luvun potenssien
laskemisessa (kuva 11), potenssin potenssin laskemisessa (kuva 12) ja
esimerkiksi potenssien virheellisissa siirtdmisissa kertoimiksi lukujen eteen tai
toisinpain. Myds Hihnalan (2005) tutkimuksessa oppilaat saattoivat laskea 5-a3
= ba3, jolloin potenssien laskusaantdjen osaamisessa on puutteita. Hassinen
(2006) taas toi opetuskokeilussaan positivisemman tuloksen esille, kun oppilaat
eivat olleet kertaakaan sekoittaneet kahden saman muuttujan yhteenlaskua
niiden tuloon. Potenssien laskusaanndissa ilmeni ongelmia, kun kantalukuna oli
muuttuja, ja esimerkiksi samakantaisen luvun yhteenlaskussa toimittiin, kuten

niiden tulossa toimittaisiin.

R 3
d. X*(xy)’= X =

Kuva 11 Erdan oppilaan ratkaisu tehtdvaan 4d kokeessa 2
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c. (@ = &

Kuva 12 Eréan oppilaan ratkaisu tehtavaan 5c kokeessa 2

Aineistossa ilmeni virheajattelua muuttujan kertoimen ja potenssin kasitteissa.
Esiintyi virheitd, joissa ajateltiin ¢wtarkoittavan samaa, kuin w ja virheita, joissa
muuttujan ja luvun tulossa kertoimena oleva luku siirtyi laskusaantévirheesta
johtuen muuttujan potenssiksi. Samankaltaisia potenssin kasitteeseen liittyvia
virhetulkintoja esiintyi my6s Hihnalan (2005) tutkimuksessa. Kurssikokeissa ol
myds virheita, joissa sulkulausekkeen kertoimella oli kerrottu kaikki tekijat
muuten oikein, mutta kerroin ajateltin my6s muuttujan potenssiksi, kuten

oppilaan ratkaisussa kuvassa 13.

5. Oheisella sainndlliselli kuusikulmiolla, suorakulmiolla ja tasakylkiselld kolmiolla on yhtd suuri
piiri.

3.1'_1 Oy —2

2x+ 1

B(‘Lxﬁ-ﬁ
=1L,546

Madritd a) suorakulmion leveys b) kolmion kannan pituus.

Kuva 13 Erdan oppilaan ratkaisu tehtdvaan 5a kokeessa 4

Yhdessa kokeessa tehtavana oli laskea polynomin i x213x 15 arvo, kun x =7 4.
Lahes puolessa kokeista ilmeni laskujarjestysvirhe sijoitettaessa i 4 x:n paikalle,
jolloin ensimmaisen termin tulisi olla muotoa i (i 4)2. Yleinen virhe tassa
kohdassa oli laskea ensimmaisend 11 ja i 4 tulo, vaikka ensimmaisena tulisi

laskea i 4 potenssiin kaksi.
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6.1.5. Termien uudelleenjarjestdminen

Erimuotoisia monomeja sisaltavissa laskuissa osaa oppilaista auttaa termien
siirtely, jolloin samanmuotoiset monomit laitetaan perakkéin ja laskeminen
selkeytyy. Siirtelyssa tosin tulee olla huolellinen, jotta lasku ei muutu. Osassa
kurssikokeissa esiintyi  huolimattomuutta, mutta myds virhekasityksia.
Uudelleenjarjestamalld erimuotoisten monomien paikkoja ei huomioitu niiden
etumerkkejd, jolloin laskun termit muuttuvat positiivisiksi tai negatiivisiksi ja
lasku muuttuu olennaisesti. Ratkaisuissa siirrettiin tekijoiden paikkoja ilman
niiden etumerkkeja, jolloin etumerkit pysyivat paikoillaan, kun tekijat vaihtoivat

paikkoja. Kuvissa 14 ja 15 ratkaisuissa esiintyneita virheita.

ﬁ{,) 3,«? ’*_Z 5}{ H':

Kuva 15 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 4a kokeessa 1
6.1.6. Muuttujien tulo

Muuttujien tulon laskus&annot tuottivat osalle oppilaista vaikeuksia. Muuttujien

tuloa muun muassa kasiteltin samoin, kuin muuttujien yhteenlaskua.
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Aineistossa ilmeni myds muuttujien tulon ja yhteenlaskun risteymia, jolloin

tehtavassa oli osittain kerrottu ja osittain lisatty, kuten kuvassa 16.

Kuva 16 Eraan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3e kokeessa 1

Toisaalta myds muuttujien yhteenlaskussa oli kaytetty tulon laskusaantoja.
Tyypillisin virhe oli samojen muuttujien tulossa, jossa kertominen unohtui taysin
ja kahden saman muuttujan tuloa ei suoritettu lainkaan. Tama korostui
erityisesti, kun muuttujilla oli kertoimet edessaan, jolloin kertoimet kerrottiin

kesken&éan, mutta muuttujia ei kerrottu. Kuva 17.

e) Sy-6y= ‘5 OJ

Kuva 17 Erdan oppilaan ratkaisu tehtadvaan le kokeessa 3

Muuttujien tulo sekoitettiin myos erimuotoisten monomien
yhteenlaskusaantoihin, jolloin vastauksena oli esimerkiksi, ettei voida laskea tai
ei sievene, kuten kuvissa 18 ja 19.

<Fiytd)
CA L NJON
a‘ﬁ:\]ﬂ“—ﬂ\;ﬁ.{i

Kuva 18 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3e kokeessa 1
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f) 4x"-(-8Bx)= €1 Jre Vg he

Kuva 19 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 1f kokeessa 3
6.1.7. Negatiivisten termien tulo

Jo aritmetiikan puolella on opittu, ettd kahden negatiivisen luvun tulo on jokin
positiivinen luku. Osa virheista saattoi johtua taysin huolimattomuudesta, mutta
virheen yleisyys laittoi pohtimaan sen osaamattomuuden todellisia syita.
Virheitd esiintyi miinusmerkein varusteltujen muuttujien tuloissa ja myo6s

negatiivisten lukujen tuloissa, kuvassa 20 erdan oppilaan ratkaisu.

7
a) Tiydennii sulkeiden siséifin sopiva polynomi. Tarkista vastauksesi sieventim#lli yht#ltn

vasemmalla puolella oleva lauseke.

- 110,

N
-3 (-70)- (200, — O\ -:2_ )+12=a* + 4a

~3Q- =702 ~2|oc
= -2100-20a -0 v 2%\ U= Qlﬁ-.k{g

Kuva 20 Erdan oppilaan ratkaisu tehtadvaan 7a kokeessa 3

Monet negatiivisten termien tulon virheistd esiintyivat (-1) kertoimella

varustettujen lausekkeiden yhteydessa. Katso luku 6.1.1.

6.1.8. Erimuotoisten monomien yhteenlasku

Algebran opinnoissa mahdollisesti yhtend ensimmaisena asiana opetetaan ja
opitaan niin sanottu omenoita ja paarynoita ei voi laskea yhteen -ajattelu. Tama
tarkoittaa, ettei kirjainta ja lukua tule yhdistdd yhteenlaskussa, kuten erés
oppilas on tehnyt kuvassa 21. Kuitenkin huolestuttavan paljon esiintyi virheita,
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joissa luku ja muuttuja laskettiin yhteen. Samankaltaisia tutkimustuloksia on pro

gradu -tutkimuksessaan saanut myos Muotka (2012).

4)

a) Muodosta ja sievenni suorakulmion pinta-alan lauseke. (2p)

2x

s J@“ﬁ

X+3-2X = bX*%

Kuva 21 Erdaén oppilaan ratkaisu tehtavaan 4a kokeessa 3

X4+3

Erityisesti sulkeiden sisalla olevat termit helposti yhdistettiin, kuten alla olevassa
ratkaisussa (kuva 22). Esimerkiksi (y+2) = 2y tyyppinen virhe oli hyvin yleinen.
Samankaltaisia virheitd esiintyi oppilaiden ratkaisuissa myos Hihnalan (2005)
tutkimuksessa. Yhdessa tehtavassa (kuva 23) erds oppilas oli antanut
ratkaisuksi n + 4 tai 4n, jolloin hanelle on ilmeisesti epaselvaa naiden kahden

ero.

2. (X +3) =% +H4 ~X
= X=X +H =X

41X +4

Kuva 22 Erdan oppilaan ratkaisu jokeritehtavaan kokeessa 3

¢) Kuinka monta tikkua 7. kuvio sisaltza? t Lf
tos Un,
Kuva 23 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 6c kokeessa 4
Vahennyslaskuissa esiintyi myds virheitd, joissa muuttujan ja luvun erotukseksi

saatiin jokin luku tai pelkkd muuttuja. Vahennyslaskutehtavissa, joita ei tulisi

voida sieventdd, suoritettiin kuitenkin jonkinlainen vahennystoimenpide, kuten
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oppilaan ratkaisussa kuvassa 24. Esimerkiksi, jos muuttujan kertoimena oli
sama luku, kuin termin jalkeen tuleva vahennettava termi, saatettiin

vastaukseksi antaa nolla.

€ ly*==11
- 2

Kuva 24 Eraan oppilaan ratkaisu tehtavaan 1f kokeessa 1

Myds muuttujien yhteen laskemisessa ilmeni virheellisid valivaiheita ja
ratkaisuja. Yksipotenssiset muuttujat saatettiin laskea yhteen toiseen potenssiin

korotettujen muuttujien kanssa.

6.1.9. Vaarinhajotus

Osalle oppilaista lasku selkeytyy, kun monimutkaisemmat tekijat avataan
yksinkertaisemmiksi. Kuten termien uudelleenjarjestelyssd, niin myods tassa
termien hajottamisessa tulisi olla hyvin tarkka virheiden suhteen. Erityisesti
negatiivisuuden kanssa ajauduttiin ongelmiin ja virheellisiin hajotuksiin, kuten
oppilaiden ratkaisuissa kuvissa 25 ja 26. Myos sulkeiden merkitys korostui
tallaisissa ratkaisuissa, koska niiden huolimaton kayttd johti virheellisiin

merkint6ihin ja taten vaariin vastauksiin.

B!
| I = . by 3 v |'_-|1
Dj o i ! — / £y |."-.-.---
ol | - i
= i oo F iYWl T y
Lo \ ; r\) . D
~ 5
) )
X LiXir G
i '.\ £ _!':;l
C X -
) | 3
i e
2+ 7 i

Kuva 25 Erdan oppilaan ratkaisu tehtadvaan 5b kokeessa 1
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"-.

;%K ) (Y)

Kuva 26 Eraan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3e kokeessa 1

e)l

=

6.1.10. Sulkujen merkitys

Sulkujen merkitys korostui useammassa tehtavassa. Kahden lausekkeen
yhteenlasku ei tuottanut ongelmia, kun sulkeiden merkitys ei ollut
laskujarjestyksen kannalta oleellinen. Kahden lausekkeen erotuksessa sen
sijaan sulkeet ovat hyvin oleellinen osa oikeinlaskua ja naissa ilmeni useammin

virheellisia ratkaisuja, kuten kuvassa 27 oppilaan ratkaisussa kohdassa b.

4. Muodosta ja sievennd binomien x — 2 ja 3x + 4
a)summa y - 7 4 d, A4 = Ef}r a

b) erotus , - 7 _ 7, *¢ ¢~ Te + 7

¢) tulo. f}: . ﬁ) Ty .?r 4

e

L
' %EI r ‘flr’;
—'E;'r?' N

Kuva 27 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 4b kokeessa 4

Lausekkeen muodostamisessa ilmenneet ongelmat sulkeiden kaytdssa, johtivat
myos virheellisiin ratkaisuihin, kuten yhden oppilaan ratkaisussa kuvassa 28.

Sulkujen merkitysta oppilas ei ollut tdssa tehtavassa ymmartanyt.
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a) Muodosta ja sievennd suorakulmion pinta-alan lauseke. '

X33 2X = 22X

2x

X+ 3

Kuva 28 Erdéan oppilaan ratkaisu tehtavaan 4a kokeessa 3

MyOs potensseja ja sijoittamista sisaltavissa tehtdvissad usein kompastuttiin
sulkeiden puuttumisen vuoksi, koska tallin laskujarjestys muuttui oleellisesti
erityisesti silloin, kun mukana oli miinusmerkilla varustettuja muuttujia tai
negatiivisia lukuja. Kuvassa 29 oppilaan virheellinen ratkaisu, jossa sulkuja ei
osattu laittaa. Miinusmerkin ongelmallisuuden potenssien yhteydessa on
havainnut myds Tall (2013) tutkimuksessaan, jonka mukaan vain murto-osa
oppilaista oli ratkaissut tehtavat: 132 ja (i 3)2 oikein. Naissa tehtavissa
sulkumerkeilla on oleellinen ero vastaukseen. Kyseiset tehtavat eivat vaadi
algebrallista osaamista, vaan virhe periytyy aritmetiikan puolelta ja saattaa

siirtya algebraan.

Sievennd ja laske polynomin arvo, kunx=-3. ., _ 3

X 2. - 2 i i
a)l llxz_‘,—}E’;— Ox2+ x +/&/—.r2j= p S S 3 ¥ (-?)) = 12
Kuva 29 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3a kokeessa 4

Useammassa tehtavassa esiintyi huolimattomuutta sulkeiden kaytdssa, mutta
aina se ei johtanut vaaraan ratkaisuun. Vaikka lasku oli merkitty virheellisesti,
se saatettiin laskea oikein. Toisin sanoen sulkeita ei merkitty oikein, jolloin
laskujarjestys muuttuisi, mutta niiden ajateltiin olevan oikeissa paikoissa ja
laskujarjestys pysyi alkuperdisen laskun mukaisena. Téllaiset merkintavirheet
saattavat kuitenkin pidemmissé laskuissa tuoda todennakéisemmin virheellisia

ratkaisuja, kun ei enk& muisteta mita oltiin tekemassa.
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6.1.11. Muut

Aineistosta kertyi myds useita muunlaisia tarkastelun arvoisia virheita, jotka

eivat suoranaisesti sopineet yllaolevien kategorioiden alle.

Sulkujen puuttuminen oli yleisin merkintavirhe, mutta muutama muunlainenkin
matemaattisesti vaarin kirjattu ratkaisu aineistosta tuli esille. Muun muassa
negatiivisen potenssin hajotuksessa oli oppilailla ongelmia, kuten kuvassa 30
on esitetty.

Ii'\ L = S o -

o e

Kuva 30 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 4f kokeessa 2

Merkintavirheita esiintyi myos laskun ratkaisun kirjaamisessa. Lasku saattoi olla
oikein laskettu, mutta ratkaisussa saatettiin edet 2 0 o suurykhin -k et j ussao,
joka on merkinnallisesti virheellinen tapa. Kuitenkin suurimassa osassa
ketjumaisia ratkaisuja tapahtui virhe, jolloin tuloksesta tuli virheellinen, kuten
oppilaan ratkaisussa kuvassa 31. Naita yhtadsuuruusmerkin virheellisia kayttoja
esiintyi tdssa tutkimuksessa kuitenkin niukasti verrattuna Muotkan (2012)

saamiin tuloksiin.

J) 3x“2 “tH ’“’_)
— ,—5)( B r)w(

=~ 117

Kuva 31 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3d kokeessa 3
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Muutamissa tehtavissa esiintyi lukujen haviamista, joille ei l6ytynyt varmoja
selityksia siitd, miten oppilas oli ratkaisuunsa paatynyt. Tallainen ratkaisu I6ytyy
kuvasta 32 tehtavan c kohdasta. My6s muita epaselvia ratkaisuja esiintyi, kuten
eraan oppilaan ratkaisussa, jossa on kaytetty ilmeisesti kahden lausekkeen

valisen tulon laskusaantoja yhteen- ja vahennyslaskun keinoin. Kuva 33.

3. Sievenni ja laske polynomin arvo, kun x = -3.

a) 11x2 — 8~ 9x2+ 3+ 8§ —x 'H*w\ 4= Ciiwf\jvjx{}‘ﬁ“‘ AR D= X

1 Lll"-'\ .
b} 'T{'T Ll 4} - {}.T =3 H—tﬂt—m—ﬁi ) X
Y '{?'.‘IR “'Ltr o - '1:1;"\ {.\b{
¢) Tx2—5x—(x2-5x+ 14} __% 5£JH)— ——lohx

Kuva 32 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3c kokeessa 4

4. Muodosta ja sievennii binmuien x—2jalx+4

a) summa&( T\) _;4});5;/15 [/ CPX &t 1»“,*.«,

h.} Efﬂiﬂﬁ( 'H ﬂ—uL 4"“ oy :J _‘_f ;{\_,_(_!I}(__-“l/’“‘;}.,
c) LIIID/Q{ D\)( W ,-U : ".a.‘:"'-‘"r- ll?r_ﬁ ‘/'1'“"?_ SK —«;;,;_.__{;-

Kuva 33 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 4a ja 4b kokeessa 4

Yhdessa sievennystehtavassad kolmen muuttujan sisadltavan tekijan tulossa
ratkaisu oli saatu kertomalla ensimmaéinen ja toinen tekija keskenaan ja

lisddamalla tahan tuloon toisen ja kolmannen tekijan tulo. Tallainen ratkaisu on

esilla kuvassa 34.

2) Sievenni.

a) 8x 24:-1{111-25:(;?){_* lof-f'z_"f'J'Z-E,: __2_;{{_-5—@
b) 12x +(=17x)~ 13x}=|’gf}<,w}(+|3}, — ?}K

¢) —x-(-9%)-(-5x)= (Z)(L,lr f—f_;.xi_ = S_H,Il

Kuva 34 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 2c kokeessa 3
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Yhden oppilaan kokeessa kaikissa tehtavissa, joissa sulkulausekkeen edessa
oli yhteenlaskettava tekija, tama oli otettu kertoimeksi lausekkeelle. Kuvassa 35
on oppilaan ratkaisu, jossa 6x on otettu lausekkeen kertoimeksi.
Samankaltainen virhe loytyi myOs toisesta kokeesta, jossa sulkuja edeltava
vahennettava luku katsottiin sulkulausekkeen kertoimeksi.

3) Sievennd.

a) 6x+(—13x+4)= = 3Fx*+ LU x

Kuva 35 Erdan oppilaan ratkaisu tehtavaan 3a kokeessa 3

Kokeessa 4 ensimmaisena tehtavana oli monomin kasitteen ymmartaminen ja
noin puolella oppilaista oli jollain tavalla virheellinen ratkaisu, kuten eraalla
oppilaalla kuvassa 36. Oppilaille ei ollut taysin selvda monomin kasite, vaikka
heidan kayttamassaan oppikirjassa (Laskutaito 8) monomi tuodaan hyvin
voimakkaasti esille algebraosiossa ja monomin kasitteeseen liittyvia tehtavia oli

noin aukeaman verran.

Poimi laatikosta

a) samanmuotoiset monomit (-’\0 H\ Ik}(_\ i(.f] f’ Jq——\[I ?)4? } i @ﬂki’ X L‘W\ f—ﬂ,
(IVERe -'LQ‘ ENY

b) monomit, joiden aste on nolla '—\ A0
]

Kuva 36 Erdan oppilaan ratkaisu tehtdvaan la kokeessa 4

Kahdella ryhmalla oli kokeissaan samankaltainen tehtava (esimerkki 10), kuin
Hassisen (2006) toteuttamassa IDEAA-mallissa. Katso luku 3.3. Hassinen
(2006) on ehdottanut kyseistd esimerkkitehtdvaa mallissaan kirjainlaskennan
aloitustehtavéksi, mutta kaksi tdhan tutkimukseen osallistuvan ryhméan
opettajaa oli sijoittanut téllaisen tehtavatyypin vasta kokeidensa loppuun. Toisen
ryhmén kokeessa 1 se oli vimeisena tehtavana ennen bonustehtavaa ja toisen
ryhman kurssikokeessa 3 tehtavatyyppi oli jokeritehtdvana. Kyseisiin tehtaviin

oli useasti jatetty vastaamatta, oli vain osittain laskettu tai vastaus oli
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virheellinen. Tehtavatyypin vaikeusasteesta on siis ristiriitaisia nakemyksia,
vaikka kaikki tehtavatyypin laatijat ovat peruskoulun opettajia. Kuitenkin
tehtaviin  vastaamattomuus ja virheellisten vastausten maara tassa

tutkimuksessa kertoo vaistamatta sen haasteellisuudesta.

7. a) Alla olevassa laatikossa nikyvit laskutoimitukset johtavat joka kerta samaan lop-
putulokseen riippumatta siitd, mikd luku alussa valitaan. Todista, ettd laatikossa.
nikyvien lagkutoimitusten tuloksena paidytddn aina samaan lopputulokseen.

Ohje: Merkitse alussa valittua lukua kirjaimella £, muodosta laatikon ohjeiden mu-
kaan lauseke ja sievennaé. se.

o Valitse jokin luku.
o Lisda luku kolme.

Kerro kahdella.

o Vihennd alussa valittu luku.

Lisad luku neljé.

Vihenna alussa valittu luku.

Kuva 37 Tehtava 7a kokeessa 1

Jokeri. (2 p)
Viereisessd laatikossa naloyvit laskutoimitulkeset johtavat *  Valitse jokin luku.
joka kerta samaan lopputulokseen nippumatta siitd, miksd * Lisad luku kolme.

) *  Kerro summa kahdella.
luku alussa valitaan. *  Vihennd alussa valittu luku.
a) WValitse jokin posttitvinen luku ja tee sille laatikossa * Lisad luku nelja.

e - .
skt laskutoimitukset. ¢ Vihennd alussa valittu luku.

b) Walitse jokin negatitvinen luku ja tee sille laatikossa nakyvat laskutoimitukset.
c) Todista, ettd laatikossa nakyvien laskutoimitusten tuloksena paddytdan aina samaan
lopputulokseen. Ohje: Merkitse alussa valitiua lukua kirjaimella x, muodosta laatikon chjeiden

mukaan lauseke ja sievenni se.

Kuva 38 Jokeritehtava kokeessa 3
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6.2 Yhteenveto

Taman tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdda, millaisia virheellisia
ajattelumalleja ylakouluikaisilla oppilailla esiintyy algebrallisessa ajattelussa
aritmetiikasta algebraan siirryttdessa. Tavoitteena oli kartoittaa esialgebran
laskutehtavien ratkaisuissa esiintyvia virhetyyppejé, joita aineiston analyysissa
ilmeni runsaasti. Samankaltaiset virheet toistuivat riippumatta opetuksesta,

oppikirjasta, kurssikokeesta tai tehtavatyypista.

Epajohdonmukaista laskurutiinia esiintyi vain  muuttujilla  laskettaessa.
Laskusaantoja sekoitettiin toisiinsa jonkin verran potenssien yhteydessa ja
muuttujilla laskettaessa. Selkein algebrallinen virhe oli muuttujan merkityksen
ymmartamisessa, joka tuli esiin selkeimmin sijoitustehtavissa. Matemaattisesti
virheelliset merkinnét olivat yleisia erityisesti sulkujen huolimattomassa

kaytossa.

Algebraan liittymattomia virheellisid laskusdantoja ja kasityksia oli aineistossa
nahtavissa todella paljon. Peruslaskusaantdjen osaamattomuus oli hyvin yleista
ja miinusmerkin esiintyminen tehtavassa vaikeutti lahes poikkeuksetta tehtavan
ratkaisua. Selkeasti yleisin virhe aineistossa oli osaamattomuus, kun laskussa
esiintyi miinusmerkki riippumatta aritmeettisesta tai algebrallisesta operoinnista.
Lahes kaikissa virhekategorioissa miinusmerkin kanssa operoiminen tuotti

virheellisia ratkaisuja.
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/.Luotettavuus

Taman tutkimuksen tekija ja tutkija on itse Iluonut kokemuksiensa ja
kiinnostuksenkohteidensa pohjalta tutkimusasetelman, maarittanyt
tutkimustehtavan, keréannyt aineiston ja toiminut tulosten analysoijana. Tutkimus
sai alkunsa riittamattomyyden tunteesta suhteessa ylakouluikaisten oppilaiden
matemaattisten ongelmakohtien yleisyyteen ja taten valtavasta halusta kehittaa
opetusta ja tukijan omaa ammattitaitoa. Nain ollen tutkimuksessa on
subjektiivisuuden mahdollisuus, josta tutkija on ollut tietoinen. Tutkielman

kirjoittaja on kuitenkin pyrkinyt objektiivisuuteen koko prosessin lapi.

Tutkimuksen luotettavuutta lisdd yksityiskohtainen ja tarkka selostus
tutkimuksen toteuttamisesta. Tydssa on perusteltu ja kuvattu tarkasti
tutkimusasetelma seka aineiston koonti ja analyysi, jolloin lukijalle muodostuu

selkea kuva tutkimuksen toteuttamisesta ja luotettavuudesta.

Kun tutkimustehtavan tarkoitus oli kuvata, analysoida ja tulkita virheitd, joita
ylakouluikdiset oppilaat tekevat ratkaistessaan esialgebran tehtavia, ja
tavoitteena oli 16ytda virheellisia ajattelumalleja, oli matematiikassa tehtavia
ratkaistaessa tapahtuvia virheité luonnollista tutkia laskutehtavien ratkaisutapoja
kartoittamalla.

Yleistettdvampia  tutkimustuloksia saadaan  mahdollisimman  suurella
tutkimusaineistolla ja tassa tutkimuksessa on kaytetty melko laajaa aineistoa.
Aineisto on koottu erilaisten opettajien opetettavina olleilta oppilailta, jolloin otos
on mahdollisimman monipuolista, eikd aineistossa nay vain yhden opettajan
tyon jalki. Monipuolisuutta tutkimusaineistossa lisdd useamman oppikirjan
pohjalta tehdyt erilaiset kurssikokeet, jotka mahdollistivat entista laajemman ja
kattavamman aineiston. Aineiston rikkautta kasvattavat entisestdadn kunkin
opettajan itse laatimat kurssikokeet omalle ryhmalleen. Talla myds varmistettiin,
ettei kokeessa kysyta asioita, joita ei ole opetettu ryhmalle, mika mahdollisti

opittujen asioiden tadsmallisen mittaamisen.
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Aineiston keruu oppilailta tapahtui normaalissa kurssikoetilanteessa heidéan
oman opettajansa lasna ollessa. Tutkimuksen aineistonkoonti tapahtui siten
oppilaiden ndkdkulmasta mahdollisimman tutussa tilanteessa. Koska aineistona
toimivat oppilaiden kurssikokeet, olivat aihealueen asiasisallot oppilailla
tuoreessa muistissa. Koetulokset vaikuttivat oppilaiden kurssiarvosanoihin,
jolloin koevastaukset ovat yleisesti sanoen motivoituneiden laskijoiden tuotosta.
Tyhjida koepapereita ei esiintynyt ja vain muutamia tyhjia vastauksia ilmeni
vaikeimmissa tehtavissa. Taten voidaan todeta oppilaiden yrittdneen tosissaan
ratkaista tehtavat. Jotta aineisto olisi mahdollisimman todenmukainen,
tutkimuksessa huomioitiin kaikki materiaali, joihin oli tehty merkintdja.

Aineistoa kasiteltiin maarallisesti kartoittamalla ratkaisuissa esiintyvét virheet,
jonka jalkeen se analysoitiin laadullisesti mahdollisimman objektiivisesti.
Aineiston analysointia varten jokaiselle kokeelle tehtiin malliratkaisut, jotta voitiin
valttya mabhdollisilta tutkijan huolimattomuusvirheiltd ja nadin parantaa

tutkimuksen luotettavuutta.

Tutkimukseen osallistui alaikaisia oppilaita, joiden huoltajilta heidan koulunsa oli
lukuvuoden alussa pyytanyt tutkimusluvat. Tutkimusluvan antaminen on taysin
valinnaista, joten tutkimukseen osallistuminen oli vapaaehtoista. Oppilailta

kerattya aineistoa kasiteltiin luottamuksellisesti.

Tutkimukseen osallistuneiden ryhmien oppilaitoksen nimea ei tutkimuksessa ole
esitetty. Aineiston analysoinnissa materiaaleista poistettiin tunnisteet, jolloin
tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden anonymiteetti sailyi. Myds opettajien

laatimista kokeista poistettiin tunnisteet anonymiteetin takaamiseksi.
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8Tul osten pohdintaa ja joht

Valmistuvalle opettajalle, jolla ei ole takanaan juurikaan pidempaa
opetuskokemusta, taman tutkimuksen tekeminen oli maailmaa avartavaa.
Tulevaisuus tuo tullessaan varmasti monia opetushaasteita, mutta ainakin yhta
suurta ja tarkeaa opetushaastetta eli algebran aloittamista on nyt pohdittu ja
tarkasteltu ajatuksen kanssa. Ehk& monia opetuskokemusvuosia omaavalle
henkilolle taman tutkimuksen |6ydokset eivéat olleet yllattavia, mutta varmasti
aloittelevalle opettajalle saattaa tulla yllatyksena esimerkiksi oppilaiden
aritmeettisten taitojen heikko osaaminen ja erityisesti niiden korostuminen

algebran maailmaan siirryttaessa.

Tutkimuksen aineisto koostui oppilaiden kurssikokeista, joita voisi aina olla
enemman kattavamman aineiston saamiseksi. Oppilaita haastattelemalla
tehtavien ratkaisemisen yhteydessa tai sen jalkeen, olisi voitu saada selkeampi
kuva heidan suorittamistaan prosesseista. Nain esimerkiksi epaselviksi jaaneet
tehtavien ratkaisut olisivat saaneet selityksen. Suuremmalla kvantitatiivisella
panostuksella tutkimusaineistosta olisi voinut saada selkedmman kuvan

jokaisen virhetyypin yleisyydesté ja suhteesta toisen virhetyypin esiintymiseen.

Paapaino kurssikokeissa oli selkeasti kirjaimilla suoritettavien laskutoimitusten
osaamisen kartoituksessa. Oppilaat suorittivat naissad kokeissa suurimmaksi
osaksi mekaanista laskurutiinia. Mukana oli mydés muutama piireihin liittyva
tehtava, joissa oppilaan oli itse johdettava lauseke ja laskettava se. Oivaltamista
painottavia tehtavia olivat kurssikokeissa yleensa juuri viimeiset tehtavat.
Algebran perustaitojen hallintaa on kuitenkin hyva kartoittaa, koska niiden
osaamisella saattaa olla hyvin vahva merkitys syvennyttdessa algebran

sisaltdihin.

Kirjaimilla osattin melko hyvin laskea peruslaskutoimituksia, vaikka valilla
tulossa esimerkiksi potenssit unohtuivat. Jonkin verran tuli esille
epdjohdonmukaista laskemista Kkirjaimilla, joissa laskusaantéd ikaan Kkuin

vaihdettiin riippuen tilanteesta. Talldin lasku suoritettiin oppilaan n&kodkulmasta
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helpoimman kautta, kuten jos pienemmasta luvusta tuli vAhentd& suurempi, niin
vahennys suoritettiin  toisinpain. Selkein algebrallinen virhe oli muuttujan
kasitteessa. Kirjaimilla operoitaessa negatiiviset kertoimet tuottivat eniten
virheellisia ratkaisuja. Ongelmakohta oli usein sijoittamisessa, jossa muuttujalle
annettua arvoa ei osattu sijoittaa muuttujan paikalle. Nain ollen kirjaimet
esiintyivat myos vastauksessa, mik& merkitsee puutosta muuttujan kasitteen
ymmarryksessa. Muuttujan ja sen tarkoituksen selvittaminen oppilaille onkin
yksi opettajan haasteellisimmista tehtavistd. Hassinen (2006) ja Naveri (2009)

kehottavat tutustumaan muuttujaan juuri sen tarpeen ja kayton nakokulmasta.

Matemaattisten merkintéjen virheellisyys oli huomattavaa ja suurin osa naista
koski sulkujen kéayton unohtamista. Sulkujen merkitys on saattanut jaada
useammalle oppilaalle vajaaksi, koska niitd ei osattu kayttaa lausekkeiden, eika
aina sijoittamisen yhteydessa. Sulkumerkkien puute johti monissa tehtavissa
virheelliseen tulokseen. Sulkeiden tarkempi kayttdé niin sijoituksissa, kuin
lausekkeiden yhteydessa ei vaadi suurta matemaattista muutosta, mutta
saattaa vahentad useamman virheen ilmenemista. Opetuksessa tahan on

suhteellisen helppo totuttaa oppilaat vaatimalla huolellisuutta.

Miinusmerkin aiheuttamat ongelmat jo peruslaskusaannoissa ja kokonaisluvuilla
operoimisessa olivat aineistossa laajoja ja yleisia. Oppilailla esiintyi suuria
ongelmia jo alakoulussa opittujen asioiden yhteydessa. My6s Hihnalan (2005)
tutkimustulokset viittasivat laskutekniikan ja algebran osaamisen valiseen
yhteyteen. Olisi hyddyllista tutkia juuri miinusmerkin kaytén ongelmia ja niiden
syita. Aineiston analyysisséa esiin tulleita toistuvia virhetyyppeja ei voida pitaéa
riippuvaisina tietyn opettajan opetuksesta, oppikirjasta, kokeesta tai tehtavasta,
koska kaikki namé tekijat vaihtelivat ryhmien valilla. Ongelmat esialgebran

tehtavissa olivat taten yhteisia ja seurausta jostain muusta.

Taman tutkimuksen tulokset saattavat herdttdd kysymyksida pikemminkin
aritmetiikan opetuksesta ja sen laadusta, kuin algebran vaikeudesta. Tulokset
laittavat pohtimaan perimmaisid syita algebran heikkoon osaamiseen.
Algebraan siirryttdessa peruslaskutoimitusten kaytto tulisi olla rutiininomaista,

jotta itse algebran opetukseen voitaisiin keskittyda tehokkaammin. Taman
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tutkimuksen tulokset eivat kuitenkaan puhu aritmeettisten taitojen hyvan
osaamisen puolesta, vaan pikemminkin niiden negatiivisesta vaikutuksesta
algebran osaamiseen. Perusteiden tulisi olla kunnossa ja vankkoja, jotta niiden
padlle kyetddn rakentamaan uutta. Hataran aritmeettisen osaamisen paalle on
suorastaan mahdotonta rakentaa vankkaa algebran osaamista ja my6s Naveri
(2009) on todennut aritmetiikan merkityksen olevan valtava algebran
oppimisessa. Matematiikka on kuitenkin uuden tiedon sitomista jo opittujen

taitojen yhteyteen.

Suomessa alakoulussa opettajina toimivat usein luokanopettajat ja vasta
ylakoulussa aineenopettajat. Talléin suurin osa aritmetiikan siséaltdjen
opetuksesta on luokanopettajien vastuulla. Luokanopettajien koulutukseen
Helsingin yliopistossa siséltyy vain 7 opintopistettd matematiikan didaktiikkaa
(Kayttaytymistieteellisen tiedekunnan koulutusten tutkintovaatimukset, 2012-
2015) ja Jyvaskylan yliopistossa koulutukseen siséltyy vain 5 opintopistetta
matematiikan  didaktiikkaa (Kasvatustieteiden tiedekunnan koulutusten
tutkintovaatimukset, 2005). Mielenkiintoista olisi tutkia, voisiko algebran
oppimistuloksia parantaa aritmetiikan opetuksen laatua parantamalla, jolloin
luokanopettajien koulutuksen kehittamiseen kiinnitettaisiin huomiota. Heikkinen
(2014) ehdotti opetusmenetelmien tarkempaa tarkastelua ennen algebran
opetusta, ja taman voisi vieda vielakin pidemmalle paneutumalla

kokonaisvaltaisemmin opetukseen tai opettajien koulutukseen.

Vaihtoehtoisesti matematiikan aineenopettajista voisi olla hyotya jo alakoulussa
matematiikan opetuksessa. Aineenopettajilla saattaa olla laajempi nékemys
matematiikan maailmasta kuin luokanopettajilla, joten virheellisiltd kasityksilta
voitaisiin mahdollisesti valttyd useammin esimerkiksi vastausorientoituneessa
aritmetiikassa. Kuten Naveri (2009) on todennut, on tydlaampaa ja vaikeampaa
opettaa oppilaita pois vaarin muodostuneiden mallien kaytdsta. Voisi olla
oppilaiden kannalta tehokkaampaa jos néita virheellisida malleja ei koskaan
paasisi syntymaan. Olisikin  mielenkiintoista  verrata  matematiikan
aineenopettajan  opetuksen  vaikutuksia alakoululaisten  matematiikan

osaamiseen hieman pidemmalla aikavalilla.
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