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Tiivistelméa Referat Abstract

Joissain kéyttokohteissa havaintoaineistoon sovitettavan jakauman hénnén paksuuden valinta ei ole
tédysin suoraviivaista. Jakauman valinta tulee kuitenkin aina perustella jollain tavalla. Kirjallisuudes-
sa alustavan arvion luomiseksi on ehdotettu keskiylitysfunktioiden hyodyntdmista. Keskiylitysfunk-
tiot pohjautuvat vakuutus- ja finanssimatemaattisissa sovelluksissa kéytettyihin odotettu tappio
-riskimittoihin, joita hyddynnetdén sijoitussalkkujen riskillisyyden mittaamisessa. Keskiylitysfunk-
tioiden kuvaajien pohjalta voidaan mallintamiseen valita alustavasti joko kevyt- tai paksuhé&ntédinen

jakauma.

Tutkielman tavoitteena on esitelld lukijalle miten keskiylitysfunktioita voidaan kayttda jakauman
hénnén tyypin méirddmisessi ja mihin matemaattiseen teoriaan keskiylitysfunktioiden kdytto poh-
jautuu. Tamén lisdksi esitetédén keskiylitysfunktioiden ominaisuuksia ja niiden kayttoa tilastollisissa

mallinnustilanteissa esimerkkejd hyodyntéen.

Tutkielman toisessa luvussa esitetdéin todennékéisyysteorian perusteisiin kuuluvia méaéritelmia ja
tutkielmassa kaytettavia merkintatapoja. Kolmannessa luvussa esitetdéin todistuksitta tutkielmassa
tarvittavan diriarvoteorian lauseita ja mééritelmié, joiden péille keskiylitysfunktioiden kayttdma

teoria mychemmin pohjautuu.

Tutkielman neljannessé luvussa keskiylitysfunktiolle esitetdédn analyyttinen méaritelmé ja lasketaan
tdmén lisdksi joillekin tunnetuille jakaumille keskiylitysfunktion analyyttinen esitysmuoto. Analyyt-
tista médritelmés hyddyntden todistetaan propositio, joka kertoo millaisia ominaisuuksia keskiyli-
tysfunktiolla on mielivaltaisella epédnegatiivisella jakaumalla. Neljadnnessé luvussa todistetaan myos
ettd jakauman hantéfunktio voidaan esittda keskiylitysfunktioita kayttamalla ja esitetédn kaksi ris-
kienhallinnassa usein kiytettya tapaa havainnollistaa tappioiden vakavuutta: VaR-luku ja odotettu

tappio.
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Tutkielman kuudennessa luvussa esitetdén yhteenveto kirjallisuudessa esiintyvistd keskiylitysfunk-
tioiden hyodyntamistavoista. Kirjallisuuskatsauksen muodossa pyritddn esittdméin lukijalle katta-
vasti miten keskiylitysfunktion kuvaajia voidaan havaintoaineiston pohjalta piirtdd ja mitéd piir-
retyistd kuvaajista voidaan lukea. Luvussa myo6s sovelletaan tutkielman tuloksia ja kirjallisuuden

huomioita kahteen vakuutussovelluksissa kerédttyyn aineistoon.
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1 | Johdanto

Havaintoaineistojen pohjalta muodostetaan monenlaisia arvioita aineiston taustalla olevas-
ta satunnaisilmiosta. Tilastotieteen kursseilla opitaan miten odotusarvoa tai varianssia voi-
daan arvioida eri tilanteissa, ja hydodyntamalla pelkéstaan naita kahta tunnuslukua voidaan
muodostaa arvioita aineiston luoneen satunnaismuuttujan jakaumasta. Naita arvioita hyo-
dyntamalla voidaan tehda yksinkertaisia arvioita esimerkiksi siitd kuinka suuri nettokerta-
maksun P tulisi olla tulipalovakuutuksissa, jotta vakuutusyhtion vakavaraisuus ei vaaran-
tuisi toiminnan aikana.

Esimerkin tilanteessa ongelman muodostaa aineistossa olevat harvinaiset ja erittdin suu-
ret havainnot. Ne ovat selvasti mahdollisia, mutta milla todennékoéisyydella? Tamén toden-
nakoisyyden arvioiminen on hyva tehda perusteellisesti, silla nettokertamaksun P suuruus
yksinkertaistetussa tilanteessa voidaan maaritelld ekvivalenssiperiaatteen mukaan muodos-
sa

P =E(X)=E(X1{xuy) + E(XTixsu)).

Jos tasoa u suurempien havaintojen todennékoéisyytta aliarvioidaan, niin vakuutusyhtio ei
saa kerattya tarpeeksi vakuutusmaksuja tulevia korvauksia varten. Jos tata todennakoisyyt-
ta toisaalta yliarvioi, niin tilldin nettokertamaksu P on liian suuri, mika voi karkoittaa asiak-
kaita muiden vakuutusyhtididen asiakkaiksi samalla vahentéen yrityksen liikevaihtoa.

Aériarvoteorian saralla on kehitetty monia eri tapoja arvioida satunnaismuuttujan ja-
kaumaa aineiston pohjalta erittdin suurilla arvoilla. Yksi kirjallisuudessa usein esiintyva tyo-
kalu on keskiylitysfunktio, joka mééaritelldédn ehdollisen odotusarvon avulla muodossa

e(u) =E(X —u| X > u),

silloin kun odotusarvo on maaritelty. Jokaiseen reaaliluvuilla méaariteltyyn integroituvaan
todennikoisyysjakaumaan voidaan liittaa keskiylitysfunktio, jonka kuvaajia katsomalla voi-
daan tehda paitelmia jakauman tyypistd. Kirjallisuudessa keskiylitysfunktioiden kuvaajia
havainnollistetaan usein kuvan 1.1 kaltaisesti.
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Kuva 1.1: Yksi tapa havainnollistaa keskiylitysfunktioiden kayttaytymista eri
jakaumien suhteen. Kuvasta voidaan ndhda ettd havainnollistetut keskiylitys-
funktiot voivat olla kasvavia, vakioita tai laskevia. (Hogg & Klugman, 1984;
Embrechts ym., 1997)

Tdamdn tutkielman tavoite on selittdd mitd kuvassa 1.1 ndakyvd funktioiden kdyttaytyminen
tarkoittaa ja mihin se matemaattisesti perustuu.

Tutkielman lukijalta odotetaan todennakdisyysteorian perusteiden tuntemista, jota tu-
kevia maaritelma esitellaan tutkielman toisessa luvussa. Kolmannessa luvussa lukijalle esite-
tddn aariarvoteorian keskeiset kysymykset ja tulokset seka esitetaan keskiylitysfunktioiden
matemaattisen perustan muodostavat lauseet. Naissa kahdessa luvussa ei esiteta todistuksia,
vaan niiden tarkoituksena on olla lyhyt yleiskatsaus tassa tutkielmassa tarvittavan dériar-
voteorian maailmaan.

Tutkielman neljannessa luvussa esitetaan keskiylitysfunktion méaaritelma seka todiste-
taan analyyttisesta maaritelmasti seuraavia ominaisuuksia. Samassa luvussa myds todiste-
taan, etta tiettyjen oletusten ollessa voimassa satunnaismuuttujan jakaumalla ja keskiylitys-
funktiolla on yhteys jota voidaan hyodyntaa kaytettavan jakauman valinnassa. Tutkielman
viidennessa luvussa keskitytaan paksuhéntaisiin satunnaismuuttujiin ja sithen miten pak-
suhantiisyys nakyy keskiylitysfunktion kuvaajassa. Tutkielman kuudennessa luvussa esi-
tetddn miten keskiylitysfunktioita voidaan kayttdd havaintoaineiston kanssa, mita kaikkea
keskiylitysfunktion kuvaajasta voi paatella kirjallisuuden mukaan ja sovelletaan kyseisia
kirjallisuuden tuloksia kahteen julkisesti saatavilla olevaan vakuutusyhtiéiden kerddméaan
aineistoon (Dutang & Charpentier, 2020; Reynkens & Verbelen, 2020).

Tutkielman termien suomennoksissa on hyddynnetty lisensiaattityossa (Leppisaari, 2013)
esiintyneita kddnnoksia soveltuvin osin. Englanninkieliset alkuperaistermit on merkitty kaan-
noksen viereen sulkuihin. Tutkielman paalahteitd ovat artikkeli (Hall & Wellner, 1981) seka
kirjat (Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005) ja (Asmussen & Steffensen, 2020).



2 | Maaritelmia

Tassa kappaleessa palautetaan mieleen ja esitellddn tutkielmassa tarvittavia maaritelmii ja
merkint6ja. Lukijan oletetaan tuntevan todennakoisyysteorian perusteet. Maaritelmien lah-
teina ovat padasiallisesti (Billingsley, 1995) ja (Grimmett ym., 2001).

Miiritelma 2.1. (Todennéakéisyysavaruus) Kolmikkoa (€2, F,P) sanotaan todenndkoisyy-
savaruudeksi, jossa

1. Q on kaikkien mahdollisten tapahtumien avaruus,
2. F on valittu kokoelma (2 osajoukkoja, jotka muodostavat sigma-algebran ja

3. PP on todennikdisyysmitta, joka antaa jokaiselle joukolle A € F arvon vililt [0, 1].

Mairitelma 2.2. (Satunnaismuuttuja) Kuvausta X : 2 — R sanotaan satunnaismuuttujaksi
jos {X € B} € Fkaikilla B € B, missa B on Borelin sigma-algebra reaaliluvuilla.

Madéritelma 2.3. (Indikaattorifunktio) Olkoon A C 2 joukko. Indikaattorifunktio 14 on
kuvaus joukolta €2 joukkoon {0, 1} siten, etta

1, €A,
Lal®) =V, 2¢ 4

kun indikaattori tulkitaan satunnaismuuttujaksi. Satunnaismuuttujien riippuvuus alkeista-
pahtumasta jatetaan usein kirjoittamatta.

Maairitelma 2.4. (Satunnaismuuttujan jakauma) Satunnaismuuttujan X jakauma on méa-
ritelty joukon A C 2 suhteen funktiona

P(X € A).
Satunnaismuuttujien X ja Y sanotaan olevan samoin jakautuneita jos yhtasuuruus
P(X € A)=P(Y € A)
patee kaikilla A C (2. Satunnaismuuttujien samoin jakautuneisuutta merkitaan notaatiolla
x2y.

Mairitelma 2.5. (Triviaali jakauma) Satunnaismuuttujan X jakauman sanotaan olevan tri-
viaali jos se saa kaiken todennékoisyysmassansa yhdessa pisteessa a € R. Triviaalin jakau-
man kertyméafunktio on muotoa

Fx) 0, josz <a,
x ey
1, josx > a.



Maairitelma 2.6. (Jakaumasuppeneminen) Jono satunnaismuuttujia X5, Xs, ... suppenee
jakauman suhteen kohti satunnaismuuttujaa X jos raja-arvo

lim Fy,(z) = Fx(z)

n—oo

pétee kaikissa kertymafunktion Fx () jatkuvuuspisteissa. Jakaumasuppenemista merkitaan

Xni>X kun n — oo.

Maiairitelma 2.7. (Kertymiafunktio) Funktio F'(z) on jonkin satunnaismuuttujan kertymd-
funktio jos ja vain jos seuraavat neljd ominaisuutta patevat:

1. lim,, o, F(x) =0,

2. lim, o F(z) =1,

3. funktio F'(x) on oikealta jatkuva,

4. F(z) on kasvava funktio.

Maiairitelma 2.8. (Hantafunktio) Olkoon F'(z) satunnaismuuttujan X kertyméfunktio. T4l-
16in satunnaismuuttujan X hdntdfunktio F'(x) on

F(z)=1-F(z) =P(X > z).

Héantafunktion ominaisuudet voidaan johdaa kayttamalla kertyméafunktion ominaisuuksia
(Méaritelma 2.7). Kirjallisuudessa satunnaismuuttujan X kuvastaessa elinaikaa hantafunk-
tiota kutsutaan myos eloonjdadmisfunktioksi (Survival function).

Maaritelma 2.9. (Kantajan péétepiste) Satunnaismuuttujan X kantajan pddtepiste xp on
piste, jolle patee
inf{z | F(x) =1}, jos F(z)=1jollainz € R,
X —=
r 00, jos F'(z) < 1Xkaikilla z € R.
Pisteen x voi tulkita olevan viimeinen todennédkoisyysmassa omaava piste.

Maairitelma 2.10. (Momentit generoiva funktio) Satunnaismuuttujan X momentit generoi-
va funktio Mx: R — R on

My (1) = E(exp{tX}),
joka on &arellinen niissa pisteissa ¢t € R, joissa odotusarvo E(exp{¢tX})on &irelliseni ole-
massa.

Maairitelma 2.11. (Paksuhéntiinen jakauma) Satunnaismuuttujan X jakauman sanotaan
olevan (oikealta) kevythantéinen, jos

Mx(t) < oo jollaint > 0.
Jos momentit generoiva funktio Mx (t) on aéreton kaikilla ¢ > 0, niin talloin satunnais-
muuttuja on (oikealle) paksuhintéinen.
Miiritelma 2.12. (Hitaasti vaihteleva funktio) Funktiota L(x): (0,00) — (0, 00) kutsu-

taan hitaasti vaihtelevaksi jos kaikilla o > 0 patee

L
lim (ax)

=1.
T—00 L(;)j)

Talloin merkitadn L € R,.



3 | Adiriarvoteoria

Satunnaismuuttujien muodolle ei voida asettaa yleisid vaatimuksia, silld todennékoisyys-
massan méira joukon eri osissa voi vaihdella eri jakaumien valill4. Joidenkin satunnais-
muuttujien jakaumat ovat rajoittuneita darelliselle valille, toiset numeroituvaan maaraan
pisteitd ja kolmansilla jakauman kantaja on koko reaalilukuakseli. Monien alojen sovelluk-
sissa kiinnostuksen kohteena on useimmiten jakauman oikea hénta. Kun jakauman kantaja
on adiretdn jompaankumpaan darettdmyyteen, on mahdollista ettd kyseessda on paksuhén-
tdinen jakauma (Méaéaritelma 2.11).

Yksi tapa tarkastella jakauman suurten arvojen kdyttaymisté on tutkia jakauman hannan
kayttaytymista tietyn tason u > 0 jalkeen. Esimerkiksi vakuutusyhtididen nédkokulmasta
hantatapahtumien arviointia vaaditaan Solvenssi-saantelyn vuoksi, kun taas rakennustek-
niikassa padon suunnittelijoita kiinnostaa suurten tulvien aiheuttama vedenpinnan nousu
(Embrechts ym., 1997). Tallaisia tapahtumia voidaan tarkastella aluksi kuvaajien kautta.

0 u

Kuva 3.1: Gammajakauman tiheysfunktion f(x) kuvaaja ja ylitetaso u > 0. Ku-
vaajassa tummennettu osa kuvastaa tason v > 0 ylittivaa jakaumaa. Tason
u > 0 jalkeen jakauman jéljelld olevan todennakoisyysmassan méaara on F'(u).

Kuvan 3.1 mukaisesti jokainen jakauma on mahdollista jakaa kahteen erilliseen tarkas-
teltavaan jakaumaan mielivaltaisesta pisteesta u > 0 riippuen. Vilin [0, u| jakaumaa on ha-
vainnollistettu kuvassa 3.1 vaalealla korostuksella ja vilin (u, c0) jakaumaa tummalla ko-
rostuksella. Molemmat jakaumat valilla [0, u] ja (u, 00) ovat hyvin maériteltyja, jolloin niitd
voi kasitelld kuten mitéd tahansa muuta jakaumaa, seka arvioida toisistaan riippumatta.

Tallainen tarkastelu voi olla mielekéstd johdannossa esitettya nettokertamaksua P ar-
vioidessa, jolloin kiinnostuksen kohteena on yht4lé

P=E(X)=E(XLjp<x<u)+E(XL{xs0). (3.1)

Vilin [0, u| jakauma on nyt dérellinen jakauma, jonka odotusarvolle on mahdollista saada



maksimaalinen ylaraja-arvio kun u > 1:
E(X1{o<x<u}) = / zf(z) de <max{zf(z) |z € [0,u]} - u. (3.2)
0

Yhtalon (3.1) ongelmaksi jaakin valia (u, 00) vastaavan odotusarvon suuruuden arviointi.
Vililla [0, co) méaariteltyjen satunnaismuuttujien tilanteessa kyseisen odotusarvon suuruu-
delle ei saada yhtalon (3.2) kaltaista valin pituudesta riippuvaa darellista ylaraja-arviota, silla
vélin (u, 00) pituus on ddretoén. Télloin kyseisen odotusarvon arvioinnissa on hyédynnetta-
vi tietoa hantifunktion F(u) kiyttiytymisesta. Hantafunktion kiyttiytymisen havainnol-
listamisen vuoksi kuvassa 3.2 on piirretty kuvan 3.1 gammajakauman hanta.

u

Kuva 3.2: Kuvan 3.1 gammajakaumasta saatu ehdollistettu jakauma, kun ehdol-
listavana tapahtumana on {X > u}.

Vaikka hanta suppenee jokaisella jakaumalla kohti nollaa, niin pelkastdan kuvasta kat-
somalla emme saa jakauman hannan vahenemisvauhtia méariteltyd. Kevythantaisten satun-
naismuuttujien hantidfunktion suppenemisnopeudelle on kuitenkin mahdollista 16ytaa eks-
ponentiaalinen ylaraja hyodyntamalla momentit generoivan funktion maaritelmaa 2.10.

Lemma 3.3. jos satunnaismuuttujan momentit generoiva funktio on ddrellinen jollaint > 0,
niin tdlloin hdntdfunktiolla on yldraja

P(X > x) < Mx(t) exp{—tz}.

Todistus. Momentit generoivalle funktiolle saadaan indikaattorifunktioita kdyttamalla ar-
vioitua alaraja

E(exp{tX})> E(exp{tX }1(x50)) > E(exp{ta}lxsay). (3.4)

Koska exp{tx} on vakio, niin sen voi vied4 odotusarvon ulkopuolelle. Téllin alarajalle saa-
daan esitys

exp{tz}E(1{x>z)) = exp{tz}P(X > z),
jolloin jakamalla yhtaloketjussa (3.4) positiivinen termi exp{¢x} yhtéldiden toiselle puolelle
hantafunktiolle saadaan adrellinen ylaraja

Mx (t)exp{—tz} > P(X > z).
O]

Taten jos jakauma on kevythéntiinen, niin kuvan 3.2 hantafunktion arvioinnissa voi-
daan kayttaa momentit generoivasta funktiosta johdettua eksponentiaalista yldrajaa. Lem-
ma 3.3 ei kuitenkaan anna paksuhéntiisten satunnaismuuttujien hantafunktioille mitaan
eksponentiaalista ylarajaa, jolloin hantdfunktion suppenemisnopeudesta ei voida yleisella
tasolla sanoa mitaan. Tama eksponentiaalisen ylirajan puuttuminen hantiafunktiolle on yk-
si kirjallisuudessa esiintyva vaihtoehtoinen méaaritelma paksuhéntaisille jakaumille.



Yldrajan puuttuminen héntafunktiolle vaikeuttaa odotusarvon hajotelman (3.1) arvioin-
tia, sill talloin jalkimmaisen odotusarvon laskemisessa kaytetylle integraalille

E(XT{xsuy)= /uoo xf(x) dx

ei saada helposti ylaraja-arviota. Taméan vuoksi on pyrittdva muodostamaan erilaisia arvioi-
ta hdnnén kayttaytymisestd, joita hyodyntamalld voidaan maarata jakauman tyyppeja ja sii-
td seuraten myos arvioita yhtalolle (3.1). Hantafunktion kayttaytymisen tarkka arviointi on
kuitenkin vaikeaa pelkistdan tiheysfunktioiden kuvaajaa katsomalla, vaan tahén tarkoituk-
seen tarvitaan parempia tyokaluja kuin visuaalinen tarkastelu.

Matematiikan ja tilastotieteen alalla hantafunktion kayttaytymista on tarkemmin tar-
kasteltu aarimmaisten ilmididen alalla ja tassa luvussa esitelladn paapiirteittdin tutkielman
lukemisessa tarvittavat dariarvomallinnuksen lauseet todistuksitta. Taméan luvun esitysta-
vassa on mukailtu kirjan (McNeil ym., 2005) lukuja 7.1 ja 7.2.

3.1 | Ylitejakaumat

Kuvissa 3.1 ja 3.2 esiintyneet hantdjakaumat olisi hyva maaritelld myos matemaattisesti,
jotta niiden hyddyntdminen olisi perustellumpaa kuin kuvista katsominen. Koska kiinnos-
tuksemme kohdistuu satunnaismuuttujan sellaisiin X arvoihin, joilla patee X > w, niin on
luonnollista lihte4 tarkastelemaan jakaumaa ehdolla { X > u}. Tallaisella ehdolla ehdollis-
tettuja jakaumia kutsutaan kirjallisuudessa ylitejakaumiksi (threshold exceedance) (Embrechts
ym., 1997).

Miairitelma 3.5 (Ylitejakauma). Olkoon F'(x) satunnaismuuttujan X kertyméfunktio. Ta-
son u ylittdvan jakauman kertymafunktio F,(x) on

F(x +u) — F(u)

Fu@) = —=—F0,

=PX—-u<z|X>u), kun z>0.

Helpoin tapa visualisoida ylitejakauma on tarkastella jo edelld esitettya kuvaa 3.1. Ku-
van mukaisesti valitaan taso u, jonka ylittavasta hantdjakaumasta olemme kiinnostuneita.
Muodostamalla uusi satunnaismuuttuja Y, jolla on satunnaismuuttujan X ehdollinen jakau-
ma ehdolla {X > u}, saadaan matemaattisesti madriteltya tason u ylittdva hantajakauma.
Uutta satunnaismuuttujaa Y voidaan ajatella muodossa

Y=X—u, kun X > u,

ja joukkoa {X < wu} vastaavat arvot jatetdan huomioimatta. Nain saadaan muodostettua
satunnaismuuttuja Y, jonka tulkinta gammajakauman tiheysfunktiota hyédyntidmallad on
esitetty kuvissa 3.1 ja 3.2. Kuvassa 3.3 on havainnollistettu eksponenttijakaumasta Exp(1/5)
simuloitujen kahdenkymmenen havainnon { X7, ..., X5} pohjalta lasketut ylitejakauman
arvot ylitetasolla u = 5.
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Kuva 3.3: Eksponenttijakaumasta Exp(1/5) generoidulle havaintoaineistolle
{X1,..., Xo} ylitetasolla u = 5 lasketut ylitejakauman havainnot { Y1, ..., Y5}

Kuvan 3.3 mukaisesti ylitejakaumaa vastaavia havaintoja {Y71, . .., Y5} voidaan kasitella
erillaan kaikista havainnoista { X1, ..., Xy}, silla ylitejakauma hyodyntaa pelkastdin ha-
vaintoja {Y7, ..., Ys}. Taten ehdollistamalla satunnaismuuttuja X ehdolla {X > u} saa-
daan jakauman alkupéén vaikutus poistettua tarkastelusta ja jiljelle jad pelkastaan jakau-
man hintd omana positiivisena satunnaismuuttujana Y, jota voidaan kasitelld ja arvioida
itsendisend satunnaismuuttuja. Erityisesti talle ehdollistetulle satunnaismuuttujalle voidaan
laskea odotusarvo.

Esimerkki 3.6. Tunnetuilla kertyméfunktioilla F'(z) ylitejakaumalle on mahdollista saada
laskettua yksikasitteinen esitysmuoto. Kirjallisuudessa klassinen esimerkki tasta on ekspo-
nentiaalisesti jakautuneen satunnaismuuttujan ylitejakauma kun jakauman parametri on A:

Flu+z)— F(u)
1— F(u)
1 —exp{—A(u+2x)} — (1 —exp{—Au})
1—(1—exp{—Au})
—exp{—Au}exp{—Az} + exp{—Au}
exp{—Au}
=1—exp{—Az}.

Fu(z) =

Téten eksponenttiajakautuneen satunnaismuuttujan ylitejakauma F,(z) on myos ekspo-
nenttijakautunut parametrilla A kaikilla u.

Ylitejakaumia tarkastellessa ollaan kuitenkin koko ajan kisitteleméssa satunnaismuut-
tujien héantia ylitetasolla {u > 0}. Télloin ylitejakaumien arviointia helpottaa jos jakaumien
hantien kayttdytymisestd voidaan tehda yleisia huomioita. Piirtiméalld normaali-, Pareto-,
eksponentti-, ja log-normaalijakauman (Maaritelmé A.7) hannat samaan kuvaan (Kuva 3.4)
on mahdollista huomata esitettyjen héantien olevan laskevia tarpeeksi suurilla u.
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—— Normaalijakauma —— Paretojakauma
— Eksponenttijakauma — Log-normaalijakauma

Kuva 3.4: Normaali-, eksponentti-, Pareto- ja log-normaalijakauman hénnat pis-
teesta u eteenpain.

Voidaanko tastda kuvassa 3.4 nakyvéastd hantien laskevuudesta saada paateltya jotain
yleistd ylitejakaumista ja niiden muodoista? Samaista kysymysta pohdittiin jo 70-luvulla,
kunnes dariarvoteoriaa tutkiessa Pickands (1975) esitti Pickands—Balkema—de Haan lauseen.
Kyseinen teoreema antaa ylitejakauman kertyméafunktion F,(x) suppenemiselle kohteen
kun u suppenee kohti kantajan paatepistettd x . Ennen kyseisen teoreeman esittamista on
kuitenkin tarvetta esitelld kirjallisuudessa olevia dariarvoteoriaan liittyvia tuloksia ja lisa-
maaritelmia.

3.2 | Blokkimaksimimenetelma

Useissa eri kdyttokohteissa ddriarvoteoriaa kdytetdan jakauman maksimin kayttaytymisen
arviointiin. Mahdollisia kdyttokohteita ovat hydrologiassa sadan tulevan vuoden aikana suu-
rin mahdollinen meren vedenpinnan nousu, vakuutusalalla kymmenen vuoden aikana suu-
rin mahdollinen korvaus tai geologiassa maanjéristyksen kovin mahdollinen voimakkuus 50
vuoden aikana. (Asmussen & Steffensen, 2020) Naissa sovelluskohteissa tarkeinta on saada
muodostettua jonkinlainen arvio maksimijakaumalle M,, = max{X;, Xs,...,X,,}, missd
havaintojen X;, X, ..., X,, oletetaan olevan riippumattomia ja samoin jakautuneita. Ha-
vaintojen X7y, ..., X, riippumattomuusoletusta kayttamallda maksimin kertymafunktio voi-
daan esittdd muodossa

4L

PM, <z)=P(X;<z,...,.X,<z)=P(X; <z) - -PX, <x)=F"(2). (3.7)

Tamanlainen n havainnon maksimin tarkastelu muodostaa klassisen dariarvoteorian pe-
rustan. Kirjallisuudessa tatd lahestymistapaa nimitetaan blokkimaksimimenetelmdksi (Block
maxima method) ja maksimia M,, blokkimaksimiksi (Block maxima). Blokkimaksimimenetel-
maissi satunnaismuuttujan X realisaatioista otetaan n ensimmaista havaintoa X, ..., X,
joiden sanotaan muodostavan oman blokkinsa. Blokin voi tulkita sisiltdvan esimerkiksi yh-
den kuukauden, yhden vuoden tai sadan vuoden aikana realisoituneita havaintoja satun-
naismuuttujasta X. Tarkastelemalla miten blokkia vastaava blokkimaksimi M,, kayttaytyy
kun n kasvaa saadaan tietoa blokkimaksimin asymptoottisesta kayttaytymisestd. (McNeil
ym., 2005)

Maksimin kertymafunktion M,, kdyttaminen arvioinnissa voi kuitenkin aiheuttaa on-
gelmia otoskoon kasvaessa tarpeeksi suureksi, kuten on havainnollistettu esimerkissa 3.8.



Esimerkki 3.8. Olkoon satunnaismuuttuja X tasajakautunut valilld [0, 1]. Nyt jokaisella
x € [0,1) patee F"(z) — 0 kun n — oo, kun taas valinnalla z = 1 suppenemiselle pitee
F™(1) — 1. Merkitaan kertyméafunktion ™" (z) suppenemisen kohteena olevaa kertyma-
funktiota G(x), jolloin F"(x) — G(z) kun n — oo. Kertyméafunktio G/(z) on titen muotoa

0, ze€l0,1),
Glz) = {1 =1

jonka kantaja on alkuperiisen vilin [0, 1] sijaan pistejoukko {0, 1}.

Esimerkin 3.8 kaltaisesta pistekeskittyneesta jakaumasta ei ole paljon hyotya sovellus-
kohteissa. Taméan ongelman valttamiseksi kirjallisuudessa tarkastellaan maksimin M, affii-
nia muutosta

M = M”—_b”, (3.9)

CLTL

missa a,, > 0 ja b, € R ovat sopivia normittavia lukujonoja (McNeil ym., 2005). Muunnok-
sella saatua termid M, kutsutaan normitetuksi maksimiksi. Normitetun maksimin kayttéay-
tymista tarkastelemalla on mahdollista saada muodostettua tarkempi arvio maksimijakau-
masta, silla affini muunnos tuo paremmin esille maksimin asymptoottisen kayttaytymisen
(Asmussen & Steffensen, 2020). Sopivien normittavien lukujonojen selvittimisen matemaat-
tista taustaa on esitetty kirjallisuudessa (Embrechts ym., 1997). Eri jakaumille tarvitaan eri
jonot, eikd kaikille jakaumille /' voida valttamatta 16ytd4 sopivia jonoja lainkaan.

Mista tiedamme, ett4 téllaisen affiinin muutoksen tarkastelu ei tuota arvioinnissa ongel-
mia? Yhtaloa (3.9) kayttamalla normitettu maksimi saadaan esitettyd muodossa

M = a;an — by /a, = a, M, — B, (3.10)

missd o, = a,' > 0ja 8, = b,/a, € R. Skaalaamalla maksimia talld tavoin pyrita&n vlt-
tdmain esimerkin 3.8 kaltainen tilanne, missa rajalla n — oo maksimilla M, olisi triviaali
jakauma. Tasta esitysmuodosta on selkedmpaa néhda, ettd normitetun ja normaalin maksi-
min valinen yhteys riippuu pelkéstiadn vakioiden «,, ja /3,, arvoista. Kun kyseisten vakioiden
arvot on selvitetty, niin talloin maaritelman A.1 mukaan normitettu maksimi ja normaali
maksimi ovat samantyyppisid jakaumia (Embrechts ym., 1997), jolloin voimme merkita

ML o, M, — Bn.

Koska jakaumat M, ja M, ovat vain skaalattuja ja siirrettyja versioita toisistaan, niin tal-
16in maksimin M/,, jakauman arviointiin riittda pelkéstaan normitetun maksimin M, kayt-
taytymisen tarkastelu. Koska normitetulla maksimilla saamme asymptoottisen kayttaytymi-
sen paremmin mallinnettua, niin talléin myods maksimijakauman asymptoottinen kayttay-
tyminen saadaan tarkemmin arvioitua aineiston pohjalta.

Normitetun maksimin arvojen laskeminen on myds suoraviivaista yhtaloa (3.7) hyodyn-
tamalla. Kun n > 2 on kiinnitetty, niin talléin normitetun maksimin hantafunktion arvo
pisteessd x on

an

Mn - bn
P(— < :1:) =P(M, < a,x+b,)=F" (a,x + by,).
Taten normitetun maksimin kertyméfunktion arvojen laskemiseksi kiinnitetylla n > 2 tar-

vitaan pelkéstadn satunnaismuuttujien X7, ..., X,, kertymafunktiot seki vakioiden a,, ja b,
arvot. (Embrechts ym., 1997)
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Miiritelma 3.11. (Yleistetty dariarvojakauma) Yleistetyn dariarvojakauman He(x) (Gene-
ralized extreme value distribution) kertymafunktio on

Jexp{—(1+ &)V}, ¢#£0,
Lk(z)__{eXp{—e‘x}a £=0,

missd 1 4+ £z > 0. Parametrin £ arvo méaaraa kertymafunktion He () tyypin yhteen seuraa-
vasta kolmesta tyypista:

£E<0 E=0 £E>0
Weibullin jakauma, Gumbelin jakauma, Fréchetin jakauma.
0,4+ 10,4 10,4
—6 0 -3 0 6 0 8
Weibull Gumbel Fréchet
§=-2/3 £€=0 §=2/3

Kuva 3.5: Maéritelmén 3.11 mukaisen Weibullin, Gumbelin ja Fréchetin aariar-
vojakaumien tiheysfunktiot origon ymparistossa.

Parametrin £ arvon maaraamat jakaumatyypit kuvaavat kuvan 3.5 mukaisesti kolmea
erilaista todennékoisyysjakaumaa. Gumbelin jakauma on maééritelty kaikilla reaaliluvuilla,
Fréchetin jakauma on maééritelty pelkastddn positiivisilla ja Weibullin jakauma pelkastaan
negatiivisilla reaaliluvuilla. Weibullin dariarvojakaumasta puhuttaessa tarkoitetaan oikeas-
taan negatiivista Weibullin jakaumaa, jonka kantaja on positiivisten reaalilukujen sijaan ne-
gatiiviset reaaliluvut. Aidriarvojakaumista puhuttaessa Weibullin jakauma on vakiintunut
termi jakaumatyypille kun ¢ < 0. (Asmussen & Steffensen, 2020)

On myds hyva huomata, ettd Gumbelin, Fréchetin ja Weibullin jakaumaperheiden unio-
ni ei sisalla kaikkia mahdollisia jakaumia. Esimerkiksi Poissonin sekd geometrinen jakauma
eivat kuulu dériarvojakaumien perheeseen (Asmussen & Steffensen, 2020). Kirjallisuudes-
sa on kuitenkin osoitettu, etta oleellisesti kaikki vakuutusmatemaattisissa sovelluskohteis-
sa esiintyvat jatkuvat jakaumat kuuluvat johonkin edelld mainituista dariarvojakaumaper-
heista (Hogg & Klugman, 1984; McNeil ym., 2005). Taiten Gumbelin, Fréchetin ja Weibul-
lin d4riarvojakaumien kaytté on perusteltua mallinnettaessa riippumattomien havaintojen
pohjalta jakaumien suuria arvoja (Embrechts ym., 1997). Tarkempaa tietoa esiteltyjen &a-
riarvojakaumien ominaisuuksista 16ytyy kirjallisuudesta (Embrechts ym., 1997; McNeil ym.,
2005).

Kayttokohteita erikseen silmalldpitden olisi hyodyllista tietdd miten normitettu maksi-
mi kdyttaytyy suurilla n. Taman kysymyksen vastausta, Fisher-Tippnett-Gnedenkon lausetta,
kutsutaan kirjallisuudessa dériarvoteorian ensimmaiseksi lauseeksi.
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Lause 3.12. (Fisher-Tippett—Gnedenkon lause) Jos on olemassa lukujonot a,, > 0 ja b, € R
joilla suppeneminen

lim IP’(— < a:) = lim F" (a,z +0b,) = H(z) (3.13)
n—o00 Qy, n—o00

kohti epdtriviaalin jakauman kertymdfunktiota H (x) pdtee, niin tdlloin kertymdfunktio H (x)
kuuluu johonkin mddritelmdn 3.11 mukaisista ddriarvojakaumaperheistd.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta (Asmussen & Steffensen, 2020, luku IX:4). []

Taten jos normitetun maksimin kertymafunktio suppenee kohti jotakin kertymafunktio-
ta H (), niin talloin kertyméafunktion H (z) on oltava joko Fréchetin, Gumbelin tai Weibullin
jakauman tyyppinen. Vakioiden a,, ja b,, arvojen lopullisesta valinnasta riippuen on mahdol-
lista saada rajankaynnilld n — oo erilainen dariarvojakauman tyypiin maaraava parametrin
¢ arvo kuin muilla normittavilla vakioilla.

Vaikka kertymafunktio H(x) saa rajalla n — oo vakioiden a,, ja b, valinnoista riippuen
hieman eri arvon, niin yhtélon (3.13) mukaisen suppenemisen patiessa tyypittdisen suppe-
neminen lause (Lause A.2) mukaan suppenemisen kohteena olevat kertyméafunktiot ovat sa-
maa tyyppia. (Embrechts ym., 1997) Normittavat vakiot on aina mahdollista valita siten, etta
rajalla n — oo kertyméafunktio H(x) on samalainen kuin maaritelmassa 3.11 oleva kerty-
mifunktio H¢(x) (McNeil ym., 2005).

Tést4 tiedosta emme saa suoraan lisitietoa yksittaisen kertymafunktion F'(x) muodosta.
Lauseen 3.12 antama suppenemistulos ei ole taysin hy6dyton, silla kertyméafunktiot F'(z) ja
H(x) eivit ole tdysin irrallisia toisistaan. Seuraava méaritelma antaakin meille yhteyden
naiden kertyméafunktioiden valille.

Maaritelma 3.14. (Jakauman vaikutuspiiri maksimin suhteen) Kun yhtélossa (3.13) oleva
suppeneminen patee, niin talldin jakaumasuppenemisen perusteella patee
M, —b
T 9 Hx),
an
missd H(x) on yksi méaritelméssa 3.11 esiintyvista adriarvojakaumista. Talloin kertyma-
funktion F'(z) sanotaan kuuluvan jakauman H(x) maksimin vaikutuspiiriin (Maximal do-
main of attraction, MDA), jota merkitaan F' € M DA(H).

Siit4, ettd yhtilo (3.13) patee saadaan myos tietdd, ettd tarpeeksi suurilla n kertyma-
funktio F"(x) alkaa muistuttamaan yhta méaritelmén 3.11 mukaisia ddriarvojakaumia. T4-
ten AarimmaAisia arvoja mallinnettaessa onkin perusteltua kayttaa Weibullin, Gumbelin tai
Fréchetin tyyppisia jakaumia. Tarkempaa tarkastelua jakauman vaikutuspiiristd maksimin
suhteen seké ohjeita miten valita oikea dariarvotyyppi l6ytyy kirjallisuudesta (Asmussen &
Steffensen, 2020, luku IX:3).

Vaikka blokkimaksimimenetelma on pitkélle jalostettu tapa mallintaa satunnaismuuttu-
jien d4arimmaisia arvoja, niin silld on kuitenkin omat heikkoutensa. Suurin heikkous liittyy
havaintoaineiston kayttoon; blokkimaksimi kayttda mallinnuksessa pelkastdén blokin suu-
rinta arvoa ja jattdd muut mahdolliset 4arimmaiset arvot huomiotta (McNeil ym., 2005). Mak-
simia pienemmat d4drimmaiset arvot kuitenkin kertovat hyodyllista tietoa jakauman hanta-
kayttaytymisestd, silla niiden avulla voidaan arvioida jakauman hidnnin paksuutta.
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3.3 | Tason ylittivit huiput -menetelma

Kirjallisuudessa blokkimaksimimenetelman liséksi 4drimmaéisid arvoja mallinnetaan nyky-
aikaisemmalla tason ylittdvdt huiput -menetelmdlld (Peaks-over-Threshold, POT). Tason ylit-
tavat huiput -menetelmaa kayttaessa valitaan taso u > 0 jonka ylittavésta jakaumasta ollaan
kiinnostuneita. Kaikista kyseisen tason ylittineista havainnoista X; (i € {1,...,n}) vdhen-
netédén taso u, jolloin alkuperéisesta havainnosta jaa jaljelle arvo X; — u > 0. Tarkastelun
kohteena on titen samanlainen tilanne kuin méaaritelmén 3.5 mukaisessa ylitejakaumassa.

Tason ylittavat huiput -menetelma téten sailyttaa tiedon kaikista tason u ylittavista ta-
pahtumista, ja siitd kuinka paljon taso u ylitettiin. Adrimmaiisten ilmididen harvinaisuu-
den vuoksi havaintoja héntatapahtumista on vahén, ja tason ylittavat huiput -menetelman
avulla kaikkia darimmaisia havaintoja hydodynnetaan mallinnuksessa. Tallaista lahestymis-
tapaa pidetddn kirjallisuudessa hyvéna valintana aériarvoteoriaa soveltaessa, silla talloin
saadaan kaytettyd mahdollisimman tehokkaasti koko havaintoaineisto X, ..., X,. (McNeil
ym., 2005)

Maairitelma 3.15. (Yleistetty Pareto-jakauma) Yleistetyn Pareto -jakauman (Generalized Pa-
reto Distribution, GPD) kertymafunktio on muotoa

- (1) g0
1—exp{—z/B}, £=0,
missi § > 0jaz > 0kuné > 0ja0 < x < —(3/¢ kun £ < 0. Parametrit £ ja 5 ovat ja-

kauman muoto- ja asteikkoparametri. Parametri £ maarad hannan paksuuden, jonka vuok-
si jakauman momenttien olemassaolo vaatii tarpeeksi pienen arvon kyseiselle parametrille.
Odotusarvo ja varianssi ovat

E(X)= —— (ang<1) ja Var(X)— i

1-¢ (1—€)*(1 —2¢)
Yleistetyn Pareto-jakauman hyddyllisyys ylitejakaumien arvioinnissa on mahdollista nih-
déa kuvia 3.4 ja 3.6 vertailemalla. Jokainen kuvassa 3.4 nakyva hanta on laskeva, jonka perus-
teella voisi paatella kuvitteellisen yleisen hantdjakauman olevan laskeva suurilla u. Laske-
vuuteen pohjautuen yleistetty Pareto-jakauma on hyva ehdokas yleiseksi hantdjakaumaksi,
silla sen tiheysfunktio on aidosti laskeva. Etuna on myo6s jakauman méaérittely kahta eri pa-
rametria (£ ja ) kdyttaen, joka mahdollistaa jakauman tarkemman hienosaadon verrattuna
yksiparametrisiin jakaumiin.

(kun € < 1/2).

0

Kuva 3.6: Yleistetyn pareto-jakauman tiheysfunktio (parametrein{ = 2ja g = 1)

13



Valitsemalla parametrit £ ja 3 sopivasti on mahdollista saada esitettyd muiden tunnettu-
jen jakauminen kertymafunktioita yleistetyn Pareto-jakauman kertyméfunktion avulla (Mc-
Neil ym., 2005). Valinnoilla ¢ = 0 ja § = 1 kertyméafunktioksi saadaan

Gep(r) = Goa(z) = 1 — exp{—z},

joka on eksponenttijakauman kertyméafunktio parametrilla 1. Yleistetyn Pareto-jakauman
madrittelyjoukkoa [0, 00) muokkaamalla on mahdollista esittdd normaali Pareto-jakauma
yleistettyna Pareto-jakaumana. Muuntamalla argumentti x muotoon x—gﬂ missd parametria
i sanotaan sijaintiparametriksi, saadaan uudeksi mairittelyjoukoksi = € [u, 00) ja kerty-

mafunktioksi e
Gepulz)=1— (1 + w> .

Valitsemalla tassd esitysmuodossa sijaintiparametriksi y = /¢ saamme kertyméafunktioksi

wa@)zl—(1+§@i¥%2)”5:1_(%ﬁy€

joka on Pareto-jakauman kertymafunktio parametrein a = 1/€ ja k = £/ (Maéaritelma
A.4). Yhtalossa (3.16) kaytetty kolmiparametrinen (£, 3, i) esitysmuoto on vaihtoehtoinen
madritelma yleistetylle Pareto-jakaumalle. Tassa tyossa kuitenkin keskitymme tilanteeseen
w=0.

Lisama&aritelmien esittelyn jalkeen voimme vihdoin palata takaisin luvun alussa esitet-
tyyn kysymykseen: onko olemassa jotain kuvassa 3.4 esiintyvaa hantdjakaumien yleista
kayttaytymista takaavaa tulosta? Seuraava Picklands-Balkema-De Haanin lause antaa meille
kayttokelpoisen tuloksen ylitejakaumien tyypin méaarittelemisessa.

(3.16)

Lause 3.17. (Pickands—Balkema—de Haanin lause) Olkoon v jakauman F' kantajan pddte-
piste, G¢ gu)(x) yleistetyn Pareto-jakauman kertymdfunktio parametrein § ja (u) ja F,(x)
jakauman F ylitejakauma tasolla u. On mahdollista loytdd positiivisarvoinen funktio B(u)
siten, ettd suppeneminen

lim  sup  |Fu(r) = Gepp(@)| =0,

UDTF (0,25 —u)

pdtee jos ja vain jos F' € MDA(H), £ € R.
Todistus. Lauseen todistus on esitetty artikkelissa (Pickands, 1975). ]

Lausetta 3.17 kutsutaan kirjallisuudessa dariarvoteorian toiseksi lauseeksi. Nimitys poh-
jautuu siihen, ettid blokkimaksimimenetelman sijasta lause pohjautuu tason ylittavat huiput
-menetelmédn. Kaytannossia Pickands-Balkema-de Haanin lauseen mukaan tason u kas-
vaessa tarpeeksi suureksi ylitejakauman F, () ja yleistetyn Pareto-jakauman G¢ g, () ker-
tymafunktiot ovat tietyssd mielessa 1dhella toisiaan. Télloin ylitejakauman arvioinnissa voi-
daan kayttaa arviota

tarpeeksi suurilla u. Ylla olevaa approksimaatiota hyodyntdmalla ylitejakauman arvioin-
ti yksinkertaistuu yleistetyn Pareto-jakauman parametrien arvioinniksi. (Embrechts ym.,
1997)
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Kertymafunktion G g, () parametrien ¢ ja 3(u) estimaattoreiden ¢ ja B(u) arvioimi-
nen tehdiédn sovellustilanteissa keratyn aineiston pohjalta. On hyvi huomata, etta 5(u) on
muuttujan u funktio, eika kiinnitetty vakio kuten £. Kaytannossa lausetta 3.17 sovellettaes-
sa ainestopohjaisessa mallinnuksessa onkin tarvetta kayttaa tarpeeksi suurta tasoa u, jotta
arviota (3.18) voisi perustellusti kiayttaa. Kirjallisuudessa (Embrechts ym., 1997, luku 6.5.1)
ja (McNeil ym., 2005, luku 7.2.2) kdydéaan lapi miten ylitejakauman parametreja voidaan ar-
vioida eri menetelmia hy6dyntamalla.

Adriarvoteoriasta on mahdollista lukea kattavempi tarkastelu ldhteistd (Embrechts ym.,
1997), (McNeil ym., 2005, luku 7) ja (Asmussen & Steffensen, 2020, luku IX).
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4 | Keskiylitysfunktiot

Sovelluskohteissa kiinnostuksen kohteena on usein arvioitavien tapahtumien odotusarvo.
Kayttoyhteydesta riippuen odotusarvo voi tarjota hyodyllistd tietoa esimerkiksi odotetta-
vissa olevasta litkennemaarastd, viikon sademaarasté tai tulevista tappioista sijoitustoimin-
nassa. Normaalia odotusarvoa laskettaessa laskeminen tapahtuu satunnaismuuttujan koko
madrittelyjoukon yli, mutta tima ei enda kiy jos kiinnostuksen kohteena ovat pelkastdan
satunnaismuuttujan hantatapahtumat.

Yksi tapa rajoittua satunnaismuuttujan héntéén on tarkastella tason ylittavat huiput -
menetelmén mukaisesti tason v ylittavia tapahtumia {X > u}. Edellisessd luvussa naytet-
tiin, ettd kyseisella ehdollistuksella saadut kertyméafunktiot F,,(z) mééarittelevat hyvin sa-
tunnaismuuttujien jakaumia. Koska ylitejakaumat ovat pohjimmiltaan jakaumia, niin niille
on mahdollista laskea odotusarvo ehdollistamalla alkuperédinen satunnaismuuttuja X tapah-
tumalla {X > u}.

Tason u ei mydskadn tarvitse olla koko ajan sama kiinted luku. Esimerkiksi kaupungin
hulevesijarjestelméé suunnitellessa voi olla mielekésta ottaa huomioon vield satamattoman
sademadran muutokset kun vettd on satanut 10 mm tai 60 mm. Ehdollistettu odotusarvo
oletettavasti saa kummankin sademaaran kohdalla eli arvon, joka kertoo kuinka paljon li-
saa vettd on taivaalta tulossa kun vettid on satanut jo tietyn verran. Hulevesijarjestelmia
suunnitellessa kyseisia lukuja kayttdmalla saadaan jarjestelma mitoitettua paremmin myos
poikkeuksellisen suuria sademééria varten.

Koska taso u voi saada monia eri arvoja, niin on mielekésta tulkita se funktion argumen-
tiksi. Téllaisella lahestymistavalla paddytaan keskiylitysfunktioiden maaritelmaan:

Mairitelmi 4.1 (Keskiylitysfunktio). Olkoo F(u) aidosti positiivisen satunnaismuuttu-
jan X jakauman hantdfunktio siten, ettd F'(0) = 1. Talloin keskiylitysfunktio (mean excess

function) on
e(u) =E(X —u| X >u), kuan u >0,

jae(u) = 0kun F(u) = 0.

Lemma 4.2. Keskiylitysfunktion analyyttinen muoto on

1 g
e(u) = T /u F(z) dx.
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Todistus. Olkoon X aidosti positiivinen satunnaismuuttuja. Talloin keskiylitysfunktion maa-
ritelmaa kayttamalla saadaan

E((X — u)]l{X>u})

EX—-u|X>u)= PX > u)

1 (e.)
= T /u (x —u)f(x) de.
Koska q d
(@) = S (- F@) = S Fa),

niin edellisen yhtalon integraali voidaan osittaisintegroinnilla esittdd muodossa

[ @@ o= [T o) (@) d

= tllglo (u—z)F(x) + /00 F(z) do

= lim (uF'(t) — tF(t)) + / N F(z) da

t—o00

t—o00

= — lim tF(t) +/ F(zr) d. (4.3)
Odotusarvon méaaritelmasti osittaisintegroinnilla saadaan

E(X)= / " e f(@) da

= —lim / 2F(x) +/ F(x) do
t—o0 0 0

= — lim tF(t) + /00 F(x) da. (4.4)

t—o00

Koska epédnegatiivisen satunnaismuuttujan odotusarvo saadaan tunnetusti yhtalosta

E(X)= / F(z) de,
0
niin yhtalosta (4.4) seuraa yhtasuuruus

—lim tF(t) = 0,

t—o00

joka sijoittamalla yhtdlo6n (4.3) saadaan yhtasuuruus

/:O (x — u)f(z) dz = /:O F(z) da,

todistaen lemman viitteen. O

Keskiylitysfunktioille voidaan kayttaa eri kayttoyhteyksissd eri nimityksid. Luotetta-
vuusteoriassa keskiylitysfunktio esiintyy samalla nimelld kuin tassa tydssa. Henkivakuu-
tusmatematiikan yhteydessa funktiota e(u) kutsutaan jaljelld olevan elinajan odotusarvoksi
(mean residual life). (Hall & Wellner, 1981)
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EsimerkKi 4.5. Keskiylitysfunktiolle on tunnettujen kertyméafunktioiden tapauksessa mah-
dollista laskea analyyttinen esitysmuoto. Olkoon satunnaismuuttuja X eksponenttijakautu-
nut parametrilla \. Talloin keskiylitysfunktio e(u) on muotoa:

e(u) =E(X —u| X >u)

:ﬁ/uoof(x)dx

1 00

= _i—exp{l—)\u} ’ —exp{—Az} dz
1 1

=3 o v exp{—Au}

1

=T
joka tukee edellisen luvun esimerkissd 3.6 laskettua tulosta eksponenttijakauman yliteja-
kaumasta. Koska ylitejakauma on eksponenttijakautunut parametrilla A, niin ylitejakauman
odotusarvo on eksponenttijakauman mukainen 1/A.

Esimerkki 4.6. Yksikirjallisuudessa usein kaytetty keskiylitysfunktio on yleistetyn Pareto-
jakauman keskiylitysfunktio. Olkoon satunnaismuuttujalla X yleistetty Pareto-jakauma pa-
rametrein £ € (0,1) ja 5 > 0. Talloin keskiylitysfunktio on muotoa

e(u)ﬁ/ <1+§;> dz

o5
1 1 [ ¢ e\ V¢
(H%)l/i%/ B<1+5x> &
(1+%> g <—%+1>

3B +¢u)

G

_ Bgu
1—¢’

kun v > 0. Vastaavalla tavalla tilanteelle £ < 0 saadaan sama esitysmuoto keskiylitysfunk-
tiolle maérittelyjoukolla 0 < u < —(3/£ (Embrechts ym., 1997).
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Esimerkki 4.7. Olkoon satunnaismuuttuja X tasajakautunut vililla [0, a], missd a € (0, 00).
Talloin valill [0, a] keskiylitysfunktio on muotoa

1 “ x
= 1—-=d
e(u) l—u/a/u a

_ 1 (a —u)?
(a—u)/a 2a
=

ja muulloin e(u) = 0.

Vaikka edelli esitetyissa esimerkeissd on onnistuttu laskemaan keskiylitysfunktiolle ana-
lyyttinen esitysmuoto, niin kaikilla jakaumilla se ei ole mahdollista, silld lemmassa 4.2 ole-
vaa integraalia ei valttamatta voida laskea suljetussa muodossa. Tarvittaessa keskiylitys-
funktiolle voidaan tietokoneohjelmilla laskea numeerinen likiarvo kédyttden tunnettua héan-
tafunktiota F'(x). Kuvassa 4.1 on esimerkin vuoksi piirretty numeerisesti laskettu (Koodi
B.1) taitetulle normaalijakaumalle FN(2, 1) (M&aritelma A.5) keskiylitysfunktio.

Analyyttisesti tai numeerisesti ratkaistuja keskiylitysfunktioita voidaan havainnollistaa
piirtamalla niiden kuvaajat. Talloin visuaalisten havaintojen perusteella on helpompi ver-
tailla keskiylitysfunktioiden kayttaytymista.

4

3| 1 —  Exp(1/2)
= — GPD(7/20,1/2)
v —  Tas(0,5)

= 1 —  FN(2,1)

0 | | | ‘

Ylitetaso u

Kuva 4.1: Esimerkeissa 4.5-4.7 laskettujen sekd numeerisesti ratkaistu taitetun
normaalijakauman FN(2, 1) keskiylitysfunktioiden kuvaajat. Jakaumien para-
metrit on valittu keskiylitysfunktion kayttaytymisen havainnollistamiseksi.

Kuvassa 4.1 on piirretty esimerkeissa 4.5-4.7 laskettujen keskiylitysfunktioiden kuvaajat
sekd numeerisesti laskettu taitetun normaalijakauman keskiylitysfunktion kuvaaja. Naista
kuvaajista voidaan havaita, etta niin tasa- kuin taitetun normaalijakauman tilanteessa kes-
kiylitysfunktio on laskeva, kun taas eksponenttijakauman tapauksessa kuvaaja on vakio ja
yleistetyn Pareto-jakauman tapauksessa kuvaaja on kasvava. Naista jakaumista tasa-, taitet-
tu normaali- ja eksponenttijakauma ovat kevythantiisia, kun taas yleistetty Pareto-jakauma
on paksuhéntdinen.
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4.1 | Keskiylitysfunktioiden ominaisuuksia

Hantafunktioiden kayttaytymiselle tunnetaan yleisid tuloksia vaikka konkreettista suljet-
tua muotoa ei tunnettaisi. Hantafunktiota kayttamalld voidaan laskea satunnaismuuttujan
odotusarvo ja sitd kayttadmalla voidaan laskea jakauman hénnén suppenemisnopeudelle ar-
vioita. Voidaanko niit tunnettuja ominaisuuksia kayttamalla saada johdettua funktion e(u)
kayttaytymiselle yleisia tuloksia, jotka eivit riipu taustalla vaikuttavasta aidosti positiivises-
ta satunnaismuuttujasta X ?

Keskiylitysfunktioita kasittelevassa artikkelissa (Hall & Wellner, 1981) on esitetty hyo-
dyllisia tuloksia kun satunnaismuuttujan X kertyméafunktion F'(z) oletetaan olevan oikeal-
ta jatkuva ja odotusarvon E(X) = p oletetaan olevan darellinen. Seuraava propositio 4.8 ja
sen todistus on esitetty alkuperiista artikkelia mukaillen.

Propositio 4.8. (Keskiylitysfunktion ominaisuudet) Oletetaan, ettd aidosti positiivisen satun-
naismuuttujan X kertymdfunktio on oikealta jatkuva, piste v on jakauman I kantajan pdd-
tepiste ja E(X) = pu < oo. Tdlléin keskiylitysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

i. e(u) on epdnegatiivinen ja oikealta jatkuva.
ii. e(0)=p>0.
iii. Funktiov(u) = e(u) + u on kasvava.
iv. Keskiylitysfunktiolla on vasemmat raja-arvot vdlilli (0, c0) ja epdjatkuvuuskohdissa se
hyppda ylospdin.
v. Josxp < 00, niin
(a) lim,_, e(z) > 0 kaikillau € (0, xF),
(b) lim, ;. e(z) =0,

(c) e(u) on jatkuva pisteessd x .

vi. F(u) =49 exp{ e }

Vil. fo PE) dx—>ookunu—>xp

Todistus. Naytetaan proposition 4.8 jokainen viite todeksi viite kerrallaan. Luettavuuden
parantamiseksi todistuksessa toispuolisista raja-arvoista kaytetdan lyhennysmerkintoja

T f(@) = f(+) ja lim f(x) = f(t-). (49)

i. Lemman 4.2 antamasta esitysmuodosta

1 *© _
e(u) = T /u F(z) dx

on mahdollista nihdi, etta 1/F(u) ja f F(x) dx ovat aina epanegatiivisia, josta seu-
raa myos e(u) epinegatiivisuus. Koska 1ntegraalifunktio i(u) = fuoo F(x) dz on jat-
kuva, erityisesti oikealta jatkuva ja termi 1/F (u) on oikealta jatkuva, niin talloin myo6s
e(u) on oikealta jatkuva.

ii. Asettamalla v = 0 lemman 4.2 antamaan esitysmuotoon saadaan

1 0o 0o
e(())zm/o F(x)dxz/o F(z) de =E(X)= p.
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1ii.

iv.

V.

Odotusarvon p positiivisuus seuraa oletetusta satunnaismuuttujan X aidosti positii-
visesta jakaumasta.

Erotusta v(u+t) — v(u) tarkastelemalla on mahdollista 16yta4 epanegatiivinen alaraja
funktiolle v(u) kaikilla ¢ > 0. Hantafunktion vihenevyyden perusteella funktion v(u)
madritelméasta saadaan alaraja

v(u+t)—v<u):_;/°o F(z) de+u+t — (_1 )/uoo Fz) dx+u)

Fu+t) Juqt F(u
— ﬁ/u: F(x) do — F(lu) /uoo F(r) do +t
> F(lu) </: F(z) dx—/:o F(z) da;) bt
_ _F(lu) / B det (4.10)

Yhtasuuruutta (4.10) hyodyntdmalla on mahdollista saada erotuksen alarajaksi 0. Kir-
joittamalla tdma vaite epayhtdlomuodossa paadymme tarkastelemaan epayhtaloa

tF(u) > /u+t F(z) du.

Maéératyn integraalin perusominaisuuksiin vetoamalla epayhtéalon yhtasuuruus patee
pelkastaan silloin kun F(z) = F(u) valilla [u, u + t]. Muulloin héntifunktion vihene-
misestd johtuen epayhtédlon vasen puoli on suurempi kuin yhtélon oikea puoli. Taten
erotuksen v(u + t) — v(u) alaraja on 0, josta seuraa funktion v(u) kasvavuus.

Koska héntéfunktiolla on vasemmat raja-arvot vililla (0, 00), niin titen termilla 1/ F(u)
ja integraalifunktiolla i(u) = [ F(z) dx on vasemmat raja-arvot valilla (0, 0o). Té-
ten funktiolla e(u) on vasemmat raja-arvot kaikkialla.

Olkoon piste ¢ funktion e(u) epéjatkuvuuskohta. Erotus e(t+) — e(t—) voidaan kir-
joittaa muodossa

e(t+) —e(t—) =e(t+) +t —e(t—) —t = v(t+) —v(t—) > 0,

missd viimeisen termin positiivisuus seuraa kohdassa iii. naytetystd funktion v(u) kas-
vavuudesta.

a) Kun u € (0, 2r), niin tilloin

1 R 1 T
e(u) = ) /u F(z) de = ) /J F(z)dz >0,

jolloin vasemmat raja-arvot e(u—) ovat positiivisia kaikilla u.

b) Keskiylitysfunktion méaritelméastd saamme e(xp) = 0. Koska funktio v(u) on
kasvava, niin epayhtalo v(u) < v(xp) patee kaikilla u < xp. Téastd epayhtalosta
saamme keskiylitysfunktiolle ylarajan

e(u) < xp — u.
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Kun v — zp—, niin keskiylitysfunktion arvon ylarajaksi pisteessd xp tulee 0.
Koska e(u) on myds epanegatiivinen proposition ensimmaéisen kohdan mukaan,
niin télléin on oltava e(xp—) = 0.

c¢) Koska funktio e(u) on aina oikelta jatkuva, niin talléin jatkuvuuden nayttami-
seksi riittda varmistaa funktion toispuoleisten raja-arvojen yhtasuuruus pistees-
sd zp. Koska e(x ) = 0 madritelmén mukaan, niin titen e(xp+) = 0. Kohdan b)
mukaan e(xp—) = 0, joten

6($F—) =0= 6(.(13F—|—),
josta saamme paateltya funktion e(u) jatkuvuuden pisteessi .

vi. Koska odotusarvon i oletettiin olevan &érellinen, niin talldin epanegatiivisen satun-
naismuuttujan odotusarvon kaavan avulla voidaan nayttaa, ettd epayhtalo

E(X)= /0 T F) dt > / T F) at (4.11)

patee kaikille z € [0, 00). Koska yhtélon (4.11) viimeinen integraali on dérellinen, niin
taten hantafunktion arvo pisteessd = voidaan ilmaista muodossa

— d < _

F(x) = F(t) dt.

_ax

Edellista hantifunktion F'(x) esitysmuotoa hyddyntimalla integraali fou ﬁ dx voi-
daan ilmaista muodossa

I

|
o
<3

o
—~
]
3
=2

8
=

Il
|
)
]
=
2
\“/

josta seuraa yhtasuuruus

/Ou Tz) de = —log <F(u)%) (4.12)

mistd F(u) voidaan ratkaista ottamalla molemmanpuoleiset eksponentit, jolloin saa-
daan esitys
— e(0) vl
Fu) = —+= exp{—/ — dm}. (4.13)
e(u) o ()
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vii. Kayttamalla yhtaloa (4.12) integraalille fou ﬁ dx saadaan esitysmuoto

1 1 _uf(u)—lfumf(t)dt 1 [ F(t) dt
| - 1g<F” c(0) )‘ lg( (0 )

missa logaritmin argumentissa fuoo F(t) dt — 0 kun u — 2. Tésti seuraa suppene-

. u ]
minen fo o) dt - cokunu — zp.

]

Taten olettamalla aidosti positiivisen satunnaismuuttujan kertymafunktion olevan oi-
kealta jatkuva seka odotusarvon olevan aarellinen saadaan johdettua keskiylitysfunktioille
jo verrattaen yleisia tuloksia. Johdetut tulokset eivit riipu tarkemmin taustalla vaikuttavasta
jakaumasta, vaan patevit kaikille oletukset tayttaville jakaumille.

Keskiylitysfunktion méaritelméasti saimme paateltya ettd e(u) saa epdnegatiivisia arvo-
ja kaikilla u > 0. Erityistapauksena saatiin myos e(0) = p, joka sitoo keskiylitysfunktion
arvoja ja jakauman odotusarvoja ldhemmas toisiaan. Nama kaksi esimerkkid myodskin ha-
vainnollistavat ylitejakauman odotusarvon kayttaytymista muuttujan u saadessa eri arvoja.

Ongelmia ei myoskaan ole luvassa jakauman kantajan péaétepisteen zp ymparistossa.
Jos kyseinen piste on aarellinen, niin talléin proposition 4.8 viidennen kohdan mukaan kes-
kiylitysfunktio on kyseisessa pisteessa jatkuva. Taten esimerkiksi vilin [0, 5] tasajakauman
keskiylitysfunktiolle patee e(u) = 0 kun u > 5 kuvan 4.1 mukaisesti.

Yhteenvetona proposition 4.8 mukaan satunnaismuuttujan tayttdessd proposition ole-
tukset keskiylitysfunktion kayttaytymisessa ei ole luvassa mitdan yllattavaa. Taman sidan-
nénmukaisen kayttaytymisen vuoksi keskiylitysfunktion voi tulkita sadannénmukaisesti ha-
vainnollistavan eri jakaumien ylitejakauman kayttaytymista. Talloin varsinkin proposition
kuudennen kohdan antaman hantéfunktion esitysmuodon (4.13) perusteella kuvien 1.1 ja 4.1
kaltaisista kuvaajista voidaan tehd4 paatelmia keskiylitysfunktioiden taustalla vaikuttavista
jakaumista.

4.2 | Jakauman miiraiminen

Edellisessi luvussa esitetyn proposition 4.8 kuudennen kohdan mukaan hantiafunktio F'(u)
voidaan esittaa keskiylitysfunktiosta riippuvassa muodossa. Mitd ominaisuuksia funktiolta
e(u): [0,00) — [0,00) pitdd kuitenkin olettaa, jotta yhtald (4.13) méadraisi aidosti positii-
visen satunnaismuuttujan hantafunktion? Seuraavassa Esityslauseessa esitetian vahimmai-
soletukset keskiylitysfunktiolle, jolla saatu esitysmuoto toteuttaa hantafunktiolta vaaditut
ominaisuudet. Lause 4.14 sekd sen todistus on esitetty alunperin artikkelissa (Hall & Well-
ner, 1981), jota mukaillen lause todistetaan tassa tutkielmassa lyhennysmerkintoja (4.9) hyo-
dyntéaen.
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Lause 4.14. (Esityslause) Oletetaan, ettd funktiolla e(u): [0, 00) — [0, 00) on seuraavat omi-
naisuudet:

1. e(u) on oikealta jatkuva ja e(0) > 0,
2. v(u) = e(u) + u on ei-laskeva,
3. jose(u—) = 0 jollain u = x, niin tdlldin e(u) = 0 kun u € [z, ),

4. jos e(u—) > 0 kaikilla u, niin tdllsin [ du = 0.

e(u)

Olkoon xr = inf{x : e(x—) = 0} < co. Mddritellddn funktio

F(aj): 2 { f(]e dt} 0<ax<xp,

07 X Z xXr,

(4.15)

kuten proposition 4.8 kuudennessa kohdassa.

Tillsin F(x) = 1 — F(z) on kertymdfunktio vililli [0, c0), jolle péitee F(0) = 0 ja
xp = xr. Kertymdfunktion F(x) mddrddmalld jakaumalla on tdlléin myés ddrellinen odo-
tusarvo pip = e(0) < oo sekd muotoa ep(u) = e(u) oleva keskiylitysfunktio.

Todistus. Jotta kertyméfunktio F'(x) olisi hyvin maédritelty aidosti positiivisen jakauman
kertyméafunktio, niin talloin yhtaléssd F'(x) = 1 — F(z) olevan hantifunktion tulee to-
teuttaa seuraavat ehdot:

1. F(x) on epinegatiivinen, oikealta jatkuva ja F(0) = 1,

2. F(z) on laskeva,

3. F(x ) > 0 kun x < z7. Jos v = oo niin F(z) — 0 kun  — oo,
4. [7 F(u) du = pp < oo,

Kohtien 1-3 vaatimuksilla varmistetaan ettd annettu funktio (4.15) toteuttaa hantafunktiolta
vaaditut ominaisuudet. Neljis vaatimus varmistaa sen, etta keskiylitysfunktio on dérelliseni
madritelty pisteessa 0. Nayttamalla nama nelja kohtaa saadaan lauseen viite todistettua.

1. Proposition 4.8 ensimmaisen kohdan mukaan keskiylitysfunktio e(u) on epanegatii-
vinen ja oikealta jatkuva. Koska hantafunktio on yhtalon (4.15) mukaan ndiden muun-
nos, niin talldéin myos hantafunktio on oikealta jatkuva ja epanegatiivinen.

Asettamalla = = 0 hantafunktion yhtaloon (4.15) saadaan

— e(0) 0 1
F(0) = —exp{—/ — dt} =1
e(0) o et)
2. Hantafunktion laskevuuden osoittamiseksi tarkastellaan osamaaraa F(x + t)/F(x)
kun0 <t <t+z <zxp:

F%C(;t) = - (Z(i)t) exp{— /x o ﬁ du}. (4.16)

Jotta hantafunktio olisi laskeva, niin ylld olevan osamairan tulisi olla pienempi kuin
yksi. Integraalille [ vt (1u) du on mahdollista saada alaraja
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Logaritmin argumenttia arvioimalla saadaan integraalille pienempi alaraja

g (D) g (M) 2 g (U0 <o (L2 )

joka sijoittamalla yhtdlo6n (4.16) antaa hantidfunktioiden osamaaralle ylarajan

F(_x—i—t)< e(x))exp{_log<e(e(—x))}:6<e(x) e(x—i—t):l.

F(zr) ~elx+t xr+1t) r+t) e(x)

Saadusta ylirajasta voidaan nahda F(x + t) < F(x), joka osoittaa hintifunktioiden
laskevuuden.

. Vililla 0 < x < zp < oo keskiylitysfunktion e(u) arvoille on olemassa alaraja ¢ > 0,
jolle pétee inf{e(t) : 0 < ¢ < x} > e. Taten keskiylitysfunktio (4.15) on positiivi-
nen valilla (0, x), jonka vuoksi osaméaara e(0)/e(t) on positiivinen kaikilla ¢ € (0, z).
Hantéfunktiossa F () olevalle integraalille pétee titen [; ﬁ du < oo, joten hinta-
funktio on positiivinen vélilla (0, x).

Hintafunktion F(z) rajakiyttiytyminen x — x7 tilanteessa 27 = oo voidaan niyttaz

kayttamalla integraalille f;+t ﬁ du edellisessd kohdassa saatua alarajaa log <e(e”€:i)t;rt>

valinnalla = = 0, jolloin pétee

Kayttamalla kyseista arviota hantafunktiolle saadaan ylaraja

— @ex o e(t)+t :e(()) e(t) :e(O)
FO =20 p{ lg( 0 )} o) ) 1t o) "

kun ¢t — oo. Taten hintafunktiolle patee F'(z) — 0 kun z — oo.

. Odotusarvon 1 laskemisessa voidaan kiyttaa muotoa E(X)= [;* F(u) du, silld ole-
tuksen mukaan satunnaismuuttuja X on aidosti positiivinen. Integraalin [ F(u) du
ratkaisu saadaan derivoimalla yhtasuuruus (4.12) muuttujan u suhteen, jolloin saam-
me yhtédsuuruuden

d — 4 g
—— = ——log(F(u)e(u)) = —M,
e(u)  du Fu)e(u)
josta hantafunktiolle saadaan ratkaistua esitysmuoto

F(u) = _diu (F(u)e(u)).
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Sijoittamalla saatu esitysmuoto odotusarvon kaavaan saadaan

E(X)= /000 F(u) du = — /OIT % (F(u)e(u)) du

(we(u) = — (F(zr)e(zr) — F(0)e(0)) = e(0) = p < oo.

I

|
~—

ol

Koska yhtalon (4.15) mukainen hintafunktio F'(z) toteuttaa ehdot 1-4, niin titen se myos
madraa jakauman positiivisilla reaaliluvuilla. [

Taten keskiylitysfunktiota kayttamalla on mahdollista saada esitettya jakauman hénta-
funktio F'(x). Koska hantafunktio masraa yksikisitteisesti satunnaismuuttujan jakauman,
niin téten keskiylitysfunktioiden avulla on mahdollista maaritelld hantafunktion kautta sa-
tunnaismuuttujan jakauma. Myohemmin tati yhteytta tullaan kayttdméaan aineistopohjai-
sen paattelyn tukena.

Kaytannon ongelmaksi muodostuu kuitenkin keskiylitysfunktion e(x) suljetun esitys-
muodon saaminen. Aineistopohjaisissa ongelmissa ei vélttamatta ole mahdollista esittaa
keskiylitysfunktiota analyyttisen hantafunktion esitysmuodon puuttuessa, vaan on turvau-
duttava aineistopohjaisiin arvioihin keskiylitysfunktioista. Luvussa 6 esiteltdivan empiirisen
keskiylitysfunktion (Maaritelma 6.1) avulla on mahdollista saada laskettua aineistopohjai-
nen keskiylitysfunktio.

On myds huomautettava, etta todistuksessa oletettiin satunnaismuuttujan odotusarvon
1 olevan adarellinen. Hantafunktion maaritelma itsesséaén ei kuitenkaan vaadi odotusarvon
aarellisyytta, silla hantafunktiolta vaaditaan yleisessa tilanteessa pelkéstdan ehtojen 1.-3.
toteutuminen. Tama rajoittava oletus johtuu hantafunktion esitysmuodossa (4.15) esiinty-
vasta luvusta e(0), joka proposition 4.8 toisen kohdan perusteella on yhté kuin odotusarvo
1. Jos odotusarvon sallittaisiin olevan d4reton, niin talloin hantafunktio olisi dareton kai-
killa .

4.3 | Riskimitat

Rahoitukseen ja vakuutukseen liittyvissid sovelluskohteissa yksi kiinnostuksen kohde on
usein héntitapahtumien suuruusluokka jonkin ennalta maérityn aikavalin A aikana. Va-
hinkovakuutuksessa voidaan olla kiinnostuneita miljoonan euron rajapyykin ylittavien tap-
pioiden kokonaistappiomadrastd kymmenen vuoden aikana ja sijoitustoiminnan matema-
tiikassa osakesalkun maksimitappiosta yksittdisen viikon aikana. Yksi tapa havainnollistaa
suuria tappiota aikavélilla A olisi pyrkia laskemaan niiden vakavuutta kuvastavia tunnuslu-
kuja. Esimerkkeja tunnusluvuista ovat odotusarvo E(X)ja varianssi Var(X), jotka kertovat
jotain satunnaismuuttujan X jakaumasta. Néiden lisdksi keskiylitysfunktiot ovat yksi tapa
havainnollistaa hantdtapahtumien suuruusluokkaa.

Keskiylitysfunktioiden lisaksi kirjallisuudessa on kdytossa muita tyokaluja miten tdiméan-
laisia satunnaismuuttujan X hénnén aiheuttamia riskeja mallinnetaan. Tallaisia tyokaluja
kutsutaan riskimitoiksi. Riskimittojen idea on kuvastaa yrityksen kohtaamaa riskia yksit-
taisen tunnusluvun kautta, jota voidaan kayttda myos yrityksen sisdisessd paatoksenteossa
(Asmussen & Steffensen, 2020). Yleisessa kaytossa on kaksi eri riskimittaa: VaR-luku ja odo-
tettu tappio (McNeil ym., 2005; Asmussen & Steffensen, 2020). Kumpikin néista antaa kaytta-
jalleen lisdtietoa hantatapahtuman vakavuudesta yksittdisen tunnusluvun kautta, joita hyo-
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dyntamalld saadaan muodostettua tarkempi kuva mahdollisten tappioiden suuruusluokasta
ja taiten my0s yrityksen kyvysta selvita kyseisista tappioista. Usein kyseisista tunnusluvuista
ovat kiinnostuneita myos finanssialaa valvovat viranomaiset, jotka haluavat tunnuslukujen
pysyvan sditelyn médrdmien rajojen sisapuolella (Asmussen & Steffensen, 2020).

Maairitelma 4.17. (VaR-luku) Olkoon X tappioita kuvaava satunnaismuuttuja. VaR-luku
(Value-at-Risk) luottamustasolla o € (0, 1) kuvaa tappion vihimmaissuuruutta ylemmassa
a-kvantiilissa, joka saadaan laskettua kaavalla

VaR,(X)=inf{t e R | P(X <t)> a}.

VaR-luvun voi tulkita olevan suurin mahdollinen tappio jota ei ylitetd todennakoisyydel-
1a o (McNeil ym., 2005). Matemaattisesti VaR-luvussa etsitdéan pienin piste ¢ johon mennessa
pitee P(X <) > «, jolloin kdytanndssa kyseessd on satunnaismuuttujan X «-kvantiilin
selvittdminen. Esimerkiksi tappiojakaumalle X luottamustasolla o = 0,95 laskettu VaR-luku

VaRygs(X) =inf{t € R | P(X < t)> 0,95} = 250 000 €

tarkoittaa sité, ettd 95 prosentin todennikdisyydelld tappion suuruus on pienempéd kuin
250 000 € ja viiden prosentin todennékoéisyydella tappion suuruus on vahintdan 250 000 €.

Vaikka rajapyykkitieto on tarked suuntaa antava tieto tappiojakaumasta, niin joskus voi
kuitenkin olla tarpeen saada lisitietoa timéan tason ylittdvista tapahtumista. Todenn#koi-
syysmassa voi olla epatasaisesti jakautunut rajapyykin jalkeen, jolloin mahdolliset tappiot
voivat olla luottamustason o = 0,95 jalkeen hyvinkin suuria. Edellisen esimerkin tilantees-
sa VaR-luku ei kerro meille onko kyseisen luottamustason ylittavan tappion suuruus luul-
tavammin 275 000 € tai 750 000 €. Tata puutetta kutsutaan kirjallisuudessa hantariskiksi
(Tail risk), ja se voi johtaa tilanteisiin missa sijoituspaatoksia tehdessd paksuhéntiinen tap-
piojakauma nahdaan parempana vaihtoehtona kuin kevythéantiinen tappiojakauma (Yamai
& Yoshiba, 2005). Tamén puutteen korjaamiseksi voidaan VaR-luvun lisaksi kayttaa odotet-
tua tappiota, joka keskiylitysfunktion tavoin tarkastelee odotusarvotasolla tappiojakaumaa
jonkin pisteen jalkeen.

Maaritelmai 4.18. (Odotettu tappio) Olkoon X tappioita kuvastava satunnaismuuttuja. Luot-

tamustason « € (0, 1) ylittdva odotettu tappio ES,, (Expected shortfall) lasketaan kaavalla
1

—

1
ES,(X)=E(X | X >VaR,(X))= . / VaR,(X) dy.

Taten odotettu tappio kertoo ehdollisen odotusarvon kun satunnaismuuttuja X on ylit-
tanyt tason VaR,(X) (Yamai & Yoshiba, 2005). Koska VaR,(X) on reaaliluku, niin talloin
sen voi yksinkertaistetusti tulkita olevan samankaltainen kynnys kuin edellisissa luvuissa
esitetty ylitetaso u. Piirtamalla molemmat riskimitat taitetun normaalijakauman tiheysfunk-
tion kanssa samaan kuvaan kiinnitetylla luotettavuustasolla on mahdollista ndhda parem-
min mitd kumpikin riskimitta kuvastaa.
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Kuva 4.2: Taitetun normaalijakauman FN(10,5) tiheysfunktio ja tasolla
a = 0,95 laskettu VaR,(X)-luku (18,22) ja odotettu tappio ES,(X) (20,31).

Kuvasta 4.2 voidaan nahda, etta odotettu tappio kertoo satunnaismuuttujan VaR, (X )-
luvun ylittdvan osan odotusarvon. Tdméa muistuttaa keskiylitysfunktion toimintaa, ja huo-
mataankin etti odotetusta tappiosta voidaan myds helposti muokata keskiylitysfunktio. Ta-
héan riittaa pelkastaan vakion u vahentdminen odotetusta tappiosta, jolloin saadaan

EX|X>u)—u=EX|X>u)—-Eu|X>u)=EX—-u|X >u)
—_—— ~

J/

TV
Odotettu tappio Keskiylitysfunktio

Taten keskiylitysfunktiosta on mahdollista saada laskettua odotettu tappio lisaamalla luku u
keskiylitysfunktion e(u) arvoon pisteessa u. Merkitsemélld tilla tavalla laskettua odotettua
tappiota v(u) = e(u) + u voimme huomata, ettd proposition 4.8 kolmannen kohdan perus-
teella odotettu tappio on kasvava funktio. Kasvavuus ei kuitenkaan ole keskiylitysfunktion
ominaisuus, jonka vuoksi vaikuttaisi siltd ettd keskiylitysfunktio ja odotettu tappio havain-
nollistavat satunnaismuuttujaa X eri tavoilla. Luvussa 5 tarkastellaan tarkemmin sitd mita
keskiylitysfunktion kasvavuus kertoo itse satunnaismuuttujasta X.

Vaikka VaR-lukua kéyttdessa altistuu héantériskille, niin sen korvaaminen odotetulla tap-
piolla ei kuitenkaan tee muodostettavista riskiarvioista automaattisesti parempia. Kirjalli-
suudessa on osoitettu, ettd kun satunnaismuuttuja X on paksuhéntiinen jakauma, niin tal-
16in odotetun tappion antamat arviot tappion suuruudesta voivat heitelli enemman kuin
VaR-luvun antama arvio (Yamai & Yoshiba, 2005). VaR-luku on myos yksi yleisimmist ris-
kienhallinnassa kaytetyista riskimitoista ja samalla se on oleellinen osa finanssialaa koske-
vassa sadtelyssda (McNeil ym., 2005). Kayttamalla VaR-lukua ja odotettua tappiota saman-
aikaisesti saadaan muodostettua monipuolisempi katsaus satunnaismuuttujan X aiheutta-
masta riskista kuin rajoittumalla pelkastaan yhden riskimitan kayttoon (McNeil ym., 2005;
Yamai & Yoshiba, 2005).

Riskimitoista seké niiden kaytosta finanssi- ja vakuutusalalla on mahdollista lukea enem-
man lahteissd (McNeil ym., 2005, luku 2.2) ja (Asmussen & Steffensen, 2020, luku X).
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5 | Paksuhintiinen keskiylitys

Kuvasta 4.1 ndhdaan, ettd luvussa 4 lasketuista keskiylitysfunktioista pelkéstdaan paksuhin-
taisen yleistetyn Pareto-jakauman keskiylitysfunktio on kasvava. Muiden jakaumien keskiy-
litysfunktioissa vastaavaa kasvavaa kayttaytymisti ei ole nahtavissa. Mitka tekijat voisivat
aiheuttaa téllaista kayttaytymistd? Téassa luvussa tarkastellaankin tarkemmin paksuhantai-
syytta ja sen vaikutusta keskiylitysfunktion kayttaytymiseen. Ennen tita on hyva kuiten-
kin havainnollistaa kuinka "vaarallisia" eri jakaumat ovat. Yksi jakaumien vaarallisuuden
havainnollistamiseen soveltuva tyokalu on riskitiheys (Kleiber & Kotz, 2003).

Miiritelma 5.1. (Riskitiheys) Kertyméafunktion F'(x) madraaméin satunnaismuuttujan X
riskitiheys (Hazard rate) A(x) on muotoa

f (=) d. =
MNz)=—"F—=——"""F >0
missa f(z) on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Riskitiheydestd kdytetdan myos nimi-
tyksia hasardifunktio luotettavuusteoriassa ja kuolevuus henkivakuutusmatematiikassa.

Riskitiheys A\(z) saa pelkdstadn epanegatiivisia arvoja, jotka kuvastavat kuinka nopeasti
suurten tapahtumien riski vihenee pisteessd x. Mitd suuremman arvon riskitiheys saa pis-
teessd x, niin sitd pienempi suuren tapahtuman aiheuttama riski on. Téll6in jos riskitiheys
on matala, suurten tapahtumien riski vihenee hitaasti kyseisessa pisteessa. Taten matalan
riskitiheyden suurilla x omaavat jakaumat ovat vaarallisempia jakaumia kuin korkean ris-
kitiheyden omaavat jakaumat. (Kleiber & Kotz, 2003)

\
LogN ik
A(% Exp(3/5) >

0 —— Normaalijakauma —— Weibullin jakauma 7

— Eksponenttijakauma — Log-normaalijakauma

Kuva 5.1: Normaali-, eksponentti-, Weibullin- ja log-normaalijakauman riskiti-
heydet vililla [0, 7]. Jakaumien parametrit ovat valittu riskitiheyden kayttayty-
misen havainnollistamisen tueksi.

Kuvan 5.1 mukaan paksuhéntiisten Weibullin ja log-normaalijakauman riskitiheydet
ovat laskevia. Talloin suurilla x ei ole perustetta olla odottamatta suuria mahdollisia tapah-
tumia, vaan x kasvaessa suurien tapahtumien riski kasvaa. Vastaavasti kevythéntaisen nor-

29



maalijakauman riskitiheys on kasvava, jolloin suurien tapahtumien riski pienenee jatkuvas-
ti. Muistinmenetysominaisuus niakyy eksponenttijakauman riskitiheydess4, jolloin suurien
tapahtumien riski on yhté suuri riippumatta x arvosta. Taten suurten tapahtumien riskien
nakokulmasta ei ole yhdentekevad mitd jakaumaa kayttaa hantatapahtumien mallintami-
seen.

Kaytinnon sovelluskohteissa ollaankin usein kiinnostuneita aarimmaéisten ilmididen va-
kavuudesta. Varsinkin vakuutus- ja finanssialalla 4arimmaisten ilmididen perusteellinen mal-
linnus on oleellista yrityksen vakavaraisuuden sdilyttamisen vuoksi (McNeil ym., 2005).
Paksuhantiiset satunnaismuuttujat tarjoavat hyvan ehdokkaan tallaisten tapahtumien mal-
linnukseen. Varsinkin paksuhéntiisiin jakaumiin lukeutuva alieksponentiaalisten jakaumien
joukon on todettu kuvaavan hyvin oikean maailman harvinaisia ilmigitid. (Embrechts ym.,
1997)

Tamaéan vuoksi luvussa 5.1 esitelladn tarkemmin paksuhantédisyyden maaritelma, sen ala-
luokat ja miten keskiylitysfunktiot kayttaytyvat paksuhéntéisilla jakaumilla. Luvussa 5.2
esitellddn tulos, jota hyodyntamalla keskiylitysfunktioita voi hyddyntéaa paattelyssa pelkas-
tdan asymptotiikkaan nojaten. Lopulta luvussa 5.3 muodostetaan yhteenveto miten jakau-
man hannén tyypin voi paatelld keskiylitysfunktioita kayttamalla.

5.1 | Alieksponentiaaliset jakaumat

Tyon alussa esitetyssda maaritelméassa (2.11) jakauman sanotaan olevan (oikealle) paksuhén-
tiinen jos momentit generoiva funktio Mx () on ddreton kaikilla ¢ > 0. T4st4d maaritelmasta
ei suoraan saada arvioita hantafunktion tyypista, silla pelkastdian joukkoon

K ={X | Mx(t) = oo kaikillat > 0}

kuuluminen ei anna tarkentavaa lisitietoa hantafunktion kayttaytymisesta. Joukko X on laa-
ja, ja se pitaa sisallddn monenlaisia paksuhéntiisid satunnaismuuttujia. Mita kaikkea tasta
madritelmasta voi paatelld? Jos jakauma on kevythantainen, niin télléin lemman 3.3 mukaan
hantijakauman suppenemisnopeudella saadaan eksponentiaalinen yldraja jollain ¢ > 0. Jos
jakauma on paksuhéntiinen, niin téllaista ylirajaa ei ole olemassa milldan ¢ > 0. Taten pak-
suhantaisilla jakaumilla hantafunktion suppenemisnopeudelle ei ole olemassa eksponenti-
aalista ylarajaa.

Tama tieto héntijakauman suppenemisnopeuden ylirajan puuttumisesta on vieldkin
varsin yleinen jokaiselle joukon K alkiolle. Viela tarkempi luokittelu on mahdollista saada
eritelemélla jakaumia héntidfunktioiden kayttadytymisen perusteella. Seuraavassa maaritel-
massa esitelldan kirjallisuudessa yleisessa kaytossa oleva paksuhantdisten satunnaismuut-
tujien luokittelu.

Maaritelma 5.2. (Paksuhéntiisyyden luokat) Paksuhéntaiset jakaumat voidaan luokitella
kolmeen paaluokkaan:

o Paksuhdntdinen jakauma: Satunnaismuuttujan X sanotaan olevan (oikealle) paksu-
héntiinen jos momentit generoiva funktio Mx (t) on dareton kaikilla ¢ > 0. Paksu-
hantaisten jakaumien joukkoa merkitdan .
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« Pitkdhdntdinen jakauma: Satunnaismuuttujan X jakauman sanotaan olevan (oikealle)
pitkahantiinen jos ja vain jos kaikilla ¢ > 0 patee

lim P(X >2+t]| X >z)=1.

T—r00

Pitkahantaisten jakaumien joukkoa merkitaan L.

« Alieksponenttiaalinen jakauma: Olkoot X, X, ..., X, rilppumattomia ja samoin ja-
kautuneita satunnaismuuttujia ja S,, = X; + - - - + X,,. Satunnaismuuttujan X jakau-
man sanotaan olevan alieksponentiaalinen jos ja vain jos hantafunktiolle patee

P(S, > z)

lim ——n =)
sooe P(X > )

kaikilla n > 2. Alieksponentiaalisten jakaumien joukkoa merkitdan S.

Jokainen maéritelmassa 5.2 esitetty viite asettaa hantafunktion kayttaytymiselle lisdeh-
toja. Taten jokainen alieksponentiaalinen jakauma on myds pitkdhantidinen jakauma. Sa-
moin jokainen pitkdhantdinen jakauma on my6skin paksuhédntédinen. On kuitenkin huomioi-
tavaetta L ¢ S ja K ¢ L. (Embrechts ym., 1997)

Naiista kolmesta luokasta alieksponentiaalisten satunnaismuuttujien luokka on sovellus-
kohteita silmallapitaen yleisin. Vakuutusmatemaattisissa sovelluksissa kaikki yleisessa kay-
tossa olevat paksuhéntiiset satunnaismuuttujat ovat alieksponentiaalisia. Alieksponentiaa-
lisilla satunnaismuuttujilla useimmiten tarkoitetaan positiivisia satunnaismuuttujia, joka te-
kee niistd sopivia vakuutusmatemaattisiin sovelluksiin. (Embrechts ym., 1997)

Miiritelma 5.3. (Asymptoottinen yhtdsuuruus) Funktioita f(z) ja g(x) sanotaan asymp-
toottisesti yhtasuuriksi, jos osaméaaran f(z)/g(x) raja-arvolle patee

lim le.

Talloin merkitaan f(x) ~ g(x),jolla tarkoitetaan funktioiden kdyttaytymistd kun x — oc.

Asymptoottiset arviot funktioiden yhtasuuruuksista ovat vakuutus- ja finanssisovelluk-
sissa tarkeitd (Embrechts ym., 1997). Varsinkin hantdjakaumien arvioinnissa asymptootti-
sen yhtasuuruuden tietdminen kertyméfunktioiden vélilla mahdollistaa monipuolisempaa
paittelya. Esimerkiksi tieto F(z) ~ G(x) kertoo, etti tarpeeksi suurilla x hantifunktiot
ovat melkein yhtdsuuret. Talloin laskennassa on mahdollista kayttaa pelkastaan toista nais-
ta kahdesta hantafunktiosta.

Yksi tapa kasitella kyseisia satunnaismuuttujia on tarkastella riippumattomien ja samoin
jakautuneiden satunnaismuuttujien X, ..., X, summan

P(X)+ -+ X, <z)=P(S, < z)

kayttaytymista suurilla z. Tallaisen summan jakauman arviointi voi olla mielekasta esimer-
kiksi vakuutuskontekstissa, missé jokainen X; (i € {1,...,n}) kuvastaa yksitaisen vahin-
gon suuruutta ja S, vakuutusyhtion korvattavaa kokonaisvahinkomaaraa.

Varsinkin paksuhéntéisten satunnaismuuttujien tilanteessa summan .S,, jakauman asymp
toottinen kayttaytyminen voi aiheuttaa ongelmia vakavaraisuuslaskennassa. Miten yksittai-
nen todella suuri tapahtuma X vaikuttaa summajakauman kayttdytymiseen? Koska alieks-
ponentiaaliset satunnaismuuttujat ovat yleisia sovelluskohteissa, niin titen on mahdollista
kayttda seuraavaan proposition tulosta summan hantéafunktion arvojen laskemiseen suurilla
arvoilla.
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Propositio 5.4. Alieksponentiaalisilla satunnaismuuttujilla summan ja maksimin hdntdntd-
funktioille pdtee
P(S, > z) ~ P(M, > x)

kaikillan > 2 kun x — oo.
Todistus. Olkoot X, X;,..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita alieksponentiaalisia

satunnaismuuttujia. Maksimin M,, hantafunktion asymptoottista kayttaytymista maarites-
sa voidaan tarkastella raja-arvoa

. P(M,>z) 1 . 1—F"( -
lim e > 2) L, 1) 1, F

geometrisen sarjan esitysmuotoa hyédyntamalla. Koska F'(z) € [O, 1] kaikilla € R, niin

titen summa on aarellinen ja raja-arvo voidaan vieda summan sisdan. Talloin saadaan

-1

n—1
1 1 n
w2 S P =20 1= =1,

=0

3

el

josta seuraa
P(M,, > z) ~ nP(X > z).

Summan 5,, hantafunktion asymptoottisessa arvioinnissa voidaan kayttaa hyvaksi alieks-
ponentiaalisuuden mééritelméas, josta saadaan
P(S, > x) P(S, > x)

lim ———=n <& lim

z—o0 P(X > ) z—oo nP(X > ) & PSh>a) ~ nPX > )

Taten tarpeeksi suurilla x patee

lim P(S,>z) . nP(X >u)

—_— - = — =1
00 P(M,, > z) oo nP(X > 1)

joka todistaa vaitteen. O

Toisin sanoen alieksponentiaalisilla satunnaismuuttujilla summan 5, jakauman méaa-
rdd summan suurin termi max{X, }. Tamén voi tulkita kuvastavan tilannetta, missa yksi
erittdin suuri havainto maarittaa koko summan §S,, tason. Talloin muiden havaintojen ai-
heuttama vaihtelu summassa ei enaa vaikuta saataviin todennakoisyyksiin merkittavésti, ja
laskennassa voidaan kayttaa pelkastddn maksimin jakaumaa. (Embrechts ym., 1997)

On myo6s hyva huomauttaa, ettd propositiossa 5.4 esitetty viite hantafunktioiden ekvi-
valenssista vaatii riippumattomuusoletuksen. Vakuutusmatemaattisissa sovelluksissa riip-
pumattomuusoletuksen kaytté on usein perusteltua, mutta finanssimatemaattisissa sovel-
luksissa riippumattomuusoletuksen kaytto esimerkiksi osakekurssin kehitysta mallintaes-
sa voi olla kyseenalaista. Osakkeiden hintojen suuret muutokset ovat historiallisesti olleet
ryhmittyneita. Yhtena esimerkkina tasta osakehintojen kehityksen ryhmittymisestd on ke-
vaalla 2020 tapahtunut koronaviruspandemian aiheuttanut porssiromahdus. Taméan vuoksi
finanssimatemaattissa sovelluksissa ei voida suoraan kayttda samoja tuloksia kuin vakuu-
tusmatemaattisissa sovelluksissa. (Embrechts ym., 1997)

Alieksponentiaalisten satunnaismuuttujien joukkoon kuuluvista satunnaismuuttujista
useimmiten kaytetdan jakaumaa joka kuuluu yhteen seuraavista jakaumatyypeista: sddnndl-
lisesti vaihtelevat, (paksuhantaisen) Weibullin tyyppiset ja lognormaalit (Asmussen & Steffen-
sen, 2020). Esimerkeissd 5.5-5.8 lasketaan edelld mainituille kolmelle alieksponentiaalisel-
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le jakaumalle asymptoottisesti ekvivalentit keskiylitysfunktiot, jolloin saamme myds tietaa
miten jakaumia vastaavat keskiylitysfunktiot kdyttaytyvat suurilla arvoilla.

Esimerkki 5.5. Olkoon hintifunktio F(r) = L(z)/x®, missi o > 1 ja L(x) on madritel-
mén 2.12 mukainen hitaasti vaihteleva funktio. Talloin F'(x) on saannollisesti vaihtelevan
satunnaismuuttujan hantafunktio. Osamaaraa

@)  Twle LW/ AE (0= 1) [ eL(t) dt
rv/(a—1) x/(a—1) B xL(x)
tarkastelemalla on mahdollista méaarata keskiylitysfunktion e(x) kayttaytyminen kun x — oo.
Kayttamalla osoittajan integraaliin Karamatan lausetta (Lause A.9) suurilla x saadaan

/Oo L) dt ~ —(—a+ 1)l L().

Taten rajankdynnissd © — oo alkuperdinen osaméiira saa arvokseen

(o —1)a™ [7° L(t)/t> dt (a — Doz L(2)
xL(x) r(a—1)L(x)

=1,

josta saamme paateltya

e(x) ~ 1

Esimerkki 5.6. Olkoon hintifunkio F'(z) = exp{—az”} Weibullin jakauman héntéfunk-
tio parametrein @ = 1 ja 0 < 8 < 1. Télloin keskiylitysfunktion asymptoottinen kayttayty-
minen saadaan selvitettyd osamaaran

oo
e(x) exp{l—zﬁ} fr exp{—tﬁ} dt fxoo exp{—tﬁ} dt
2B v/ 7 exp{—a}alF
rajakayttaytymisen avulla. Koska haluamme nayttaa rajakayttaytymiselle ekvivalenssin, niin
talloin yll4 olevan osaméairén tulisi saada rajalla x — oo arvokseen yksi. Koska seka osoit-
taja ettd nimittdja suppenevat kohti nollaa, niin titen raja-arvon selvittimisessa voidaan
kayttaa L’Hopitalin sdéntoa.
Valinnalla u € (z, c0) osoittajassa oleva integraali voidaan hajoittaa osiin

/ exp{—t"} dt:/ exp{—t"} dt+/ exp{—t’} dt,

jonka perusteella osoittajan derivaatta voidaan ilmaista muodossa

Y Y S S A P N A Y A
dx/x exp{ t}dt_dx/x exp{ t}dt+dx/u exp{—t’} dt.  (5.7)

Koska Weibullin jakauma on epanegatiivinen ja silld on darellinen odotusarvo, niin ta-
ten yhtalon (4.11) kaltaisesti epanegatiivisten satunnaismuuttujien odotusarvon kaavaa hyo-
dyntamalla integraalille saadaan darellinen yléraja

]E(X):/OOO ]P’(XZt)dtZ/oo P(X > t)dt.

Taten yhtalon (5.7) jalkimmaéinen termi on aarellinen vakio, jonka derivaatta muuttujan x
suhteen on nolla. Saman yhtélon ensimmaéinen termi saadaan Leibnizin integroimissaantoa
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(Lemma A.10) kayttamalla muotoon

d [* d d “d

— _ 4B — BV = _ Bl . _ 48

dx/x exp{ t }dt exp{ U }dxu exp{ x }dxx+/x P exp{ t }dt
= —exp{—xﬁ},

jolloin saadaan
& [ expf) at = —esp{=s").

Nimittdjasta saadaan tulon derivaatalla

d _ _ _ .
a(exp{—fg}xl 5) = — B2’} exp{—xﬁ}:lr1 By (1-0)x B exp{—xﬁ}.
Talloin L’Hopitalin sdiannén mukaisesta osaméirasta tulee
L[ exp{—tP} dt _ 3 —exp{—2”}
4 (exp{—af}z1-5) —pab-lxt=BPexp{—af} + (1 — B)z=F exp{—aF}
_ —p
—B+ (1= Bl
josta ottamalla raja-arvo x — oo saadaan

1.

N =
B (0-fe? =B
Taten L’Hopitalin sddnnon perusteella suurilla = patee
r1=h

B

Esimerkki 5.8. Olkoon hantiafunktio F'(x) lognormaalijakauman héntiafunktio, jota suu-

e(z) ~

rilla 2 voidaan approksimoida arviolla F'(x) ~ NETIR exp{ — W } Osaméaaria

oo exp{—(logt—p)/20?}
e(x) 1 [, ot dt

o2r/logx o2 osTs exp{—(logx — p)2/20?%}

tarkastelemalla on mahdollista nayttaa keskiylitysfunktion e(z) asymptoottinen kayttayty-
minen jos osamaara suppenee kohti lukua yksi kun z — co. Koska seké osoittaja etta ni-
mittaja suppenevat kohti nollaa kun x — oo, niin talldin raja-arvon selvittimisessi voimme
kayttdaa L’Hopitalin sdantod. Koska lognormaalin satunnaismuuttujan odotusarvo on darel-
linen, niin taten esimerkin 5.6 mukaisesti Leibnizin integroimissaantoa kayttamalla osoittaja
saadaan muotoon

g/w oxp{—(logt —p)/20%} . exp{-(logz — p)/20%}
dz J, log ¢ B log x '

Nimittija saadaan osamairan derivoimissaantod kayttamalla muotoon
d xexp{—(logx — p)?/20%}
dx log? x
-1 1 -2
_exp{—(logx—u)2/202}(u ng—i— o8t )

o2log® z log®
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Sijoittamalla saadut derivaatat L’Hopitalin sadannon mukaiseen osaméadridin saadaan

Lo2z/log z]
_ 1 - exp{—(logx - M)Q/QUQ}/ log x

7 expl—(logw — )2 /207 (2552 1 2522
1 flogz—p logx —2 -1
02\ o?logx log®

2 202 \!
=(1-L-- 02 + 03 :
logz  log“z log’x

Ottamalla raja-arvo x — oo edellisesta osaméirasta saadaan

2 252 *11700
- £ 7 = i
logz  log®x log’x

Taten suurilla x patee

o’x

e(x) ~ gz
Naiin ollen on saatu naytettya, ettd suurilla « kolmella edelld mainituilla alieksponenti-
aalisella satunnaismuuttujalla keskiylitysfunktio kayttaytyy

i l‘liﬂ O'2I

e(x) ~ tai e(x)

missi « > 1,8 € (0,1) jao > 0. Koska nimai esitysmuodot on saatu laskettua, heraén-
kin kysymys, voidaanko naita keskiylitysfunktioita kayttaa esityslauseen (Lause 4.14) kal-
taisesti suurilla x hyodyksi jakauman maaraamisessa? Jos tima olisi mahdollista, niin talldin
jakauman hénnélle voitaisiin saada maariteltya sitd vastaava jakauma keskiylitysfunktiota
hyodyntaen. Tahan asiaan paneudutaankin tarkemmin seuraavassa luvussa.

e(x) ~

a—1’ Nlogx’

Alieksponentiaalisista satunnaismuuttujista on mahdollista lukea kattavempi tarkastelu
lahteistd (Embrechts ym., 1997) ja (Peters & Shevchenko, 2015).

5.2 | Asymptoottinen jakauma

Esimerkeissa 4.5 ja 4.6 saatiin laskettua keskiylitysfunktioille suljettu esitysmuoto kaytta-
mallad tunnettua hantafunktiota. Naiden keskiylitysfunktioiden avulla voidaan esityslausetta
(Lause 4.14) kayttamalld méaaritelld satunnaismuuttujan jakauma positiivisilla reaaliluvuilla,
joka tosin vaatii myos keskiylitysfunktion analyyttisen esitysmuodon tuntemisen kaikilla
z € [0,00).

Esimerkeissa 5.5-5.8 saatiin tunnetuille hantafunktioille niytettya keskiylitysfunktion
asymptoottinen kdyttaytyminen tarpeeksi suurilla z. Téll6in esityslauseen kaytto ei ole pe-
rusteltua, silld tieddmme héntéfunktiosta pelkastaan asymptoottisen kayttaytymisen, em-
meka kayttadytymistd pienilla x. Asymptoottinen kayttadytyminen kuitenkin kertoo jotain
taustalla olevan jakauman kayttaytymisestd. Artikkelissa (Hall & Wellner, 1981) esitetyn
proposition mukaan jakauman péaittely on mahdollista myos téllaisissa tilanteissa. Seuraa-
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va propositio ja sen todistus on esitetty mukaillen kyseisessa artikkelissa olevaa propositiota
ja sen todistusta.

Propositio 5.9. Oletetaan ettd jakaumien F' ja G odotusarvot | ja p ovat ddrellisid ja ettd
kyseisten jakaumien keskiylitysfunktioille ep(x) ja eq(x) pdtee

(i) ep(z) ~ eg(z) ja (i) —log(ec(z)G(x)) = O(—log G(x)) kun x — oco.
Talloin — log F(z) ~ —log G(z) tai yhtdpitavisti F'(x) = G(x)'+oW),

Todistus. Merkitiin r(z) = F(x)/G(x). Hantifunktion esitysmuotoa (4.15) hyédyntamalla
funktio r(x) voidaan ilmaista muodossa

() = 2@ _ s or{ - 7 &)
Gla) ) exp{_ fi s dt}
pr ec(x) o 1
pe er(z) p{/o ec(t) ep(t) dt}
_mreals) {_ * h(t) }
—ieemeol= | e 10
missa funktio A(z) on
_ eq()
"= @

Ottamalla logaritmi funktiosta r(z) saadaan yhtalo

log r(x) = log(gg ;)

- 10g<5—2) +1og<zi—§g) - /0 % dt, (5.11)

missa esiintyvalle integraalille on mahdollista kehittid4 vaihtoehtoinen esitysmuoto. Arvioi-
malla kyseista integraalia ylospain saadaan

/ow eljée)) ar= / %3) dt’ h
s t z t
-1/ €G<(t)) dt‘* / eg(a)) dt‘
E TN Ta—

Koska oletuksen (i) mukaan patee h(t) — 0 kun ¢ — oo, niin tallgin raja-arvon ominai-
suuksien perusteella arvio |h(t)| < ¢ patee kaikilla 0 > 0 kun ¢ > s = s,. T4lloin yhtalolle
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(5.12) saadaan arvioitua ylaraja

[ awel [ G@esll wmal+o ] wm e 51y
-| /0 :G(;t)) dt‘:5 0 €G1<t) di +6 /0 eGl(t) dt
—As)
:A(s)—i-é/ox %(t) dt.

Yhtasuuruutta (4.12) kayttamalla edellisen yhtalon integraali voidaan esittdd muodossa

| _ 51 eq(r)G()
5/0 eo®) dt = —o1 g(—uc )
= —dlog(ec(z)G(x)) + dlog pc- (5.14)

Oletuksen (ii) mukaan pitee — log(ec(z)G(z)) = O(—log G(x)), missi ordo-notaatio
O tarkoittaa médritelmédn A.8 mukaista joukkoa

O(—1logG(z)) = {f(x) | 3c > 03wy > 0V >z : 0 < f(z) < —clogG(x)}.

Kyseistd joukkoa hyddyntimalli saadaan yht#lssa (5.14) olevalle termille — log (e () G(z))
ylaraja o B
—dlog(ec(z)G(z)) < delog G(x),

missa ¢ > 0 on jokin joukon O(— log E(a:)) vaatima positiivinen kerroin. Valitaan ¢ = dc.
Koska epayhtdlossa (5.13) esitetty ylaraja patee raja-arvon ominaisuuksien perusteella kai-
killa 9 > 0, niin talloin myos termi ¢’ voi saada minka tahansa positiivisen arvon riippumatta
termin ¢ > 0 arvosta. Talloin voimme o-notaation mukaisesti merkita

o(—logG(z)) = {f(z) | V¢ > 03w >0Vz > 20: 0< f(z) < —logG(z)} (5.15)

Hyddyntamalla joukkoa 0(— log @(x)) yhtal6 (5.14) saadaan ilmaistua muodossa

5/ L dt = o(—log G(z)) + dlog uc,
o ec(t)

jolloin yhtalon (5.11) integraalille patee

/m h(t) dt = A(s) + dlog pg +o(log G(2)) -
0 eG(t) :5?1) .

Sijoituksella r(z) = F(z)/G(z) yhtalosta (5.11) saadaan ratkaistua yhtdsuuruus

R
—log F(z) = —log G(z) — log(Z—g) —log<ijgg) +o(—log G(z)) + O(1)

eq(x)
er ()

Termin 0(— log a(x)) avulla saadaan yhtalon (5.16) asymptoottinen kayttdytyminen
madrattya yhtilossa (5.15) olevia ala- ja ylarajoja hyodyntamalla. Talloin arvioimalla ter-

= —log G(r) — 1og( ) + o(—1log G(z)) + O(1). (5.16)
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mi o(—log G(z)) alaspiin nollaksi saadaan

—log F(x) > —log G(z) — log(Zjég) +O(1),

josta termilla — log G(x) > 0 puolittain jakamalla saadaan

T (E8) o)
—logG(x) ~ log G(7) log G()

Kun x — 00, niin talléin — log G(x) — oo ja oletuksen (i) mukaan log(eq(z)/er(z)) — 0.
Tall6in rajankaynnin x — oo jalkeen saadaan epayhtalo
—log F'(x) S

im — > (5.17)
z—00 —log G(x)

Arvioimalla yhtalossa (5.16) olevaa termia 0(— log @(:1:)) ylospain saadaan

—log F(z) < —log G(z) — 10g<2jgg) —dlog G(x) — O(1)

=—lo cc(z) —log G(z ) —
— g 450 ) ~ e Gila)(1+.¢) - O()

josta jakamalla puolittain termilli — log G(x) saadaan

B — 10g<ic(i)>
log F(x) _ B\er@) o, OO
—log G(z) log G(z) log G(z)
Raja-arvon z — oo ottamisen jilkeen jéljelle jaa epayhtalo
—log(F
lim M <1l+¢.

z—o0 —log(G(z)) ~
Koska vakio ¢’ saa olla miké tahansa mielivaltaisen pieni positiivinen reaaliluku, niin talloin
rajalla ¢ — 0 raja-arvolle saadaan ylaraja
—log(F
im M <1 (5.18)
z=00 —log(G(z))
Yhdistdmalla epayhtaloiden (5.17) ja (5.18) antamat ala- ja yldrajat saadaan péateltyd

lim _ILE(QC) =1 & —logF(z)~ —logG(x).
z—o0 —log G(x)

Ekvivalenssin — log F/(z) ~ —logG(z) pohjalta tiedimme my®és etti kaikilla ¢ > 0 on
olemassa xy > 0 jonka jalkeen kaikilla x > z, epayhtalot
—log F(z)

1-— —
—log G(z)

<l+-¢

patevit. Termilld — log G(x) kertomisen ja logaritmin laskusiintojen kiyttimisen jilkeen
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ylld oleva epayhtilo saadaan ilmaistua muodossa
G(x)'° < F(z) < G(z)'*=.

Téten ylld olevan epéyhtédlén mukaan jokaisella ¢ > 0 tarpeeksi suurilla # > o hénta-
funktiolle F'(x) saadaan yli- ja alarajat hantafunktion GG (x)'** arvoja hyddyntamalla, joka
voidaan ilmaista my6s muodossa F'(x) = G ()" o). O

Téaten ehtojen (7) ja (ii) patiessd ja odotusarvojen pif ja i ollessa ddrellisia patee asymp-
toottinen yhtisuuruus —log(F(z)) ~ —log(G(z)). Téten jos F(z) on tuntemattoman ja-
kauman aineistosta arvioitu hantifunktio ja G(z) tunnetun jakauman analyyttinen hanta-
funktio, niin talléin proposition 5.9 mukaan suurilla z hintifunktio F(z) voidaan korvata
hantafunktiolla G (z), silla tasta aiheutuvat virheet ovat asymptotiikan perusteella pienii.
Tasta on hyotya varsinkin laskennallisissa tilanteissa, silld aineistosta arvioitu hantafunktio
F(x) ei valttimitta anna yhta tarkkaa tietoa jakauman hannista kuin tunnettu analyyttinen
hantafunktio G (z).

Proposition vaatiman (ii) ehdon patevyyden varmistamiseen artikkelissa (Hall & Well-
ner, 1981) esitettiin ehto liminf, ,,, eg(z) > 0. Ehdon pitiessi tulo eq(2)G(z) voi olla
nolla ja logaritmi — log (ec(z)G(x)) déretdn pelkdstisn hantidfunktion G(z) toimesta. T4l-
16in voidaan valita vakio ¢ > 0 jolla yliraja —clog(G(z)) pitee termille — log(ec(z)G(x)),
silla jalkimmainen termi ei voi menna darettoméaksi ilman ettd ensimmaiinen termi menisi
aarettomaksi.

5.3 | Hannan tyypin miiraiminen

Jo johdannossa on kerrottu mahdollisuudesta tehda jakaumapaatelmia kuvan 1.1 kaltaisia
kuvaajia hyodyntamalla. Esityslauseen 4.14 ja proposition 5.9 pohjalta tieddmme, etta jos
keskiylitysfunktion kuvaaja muistuttaa jonkin tunnetun jakauman keskiylitysfunktiota, niin
talloin myos taustalla olevat jakaumat ovat melkein samoja. Voidaanko tdman lisaksi teh-
da viela yleisempia paatelmid jakauman tyypista jos keskiylitysfunktio ei muistuta mitaan
tunnettua keskiylitysfunktiota? Seuraavassa kuvassa on esitetty luvuissa 4 ja 5.1 laskettuja
keskiylitysfunktioita vierekkain silmamaaraisen tarkastelun helpottamiseksi.

Ylitetaso u Ylitetaso u

(a) Luvun 4 keskiylitysfunktiot (b) Luvun 5.1 keskiylitysfunktiot

Kuva 5.2: Tutkielmassa laskettujen kevyt- ja paksuhantaisten jakaumien keskiy-
litysfunktioiden kuvaajat.
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Yksi kuvasta 5.2 huomattava asia on keskiylitysfunktioiden asymptoottinen kayttayty-
minen. Kuvan 5.2a jakaumista tasa-, eksponentti- ja normaalijakauman keskiylitysfunktiot
ovat kevythantéisid, kun taas yleistetty Pareto-jakauma on paksuhintiinen jakauma. Vas-
taavasti kuvan 5.2b paksuhéntiisten jakaumien keskiylitysfunktiot ovat kasvavia.

Erot keskiylitysfunktioiden asymptoottisessa kayttaytymisessa nayttaisivatkin johtuvan
jakauman hinnin paksuudesta. Kaikkien rajatta kasvavien keskiylitysfunktioiden jakau-
mien héntd on paksumpi kuin eksponenttijakauman hants, ja kaikkien nollaa kohti suppe-
nevien jakaumien hanta on kevyempi kuin eksponenttijakauman hanta. Eksponenttijakau-
ma toimiikin kuvassa 5.2a rajatapauksena, joka erottelee kevyt- ja paksuhéntiiset jakaumat
toisistaan. Myohempéaa kayttoa varten on hyodyllista yhdistaa kuvasta 5.2 tehdyt empiiriset
huomiot seuraavaksi matemaattisesti perustelemattomaksi yhteenvedoksi:

Tutkituilla paksuhdntdisilld jakaumilla keskiylitysfunktio kasvaa rajatta ja tutkituilla kevyt-
héntdisilld jakaumilla keskiylitysfunktio on laskeva. Eksponentiaalijakauman keskiylitysfunk-
tio on vakio.

Samoihin huomioihin keskiylitysfunktion kayttaytymisesta on paadytty myos kirjalli-
suudessa (Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005; Ghosh & Resnick, 2010; Asmussen & Stef-
fensen, 2020). Yhteenvetoa hyodyntamalla voidaan tehda nopea aineistopohjainen tarkaste-
lu joka kertoo tulisiko mallinnuksessa kayttda kevyt- tai paksuhéntaista jakaumaa. Taméan
lisaksi yleisessa kaytossa olevien jakaumien keskiylitysfunktiot ovat kirjallisuudessa tun-
nettuja, ja niitd hyodyntamalla on mahdollista tehdé tarkempia paatelmia aineiston taustal-
la olevasta jakaumasta. Keskiylitysfunktioita hyddyntdvaan aineistopohjaiseen paittelyyn
tutustutaan tarkemmin luvussa 6.
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6 | Sovelluksia aineistoihin

Edellisissa luvuissa esitettiin miten keskiylitysfunktio kayttaytyy ja millaisia yleisia tuloksia
sille patee. Kaytannon hyotyé varten néita tietoja tulisi pystya hyodyntdmaan myds aineisto-
pohjaisessa paittelyssd, missa positiivisarvoisen havaintoaineiston X3, ..., X, generoinut
jakauma ei valttamatta ole selvilld. Télloin ei voida suoraan laskea analyyttista esitysmuotoa
keskiylitysfunktiolle, vaan on kaytettdva empiiristd jakaumaa. Miten talldisessa tilanteessa
keskiylitysfunktiota voi hyodyntaa aineistopohjaisessa paattelyssa?

Taman luvun tavoitteena on esittda miten lukujen 4 ja 5 tuloksia voi hyodyntaa aineisto-
pohjaisessa mallinnuksessa, kdyttden esimerkkind R:ss@ generoituja aineistoja seka luvuis-
sa 6.2 ja 6.3 vapaasti saatavilla olevia aineistoja. Aineistopohjaisen tydskentelyn vuoksi on
madriteltava tapa laskea keskiylitysfunktio havaintoaineiston X7, ..., X,, pohjalta. Téhédn
tarkoitukseen kirjallisuudessa kaytetaan otoskeskiylitysfunktiota.

Maiaritelma 6.1. (Otoskeskiylitysfunktio) Havaintoaineistosta X1, Xs, ..., X,, saadaan las-
kettua otoskeskiylitysfunktio e, (u) kayttamalla kaavaa

1
€n(U) = #{] : Xj N U} j:éu(){j - U),

missd #{j : X; > u} on tason u ylittdvien havaintojen lukumaara ja 3, v, (X; —u) on
tason v ylittivien havaintojen X; ja u vilisten etdisyyksien summa.

Otoskeskiylitysfunktion implementointi eri laskentaohjelmistoille ei ole haastavaa. Esi-
merkiksi R:114 toteutuksen voi tehdi itse (Koodi B.2) tai hyddyntdmalla jo olemassa olevia pa-
ketteja, kuten Relns-paketissa (Reynkens & Verbelen, 2020) 16ytyvaa komentoa MeanExcess.
Kun otoskeskiylitysfunktion arvot on laskettu jokaisella havainnolla X, niin tdmén jalkeen
pistejoukon

[(Xisea(X0) i € {L,...,n}}

pohjalta piirretaan otoskeskiylityskuvaaja. (Embrechts ym., 1997)

Otoskeskiylitysfunktion kéayttaytymisen tarkasteluun on parasta lahestya satunnaisesti
generoidun aineiston avulla. Talloin tiedimme yksikasitteisesti jakauman F' josta havain-
not X1, ..., X, on saatu. Kayttimalla jakauman hantafunktiota F'(x) voidaan laskea my®s
analyyttinen keskiylitysfunktio, ja piirtimaélla otos- ja analyyttinen keskiylitysfunktio sa-
maan kuvaajaan voidaan vertailla mitd mahdollisia eroja nididen kahden kayttaytymisessa
on. Kuvassa 6.1 yleistetystd Pareto-jakaumasta parametrein { = 1/2 ja § = 1, eksonent-
tijakaumasta parametrilla A = 1 ja taitetusta normaalijakaumasta FN(2,1) on simuloitu
100 000 havaintoa, ja ndiden pohjalta on piirretty simuloitujen jakaumien otos- ja analyyt-
tiset keskiylitysfunktiot. Otoskeskiylitysfunktioiden piirtdmisessd on sovellettu koodia B.4.
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Kuva 6.1: Yleistetysta Pareto-, eksponentti- ja taitetusta normaalijakaumasta ge-
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= 100000) frekvenssihistogrammit ja ndiden

pohjalta laskettujen analyyttisten (oranssi) ja otoskeskiylitysfunktioiden (sini-

nen) kuvaajat.
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Tarkastelemalla kuvan 6.1 histogrammeja ja otoskeskiylitysfunktioita vierekkdin on mah-
dollista ndhda miten otoskeskiylitysfunktio reagoi havaintojen méaran muuttokseen. Jokai-
sessa esimerkin tilanteessa havaintojen arvojen kasvaessa havaintojen lukumééri vahenee,
mikd muodostaa omia haasteitaan aineiston analysoinnissa suurilla arvoilla. Tallaisissa ti-
lanteissa on jarkevinta kayttaa luvussa 3.3 esitettya kaikkia tason w > 0 ylittavia havaintoja
hyodyntavaa tason ylittavat huiput -menetelméaé, johon myo6s keskiylitysfunktiot pohjautu-
vat ylitejakaumien kautta.

Aineiston pohjalta laskettu otoskeskiylitysfunktio ei kuitenkaan muodosta tdysin teo-
reettista vastinetta vastaavia kuvaajia. Esimerkiksi eksponenttijakauman tilanteessa (Kuva
6.1d) arvon u = 3 jalkeen otoskeskifunktio ei ole endi ole teoreettisen vastineensa kaltainen
vakio, vaan sen kuvaaja alkaa olemaan ykkdsen molemmilla puolilla. Samaa kayttaytymista
on havaittavissa my0s yleistetyn Pareto-jakauman otoskeskiylitysfunktion kuvaajassa (Ku-
va 6.1b), jossa ylitetaso u = 125 jakaa otoskeskiylitysfunktion kayttaytymisen kahteen eri
tilanteeseen; arvoilla © < 125 kasvu on lineaarista mutta arvoilla v > 125 kasvun lineaa-
risuus ei ole endd yhta selkeasti havaittavissa. On kuitenkin huomautettava kuinka ldhella
otoskeskiylitysfunktio on teoreettista vastinettaan havaintojen méérin ollessa suuri, kuten
taitetun normaalijakauman tilanteessa (Kuva 6.1f) on selkeiten nihtavissa. Vasta havaintojen
lukuma&éran viahentyessa radikaalisti otoskeskiylitysfunktion kayttaytyminen alkaa selvasti
eroamaan teoreettisesta vastineestaan.

Otoskeskiylitysfunktioiden kuvaajat ovat muutenkin harvoin tiysin samankaltaisia kuin
niiden teoreettiset vastineet. Tama nakyy selkeimmin suurilla ylitetasoilla, silla talloin ta-
son v > 0 ylittavistd havainnoista lasketaan keskiarvo jonka mahdollisesta arvosta ei ole
mitdan takeita. TAma johtuu siitd, ettd keskiarvon laskemisessa kaytetddn vahaistda maaraa
pisteita, ja yksittaiselld poikkeavalla havainnolla voi olla suuri vaikutus keskiarvoon. T&-
man vuoksi keskiylityskuvaajia piirtdessid on perusteltua jattda muutama suurin havainto
piirtoaineiston ulkopuolelle. (McNeil ym., 2005) Kuvan 6.1 keskiylitysfunktioiden piirtami-
sessd on jatetty kolme suurinta havaintoa huomioimatta, ja tistd eteenpiin kaikissa timan
luvun otoskeskiylityskuvaajissa noudatetaan samaa tapaa.

Kuvan 6.1 esimerkkien lisdksi on my6s hyodyllista tietdd miten kirjallisuudessa keskiyli-
tysfunktioita hyddynnetaan eri aineistojen pohjalla jakaumaa mallinnettaessa. Seuraavassa
luvussa luodaankin yleiskatsaus keskiylitysfunktion kayttoon eri mallinnustilanteissa.

6.1 | Otoskeskiylitysfunktion hyédyntiminen

Ennen keskiylitysfunktioiden piirtamistd havaintoaineiston pohjalta on palautettava mie-
leen luvussa 3 esitetyt teoreettiset vaatimukset. Kyseisessa luvussa esitettiin matemaattinen
perusta dariarvoteorialle, mutta kdytdnnon sovelluskohteissa ei aina ole mahdollista hyo-
dyntaa analyyttisid esitysmuotoja ja vesitiiviita oletuksia jakaumasta F'. Sovelluskohteis-
sa kasitellddn havaintoaineistoja, joiden pohjalta lasketaan tunnuslukuja ja piirretdan eri
otoksiin pohjautuvia kuvaajia. Télloin onkin hyva kysya milla tavalld 44rimmaiset havain-
not nakyvit aineistoissa (Embrechts ym., 1997). Aariarvoteoria antaa meille kuitenkin hyvia
tyokaluja harvinaisten tapahtumien mallintamiseen, ja jos niitd haluaa kayttda on pyrittava
edes jollain tavalla varmistamaan luvussa 3 esitettyjen oletusten voimassaolo.

Luvun 3 oletuksista oleellisin oletus on havaintojen X, ..., X, samoin jakautuminen
ja riippumattomuus seka oletus F' € MDA(H;) jollain £ € R, silld tassd tyGssa esitet-
ty aariarvoteoria pohjautuu juurikin naiden oletuksien hyodyntamiseen. Nédiden oletusten
ollessa voimassa on myds perusteltua kayttdd mallinnuksessa méaritelmassa 3.11 esitetty-
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ja Gumbelin, Fréchetin ja Weibullin jakaumia, silla melkein kaikki yleisessd kaytossa ole-
vat jakaumat kuuluvat niaiden kolmen vaikutuspiiriin (Embrechts ym., 1997). Havaintojen
Xi,...,X, samoin jakautuneisuus ei myoskaan ole triviaalia, vaikka havainnot olisivat-
kin havaittu samasta prosessista eri vuosien aikana. Jos havainto X; esimerkiksi kuvastaa
maksettua vakuutuskorvausta, niin eri vuosien maksut voi inflaatiokorjata samalle tasolle,
jolloin on perustellumpaa olettaa havaintojen X3, ..., X,, olevan samoin jakautuneita.

Oletusten ollessa kunnossa voidaan vihdoin alkaa kayttamaéan keskiylitysfunktioita ai-
neiston analysoinnissa. Keskiylitysfunktioiden kéytetyin ominaisuus sovelluskohteissa on
luvussa 5.3 esitetyn yhteenvedon hyddyntiaminen jakauman hénnén paksuuden méaaritta-
misessa. Téalloin kasvavan keskiylitysfunktion tilanteessa mallinnuksessa kannattaa valita
kaytettaviksi paksuhdntiinen jakauma, ja vastaavasti keskiylitysfunktion laskiessa kevyt-
hantédinen jakauma. Kun mallinnuksessa kaytettavan jakauman héannan paksuus on valittu,
niin talloin voidaan keskittya tarkemmin itse jakauman tyypin ja parametrien arviointiin.
(Embrechts ym., 1997)

Taman lisaksi keskiylitysfunktioita voi hyddyntaa tarkemmin jakauman hanndn maa-
raamisessa. Yksi tapa liittyy suoraan Pickands-Balkema-de Haanin lauseen (Lause 3.17)
hyoddyntdmiseen. Kyseisen lauseen oletusten tdyttyessa tarpeeksi suurilla x ylitejakaumaa
F,(x) voi approksimoida yleistetyn Pareto-jakauman kertyméfunktiota G¢ () () kdyttaen.
Esimerkissa 4.6 laskettu yleistetyn Pareto-jakauman keskilylitysfunktio

B+ &u £ p
e(u) = 1_5—1_5714—1_5 (6.2)
on lineaarinen, ja myos kuvassa 6.1b esiintyvé yleistetyn Pareto-jakauman otoskeskiylitys-
funktio vaikuttaisi olevan verrattaen lineaarinen. Taten jos keskiylitysfunktio vaikuttaisi
olevan lineaarinen, niin tilldin on perusteltua yrittaa sovittaa yleistettyd Pareto-jakaumaa
ylitejakaumaksi. (Hall & Wellner, 1981; Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005)

Otoskeskiylitysfunktiot eivat kuitenkaan ole aina tdysin lineaarisia. Usein jakauman alus-
sa keskiylitysfunktio voi kayttiaytya eri tavalla kuin jakauman loppupééssa, jolloin voi olla
jarkevaa pyrkia mallintamaan jakaumaa /' kayttamalla kahta tdysin eri jakaumaa Fj ja Fb.
Tallaista mallia sanotaan sekamalliksi. (Hogg & Klugman, 1984)

Maiairitelmai 6.3. (Sekajakauma) Olkoot F'(x) ja F5(x) kahden eri jakauman kertyméafunk-
tioita ja p todennakaisyys ettd havaittu tapahtuma tuli jakaumasta F. Talloin sekajakauman
kertyméafunktio F'(z) saadaan kaavalla

F(z) = pFi(z) + (1 = p) (). (6.4)

Usein darimmaisia ilmidita mallinnettaessa selked enemmistd havainnoista keskittyy
pieniin arvoihin ja d4arimmaisia ilmi6ita kuvastavat suuret havainnot ovat vahaisia. Taméan
vuoksi jakauma F} voidaan valita kuvastamaan jakaumaa F valilld [0, u) ja jakauma F; ku-
vastamaan ylitejakaumaa F;, valilld [u, 00), jolloin jakauman arviointi suoritetaan kahdessa
eri osassa. Yksi tapa arvioida parametria p aineiston pohjalta on laskea suhteellisesti kuinka
monta havaintoa kaikista havainnoista on valilld [0, u), jolloin saamme laskennassa kaytet-
tavan arvion p. Kertymafunktion Fj(x) arviointi voidaan usein tehdd havaintojen suuren
lukumaaran vuoksi melko tarkasti empiiristd kertymdfunktiota kayttaen. (Hogg & Klugman,
1984)
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Mairitelma 6.5. (Empiirinen kertyméafunktio) Olkoot X7, ..., X, riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita havaintoja jakaumasta F'. Talloin jakauman F' empiirinen kertymdfunktio
pisteessa u on

1 n
Fo(u) = n Z Lixi<uy-
i=1

Yksi mahdollinen tapa laskea empiirinen keskiylitysfunktio R:ssd on hyodyntaa perusko-
mentoa ecdf tai implementoida se itse (Koodi B.3). Jos jollain valilla on tarpeeksi havaintoja
jakaumasta F’, niin empiirinen kertymafunktio voi antaa kaytettavan arvion kyseisen va-
lin jakaumasta. On kuitenkin muistettava etta jatkuvaa jakaumaa mallinnettaessa diskreetti
F,.(z) ei tule ikina tdysin vastaamaan jatkuvaa vastinettaan F'(x), jonka vuoksi olisi hyva
pyrkia muodostamaan jatkuva arvio empiirisen kertyméafunktion pohjalta (Hogg & Klug-
man, 1984).

Yhtalon (6.4) mukaista sekajakaumaa sovellettaessa on kuitenkin tehtéva perusteltavissa
oleva paitos misté pisteesta u ldhtien jakauma F' hajotetaan jakaumiksi F} ja F5. Yksi tapa
tehda tima on hyodyntaa Pickands-Balkema—de Haanin lausetta (Lause 3.17) seki esimer-
kissa 4.6 laskettua yleistetyn Pareto-jakauman keskiylitysfunktiota. Talloin tarkoituksena
on pyrkid valitsemaan sellainen ylitetaso v > 0 jonka jélkeen kaikilla z > wu otoskeskiy-
litysfunktio e, (x) on likimain lineaarinen, jolloin ylitejakaumaksi F, voidaan lauseen 3.17
mukaisesti valita yleistetty Pareto-jakauma sopivilla parametreilla. Taménlaisella empiirista
kertymafunktiota seka yleistettya Pareto-jakaumaa yhdistavalld lahestymistavalla voidaan
saavuttaa hyvé arvio jakaumasta /', kunhan ylitetaso u > 0 on valittu tarpeeksi suureksi.
(Embrechts ym., 1997)

Keskiylitysfunktioiden kuvaajien muotoja voi my6s hyodyntaa paattelyssa (Hogg & Klug-
man, 1984). Tassa tutkielmassa on laskettu joidenkin keskiylitysfunktioiden esitysmuotoja,
jalisaa on laskettu kirjallisuudessa, kuten esimerkiksi taulukko 3.4.7 kirjasta (Embrechts ym.,
1997). Esityslauseen (Lause 4.14) ja proposition 5.9 mukaan jos aineiston pohjalta piirretty
keskiylitysfunktio muistuttaa jonkin tunnetun jakauman keskiylitysfunktiota, niin talloin
on perusteltua kdyttaa tunnettua jakaumaa ja sen tunnuslukuja arvioinnissa. Eri jakaumien
keskiylitysfunktioiden muotojen tunnistamisen on sanottu olevan hyddyllinen taito aarim-
maisia arvoja mallintaessa. (Hall & Wellner, 1981)

Vaikka havaintoaineiston otoskoko n olisi erittdin suuri, niin tistd huolimatta joukos-
sa {Xi,...,X,} on aina olemassa suurin mahdollinen havainto m = max(Xj,...,X,).
Téasté johtuen tieddmme vain sen, ettd jakauman F' kantaja on ainakin véli [0, m], mutta
emme tieda kuinka paljon pidemmalle kantaja jatkuu pisteen m jilkeen. Nykyaan varsin-
kin vakuutus- ja rahoituskonteksteissa jakauman F’ oletetaan olevan luvussa 5.1 esitelty-
jen alieksponentiaalisten jakaumien tyyppinen, jonka seurauksena vilin [0, m] havaintoja
hyodyntamalld on my6s paateltava miten F' kdyttaytyy valilla (m, oo). Taméanlainen valil-
14 (m, 00) jakauman F' kdyttaytymisen paittely ei endd perustu havaintoaineistoon vaan
se on havaintoaineiston ekstrapolaatiota, jonka patemisen perustelu ei ole endi triviaalia
(Asmussen & Steffensen, 2020). Aariarvoteoria muodostaa kuitenkin tukevan perustan jota
hyodyntamalla voidaan pyrkia muodostamaan arvioita myds erittdin suurien havaintojen
todennakoisyyksista. Suuret havaintoaineistot { X1, ..., X, } sisaltivat myos darimmaisia
havaintoja joita voidaan hyddyntéa jakauman mallinnuksessa. (Embrechts ym., 1997)

On my0s muistettava ettd keskiylitysfunktio ei ole ainut menetelméa miti voi hy6dyntaa
aineiston tuottaneen jakauman paattelyssia. Kuvassa 6.1 esiintyvista histogrammeista voi-
daan nahd4 mihin ja miten havaintojen arvot keskittyvét eri kohdille vilille [0, c0). Toinen
kirjallisuudessa usein kédytetty tyokalu on kvantiilikuvio, jossa empiirisen havaintoaineiston
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ja teoreettisen jakauman kvantiilit piirretdan samaan kuvaajaan. Teoreettiset ja empiiriset
kvantiilit ¢ € [0, 1] saadaan yht&loista

Qlg) =inf{zr e R:q < F(x)} ja Qu(q) =inf{z eR:q < F,(z)},

jonka jalkeen kvantiilikuvion pisteet saadaan piirtamalld joukko

{Q(q), Qn(q)}

argumentin ¢ suhteen yli vilin [0, 1]. Kvantiilikuvion pisteiden kdyttaytyminen havainnol-
listaa naiden kahden jakauman kvantiilien valisti yhteytta. Jos pistejoukon approksimaatio-
kayran kasvu poikkeaa suoran x = y kaltaisesta lineaarisesta kasvusta, niin téll6in teoreet-
tinen jakauma ei vastaa empiiristd jakaumaa (McNeil ym., 2005). Kuvassa 6.2 on piirretty
kuvan 6.1 generoiduille aineistoille kvantiilikuviot teoreettisen jakauman Exp(1) suhteen
seka suora z = y helpottamaan visuaalista tarkastelua.

A Pt
=15 =4 ,// = N 7
E E ~ E i
£ g° ’ £’
5 K s2
B 5 L s e
£ ) £ 1 £
<< < <<
0 0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 4
Teoreettiset kvantiilit Teoreettiset kvantiilit Teoreettiset kvantiilit
(@)  Yleistysta  Pareto - (b) Eksponenttijakaumasta  (c) Taitetusta normaalijakau-
jakaumasta GPD(1/2,1) Exp(l) generoitujen havain- masta FN(2,1) generoitujen
generoitujen havaintojen  tojen kvantiilit teoreettisia  havaintojen kvantiilit teoreet-
kvantiilit teoreettisia Exp(1) Exp(1) kvantiileita vastaan. tisia Exp(1) kvantiileita vas-
kvantiileita vastaan. taan.

Kuva 6.2: Kuvassa 6.1 generoitujen havaintoaineistojen kvantiilien vertaami-
nen jakauman Exp(1) teoreettisia kvantiileita vastaan. Siniset pisteet vastaavat
kvantiileita ja oranssi viiva suoraa x = y.

Kuvan 6.2 kvantiilikuvioista voidaan ndhda miten kvantiilikuvioiden pisteet kayttayty-
vat verrattaessa empiirisia kvantiileita tunnetun jakauman kvantiileita vastaan. Empiiris-
ten ja teoreettisten kvantiileiden ollessa samat kvantiilikuvio on kuvan 6.2b kaltainen, jossa
kvantiilikuvion pisteet asettuvat suoralle x = y. Yleistetyn Pareto-jakauman tilanteessa (Ku-
va 6.2a) empiiristen kvantiilien arvot nousevat nopeammin kuin teoreettisten kvantiilien ar-
vot, joka kvantiilikuviossa nakyy pistejoukon kiihtyvana kasvuna. Tall6in voimme péatella,
ettd empiirisen aineiston taustalla on paksuhédntidisempi jakauma kuin verrokkina kaytetty
eksponenttijakauma. Kuvasta 6.2c on havaittavissa empiirisen aineiston kvantiilien nopea
kasvu valilla (0, 1), jonka jalkeen kasvunopeus hidastuu. Tama viittaisi siihen, ettd empiiri-
sella aineistolla on pisteen © = 1 ympéristossa todennakoisyysmassakeskittyma, ja pisteen
x = 4 jalkeen todennékoisyysmassa on vahemmaén kuin eksponenttijakaumalla.

Hyo6dyntdmalla monia eri tyokaluja aineiston analysoinnissa, kuten histogrammeja ja
kvantiilikuvioita, saadaan empiirisen aineiston pohjalta muodostettua parempia arvioita to-
dellisesta jakaumasta. Histogrammeja hyddyntamalla voidaan nahdé onko aineistossa ha-
vaittavissa arvojen keskittymista, keskiylitysfunktioilla voidaan paatelld jakauman kevyt-
tai paksuhéntiisyys ja kvantiilikuvioilla voidaan tarkastella vastaako empiirisen jakauman

46



kvantiilit jonkin tunnetun jakauman kvantiileita. Kirjallisuudessa keskiylitysfunktion sano-
taankin olevan hyva lisatyokalu aineiston visuaaliseen tarkasteluun, silla keskiylitysfunktiot
pystyvit kuvastamaan jakauman hannéan tyyppia paremmin kuin esimerkiksi histogrammit
(Hall & Wellner, 1981; Hogg & Klugman, 1984). Tutkielmassa mainittujen tapojen lisaksi
muita mahdollisia aineistopohjaisen paittelyn tyokaluja ja tilastollisia testeja on kasitelty
kirjallisuudessa (Hogg & Klugman, 1984; Coles, 2001; Kleiber & Kotz, 2003).

Adriarvoteoriaan pohjautuvia menetelmia hyédyntamalla, kuten keskiylitysfunktioita
ja yleistettya Pareto-jakaumaa kayttadmalla, saadaan sovitettua malli joka kuvastaa hantéta-
pahtumien vakavuuksia paremmin kuin pelkastddn empiirista kertyméafunktiota hyodynta-
malla saataisiin. Mallin sovittamisen jalkeen sovitettua jakaumaa voidaan empiirisen jakau-
man kaltaisesti hyodyntdi sovelluskohteissa tehtavissa laskennassa. Esimerkiksi finanssia-
lalla sovitetulla jakaumalla voidaan helpommin laskea VaR-lukuja, simuloida erilaisia tap-
piotilanteita ja laskea ekvivalenssiperiaatteen mukaisia nettokertamaksuja. (Embrechts ym.,
1997) Tunnetun jakauman avulla edelld mainittuja laskuja voidaan helpommin laskea hyo-
dyntamalld monissa laskentaohjelmistoissa olevia komentoja, jotka usein vaativat pelkas-
tdan arvioituja parametreja laskentaa varten. Tall6in myos uuden aineiston pohjalta paivi-
tetyt parametrit voidaan my6hemmin sy6ttaa jo valmiina oleviin komentoihin, silla yksittai-
sen parametrin muuttaminen tilastollisessa mallissa on nopeampaa kuin koko havaintoai-
neiston uudelleenkésittely. (Hogg & Klugman, 1984)

6.2 | SOA Group Medical Insurance Large Claims

SOA Group Medical Insurance Large Claims on yhdysvaltalaisen aktuaariyhdistyksen Society
of Actuaries (SoA) julkaisema aineisto yhdysvaltalaisten ty6nantajien tarjoamien sairaskulu-
vakuutuksien 25 000 $ suuruuden ylittdvien korvauksien arvoista vuodelta 1991. Aineistossa
havaintoja on yhteensa 75 789 kappaletta ja sen lahteena on R-paketti Relns (Reynkens &
Verbelen, 2020).

Koska aineisto sisaltaa havaintoja pelkastaan 25 000 $ ja sitd suuremmista korvausmaa-
ristd, niin talloin voidaan olettaa ettd valin [0, 25 000) jakaumalle on jo jollain tavalla muo-
dostettu jakauma-arvio. Télloin kyseessd on luvussa 3.1 esitetyn ylitejakauman arviointi ta-
sollau = 25000 $, johon tdssi tutkielmassa esitetty ddriarvoteoria soveltuu mainiosti. Voim-
me myos helpotuksen vuoksi olettaa kaikkien havaintojen olevan riippumattomia ja samoin
jakautuneita, jotta luvussa 3 esitettya dariarvoteoriaa voidaan hyddyntaa ongelmitta. Tama
oletus ei valttamatta todellisuudessa pade, silld erilaisilla aloilla on erilaiset riskit sairastua
ja vammautua niin ty6- kuin vapaa-ajalla.

Aineiston tarkastelun voi aloittaa piirtdmalld kuvan 6.3 kaltaisesti histogrammin ja otos-
keskiylitysfunktion kuvaajan. Histogrammista voi pyrkid katsomaan miten aineiston arvot
jakautuvat reaalilukuakselille ja otoskeskiylitysfunktion kuvaajasta voi pyrkia paattelemaan
jakauman hannén paksuutta. Pelkastdédn jo naita kahta tyokaluja kdyttaméalla voidaan mah-
dollisesti 16ytda sopiva aineistoon sovitettava malli.
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Kuva 6.3: SoA-aineiston histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.

Kuvan 6.3a histogrammista on havaittavissa samanlaista arvojen keskittymista pienille
arvoille, mutta havaintoja on myos jonkin verran erittdin suurilla arvoilla. Tama kayttay-
tyminen viittaa paksuhdntédiseen jakaumaan, ja piirretty histogrammi muistuttaakin kuvan
6.1a kaltaista paksuhantdisen yleistetyn Pareto-jakauman histogrammia. Taten histogram-
min pohjalta aineistoon olisi perusteltua sovittaa paksuhéntaisti jakaumaa.

Keskiylitysfunktion kuvaaja (Kuva 6.3b) vaikuttaa olevan silmédmaéériisesti melkein tiy-
sin lineaarinen tasoon 1 250 000 $ asti, jonka jilkeen havaintojen lukuméarian vihentyessi
otoskeskiylitysfunktion arvot alkavat lisadntyvissa maarin poikkeamaan lineaariselta suo-
ralta. Tama kayttaytyminen on odotettavissa suurilla ylitetasoilla, silla talloin kaytannossa
otetaan keskiarvo vihiisestd maarasta havaintoja. Otoskeskiylitysfunktion arvojen kasvu
on kuitenkin padosin lineaarista, jonka mukaan SoA-aineistoon voitaisiin sovittaa yleistet-
tya Pareto-jakaumaa yhtélon (6.2) perusteella.

Koska kuvan 6.3a histogrammi viittaa paksuhantéiseen jakaumaan ja kuvan 6.3b otos-
keskiylitysfunktion kuvaaja lineaarisuuden perusteella nayttiisi vastaavan yleistetyn Pareto-
jakauman keskiylitysfunktiota, niin talloin on perusteltua kokeilla sovittaa aineistoon yleis-
tettyd Pareto-jakaumaa. Tata paatosta tukee mydskin lause 3.17, jonka mukaan tarpeeksi
suurilla u ylitejakauma suppenee kohti yleistettya Pareto-jakaumaa. Jakauman sovitus voi-
daan tehdd esimerkiksi R:ssd paketin Relns komentoa GPDfit kdyttimélla, joka antaa ja-
kauman maéaérittelyssa tarvittavien parametrien estimaattorit 5 ja ﬁ( ). Parametrien selvit-
tdmisen jalkeen voidaan sovitetun jakauman sopivuutta testata ja hienosiatasa esimerkiksi
kvantiilikuvioita kayttamalla.

Jakauman parametrien hienosdddon jalkeen voidaan siirtyd jakauman aiheuttaman ris-
kin tarkasteluun. Luvun 4.3 riskimittoja hyodyntamalla voidaan pyrkia muodostamaan pa-
rempaa kisitysta mahdollisista maksettavista sairaskulukorvauksista. VaR-luvun ja odote-
tun tappion avulla saadaan laskettua jakauman riskid eri kvantiilitasoilla @ € (0, 1) vas-
taavia tunnuslukuja, joita voidaan myohemmin hyodyntéa yrityksen sisdisessa riskienhal-
linnassa ja viranomaisraportoinnissa. Sovitetun jakauman avulla voidaan myds helpommin
simuloida erilaisia tilanteita, ja tarkastella niiden pohjalta miten yrityksen taloudellinen ti-
lanne reagoi korvausvaatimusten lukumaaran muutokseen.
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6.3 | Norwegian automobile insurance losses

Norwegian automobile insurance losses (norauto) siséltaa asiakastietoja norjalaisen vakuutus-
yhtion myontdmien litkkennevakuutusten tiedoista yhden vuoden ajalta. Aineisto sisaltaa tie-
dot yhteensa 183 999 sopimuksesta. Jokaisen sopimuksen kohdalla on tarjolla tarkempia tie-
toja sopimuksesta, kuten esimerkiksi vakuutuksenottajan asuinalue, sukupuoli, lilkenneym-
pariston vilkkaus seké tiedot vuoden aikana maksetuista korvauksista. Naiden asiakkaiden
joukossa korvauksia on maksettu vuoden aikana 8 444 vakuutetulle. Korvausmaarat on il-
moitettu norjan kruunuissa. Aineiston lahteena tédssa tutkielmassa on R-paketti (Dutang &
Charpentier, 2020).

Aineisto mahdollistaisi asiakkaiden jakamisen eri asiakkuusluokkiin esimerkiksi asuin-
paikan ja ajettujen kilometrien perusteella, jolloin voitaisiin jokaiselle luokalle mallintaa
oma tappiojakauma ja tatd hyodyntamalld méaaritella jokaiselta kuluttajalta perittava luok-
kakohtainen vakuutusmaksu. Téssa esimerkissa havaintojen on kuitenkin oletettu olevan
riippumattomia ja samoin jakautuneita tarkastelun yksinkertaistamisen vuoksi. Keskiylitys-
funktion kayton vaadittavien oletusten kasittelyn jélkeen voidaan aineiston tulkinta aloittaa
piirtamalld histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.
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(a) Norauto-aineiston frekvenssihistogrammi (b) Norauto-aineiston otoskeskiylitysfunktion
(n = 8 444). kuvaaja.

Kuva 6.4: Norauto-aineiston histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.

Aineiston histogrammissa (Kuva 6.4a) voidaan nahda miten valtaosa havainnoista kes-
kittyy valille [0,200 000 NOK), jonka jalkeen suuria havaintoja on harvakseltaan. Tama
havaintojen keskittyminen valin [0, 700 000 NOK) ensimmadiselle kolmannekselle viittai-
si jakauman hénnén olevan kuvan 6.1 histogrammien pohjalta kevyempi kuin yleistetyn
Pareto-jakauman héntd, mutta samalla paksumpi kuin eksponenttijakauman hanta. Téaten
histogrammin perusteella kyseessé olisi mahdollisesti jokin paksuhantiinen jakauma, mut-
ta tdytta varmuutta sovitettavasta jakaumasta ei pystytd sanomaan pelkastadn tdmén poh-
jalta.

Otoskeskiylitysfunktion kuvaajaa (Kuva 6.4b) hyodyntamalla voidaan pyrkia valitsemaan
tarkemmin alustavasti sovitettavat jakaumat. Vililla [0, 100 000 NOK) otoskeskiylitysfunk-
tio vaikuttaisi kasvavan logaritmisesti, joka muistuttaa kuvassa 5.2b esiintyvan Weibullin ja-
kauman keskiylitysfunktion kayttaytymistd. Valilla [100 000, 200 000 NOK) kasvu on verrat-
taen lineaarista, joka viittaa yhtalon (6.2) mukaisesti yleistettyyn Pareto-jakaumaan. 200 000
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kruunun ylittavat arvot kayttaytyvat erittdin epasaannollisesti. Kasvu on alussa melkein
pystysuoraa, jonka jilkeen kolme viimeistd arvoa ovatkin samantasoisia. Havaintojen va-
hyyden vuoksi 200 000 kruunun ylittavén jakauman valinnaista ei voida muodostaa otos-
keskiylitysfunktion perusteella tarkkaa kuvaa, vaikka kasvava trendi viittaakin paksuhan-
taisyyteen.

Otoskeskiylitysfunktion vaihtelevan kiyttaytymisen perusteella aineistoon voitaisiin so-
vittaa madritelman 6.3 mukaista sekajakaumaa, missa jakaumaa pyrittaisiin mallintamaan
kayttamalla kahta tai kolmea eri jakaumaa. Vilille [0, 100 000 NOK) voitaisiin pyrkia so-
vittaa Weibullin jakaumaa edelldmainitun logaritmisen kasvun perusteella. Jéljelle jaavaa
tason 100 000 NOK vylittavaa jakaumaa voidaan mallintaa kahdella eri tavalla; joko sovit-
tamalla vileille [100 000,200 000 NOK) ja [200 000 NOK, co) erilliset jakaumat tai vélille
[100 000 NOK, 00) yksi yhtendinen jakauma. Lineaarisen kasvun perusteella hyvi ehdokas
naille kahdelle sovitukselle olisi yleistetty Pareto-jakauma. Jakaumien alustavan sovittami-
sen jalkeen voidaan sovitusten sopivuutta tarkastella esimerkiksi kuvan 6.2 kaltaisia kvan-
tiilikuvioita hyodyntamalla.
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A | Liitteet

Maiairitelma A.1. (Samantyyppiset jakaumat) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumien sa-
notaan olevan samantyyppisid jos ja vain jos on olemassa sellaiset vakiot &« > 0, 5 € R, ettd
yhtdlo

XZay +5

patee.

Lause A.2. (Tyypittdinen suppeneminen) Olkoot X, Y, X, Xy, ... satunnaismuuttujia ja
b, >0, 8, > 0 ja a,, o, € R vakioita. Oletetaan ettd suppeneminen

Xn_an d

— X
bn
pdtee. Tdlloin suppeneminen
Xn - Gn
Sn "0 d (A.3)
Bn
pdtee jos ja vain jos
bn . n — HYn
lim — =b€[0,00) ja lim 2% _ g e R.
n— oo n n—oo n
Jos (A.3) pdtee, niin tdlloin
Y L0X +a

ja a, b ovat ainoat vakiot jotka toteuttavat ylld olevan yhtdlon.
Todistus. Lauseen todistus 16ytyy kirjasta (Billingsley, 1995, luku 2.14). [

Mairitelma A.4. (Pareto-jakauma) Parametrein o > 0 ja k > 0 Pareto-jakautuneen satun-
naismuuttujan X jakaumamerkinti, kertymafunktio ja odotusarvo ovat

E\“ <1
X ~ Par(a, ]{])7 F(Jj‘) =1 <_> ja E(X): {O;’ a = 1,
- a> 1.

. a1’
Pareto-jakauman kantaja on vili x € [k, 00).

Maiairitelma A.5. (Taitettu normaalijakauma) Olkoon X ~ N(pu, o). Talloin satunnais-
muuttujaa Y = | X|, jolloin merkitdadn Y ~ FN(u, o), kutsutaan taitetuksi normaalijakau-
maksi, missd parametria ;4 sanotaan sijaintiparametriksi ja 0 muotoparametriksi. Taitetun
normaalijakauman kantaja on vili [0, 00) ja sen tiheysfunktio on muotoa
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Maiairitelma A.6. (Weibullin jakauma) Parametrein @ > 0 ja 8 > 0 Weibull-jakautuneen
satunnaismuuttujan X jakaumamerkinta, kertyméafunktio ja odotusarvo ovat

X ~ Wei(a, 8), F(z) =1—exp{—az} ja E(X)=a 'T(1+87"),
missd '(¢) on gammafunktio. Weibullin jakauman kantaja on vili [0, co).

Maiairitelma A.7. (Lognormaalijakauma) Satunnaismuuttuja X on log-normaalijakautunut
parametrein ;1 € R ja 0 > 0 jos ja vain jos satunnaismuuttuja Y = In(X) on normaalija-
kautunut. Log-normaalijakauman kantaja on vili (0, 00), ja jakaumamerkinti ja odotusarvo
ovat

X ~ LogN(p,0%) ja E(X)=exp{u+o°/2}.

Miiritelma A.8. (Ordo-notaatio) Olkoot f(z) ja g(x) kaksi funktiota reaaliluvuilla. Talloin
kyseisten funktioiden asymptoottista jarjestysta seka suppenemisnopeuksia kun z — oo
voidaan merkité seuraavilla tavoilla:

« Notaatiolla O(g(x)), jolloin tarkoitetaan joukkoa
O(g(z)) = {f(z) [ Fc > 03zo > 0Vx > 29 : 0 < f(z) < cg(z)},
missa funktio g(z) on asymptoottisesti funktion f(x) yléraja.
« Notaatiolla o(g(x)), jolloin tarkoitetaan joukkoa
o(g(x)) = {f(z) |Ve> 03z > 0Vz > 20 : 0 < f(z) < cg(2)},
missa funktio g(x) on asymptoottisesti funktion f(x) aito ylaraja.

Lisatietoa Ordo-notaatiosta, sen ominaisuuksista ja kaytosta kirjallisuudessa loytyy lahtees-
ta (Peters & Shevchenko, 2015, luku 3.1).

Lause A.9. (Karamatan lause) Olkoon L € R lokaalisti rajoitettu vdlilli [xq, 00) jollain
xo > 0. Talloin

a) kuna > —1:
/ t*L(t) dt ~ (a+ 1) "2 L(z), z — oo,

Zo

b) kuna < —1:

/ t*L(t) dt ~ —(a+ 1) L(z), 7 — .

Todistus. Lauseen todistus 16ytyy kirjasta (Bingham ym., 1987, luku 1.5.7). [l

Lemma A.10. (Leibnizin integroimissddnté) Olkoon f(x,t) ja sen osittaisderivaatta 8%]‘(:6, t)
jatkuvia funktiota muuttujant suhteen, ja jatkuvia muuttujan x suhteen tasolla (x,t), mukaan
lukien alueet a(x) <t < b(x) jaxg < x < x1. Oletetaan myos, ettd funktiot a(x) ja b(x) ovat
molemmat jatkuvasti derivoituvia vilillid v < x < xy. Talloin vdlilld vy < x < x; pdtee

4 [ @ . | o
e (/a(m) f(z,t) dt) = f(x,b(x))-ab(w) - f(a:,a(a:))-aa(x) + /G(I) %f(x,t) dt.

Todistus. Lemman todistus 16ytyy kirjasta (Woods, 1926, luku VI:60). O
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B | Tutkielmassa kiytetyt R-koodit

Koodi B.1. Kuvissa 4.1 ja 5.2a esiintyvan taitetun normaalijakauman keskiylitysfunktion
pisteiden laskemisessa kaytetty koodi.

library(VGAM)

Q <- function(x) 1-pfoldnorm(x, mean = 2, sd = 1)
Q_int <- function(u) integrate(Q,u,Inf)$value

Norm_MEF num <- function(u) Q_int(u)/Q(u)
Norm_MEF_num_vec <- function(u) sapply(u,Norm_MEF_num)

x <- seq(0, 7, by = 0.2)
y <- Norm_MEF_num_vec(X)

Koodi B.2. Yksi tapa laskea otoskeskiylitysfunktion e, (u) arvo pisteessi u:

mef <- function(u, data) {
sum(subset(data, data > u)-u)/sum(data > u)

}

Koodi B.3. Yksi tapa laskea empiirisen kertyméafunktion F),(x) arvo pisteessé x:
emp_cdf <- function(x, data) {

sum(data <= x)/length(data)
}

Koodi B.4. Yksi tapa piirtaa havaintoaineiston pohjalta otoskeskiylityskuviot R:44 kaytta-
malla. Talla koodilla on piirretty kuva 6.3b.

library(Relns)
library(ggplot2)

mef <- function(u, data) {
sum(subset(data, data > u)-u)/sum(data > u)

}

data(soa)
soa <- sort(soa$size)

mef_soa <- function(x) mef(x, soa)
soa_ex <- unlist(lapply(soa, mef_soa), use.names=FALSE)

data_soa <- data.frame(x = head(soa,-3), y = head(soa_ex,-3))
ggplot(data_soa, aes(x,y)) +
labs(x = "Ylitetaso", y="Keskiylitys") +

geom_point(color="darkblue", fill="1lightblue") +
theme_minimal()
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