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Joissain käyttökohteissa havaintoaineistoon sovitettavan jakauman hännän paksuuden valinta ei ole

täysin suoraviivaista. Jakauman valinta tulee kuitenkin aina perustella jollain tavalla. Kirjallisuudes-

sa alustavan arvion luomiseksi on ehdotettu keskiylitysfunktioiden hyödyntämistä. Keskiylitysfunk-

tiot pohjautuvat vakuutus- ja finanssimatemaattisissa sovelluksissa käytettyihin odotettu tappio

-riskimittoihin, joita hyödynnetään sijoitussalkkujen riskillisyyden mittaamisessa. Keskiylitysfunk-

tioiden kuvaajien pohjalta voidaan mallintamiseen valita alustavasti joko kevyt- tai paksuhäntäinen

jakauma.

Tutkielman tavoitteena on esitellä lukijalle miten keskiylitysfunktioita voidaan käyttää jakauman

hännän tyypin määräämisessä ja mihin matemaattiseen teoriaan keskiylitysfunktioiden käyttö poh-

jautuu. Tämän lisäksi esitetään keskiylitysfunktioiden ominaisuuksia ja niiden käyttöä tilastollisissa

mallinnustilanteissa esimerkkejä hyödyntäen.

Tutkielman toisessa luvussa esitetään todennäköisyysteorian perusteisiin kuuluvia määritelmiä ja

tutkielmassa käytettäviä merkintätapoja. Kolmannessa luvussa esitetään todistuksitta tutkielmassa

tarvittavan ääriarvoteorian lauseita ja määritelmiä, joiden päälle keskiylitysfunktioiden käyttämä

teoria myöhemmin pohjautuu.

Tutkielman neljännessä luvussa keskiylitysfunktiolle esitetään analyyttinen määritelmä ja lasketaan

tämän lisäksi joillekin tunnetuille jakaumille keskiylitysfunktion analyyttinen esitysmuoto. Analyyt-

tista määritelmää hyödyntäen todistetaan propositio, joka kertoo millaisia ominaisuuksia keskiyli-

tysfunktiolla on mielivaltaisella epänegatiivisella jakaumalla. Neljännessä luvussa todistetaan myös

että jakauman häntäfunktio voidaan esittää keskiylitysfunktioita käyttämällä ja esitetään kaksi ris-

kienhallinnassa usein käytettyä tapaa havainnollistaa tappioiden vakavuutta: VaR-luku ja odotettu

tappio.

Tutkielman viidennessä luvussa syvennytään vakuutus- ja finanssimatemaattisissa sovelluksissa

esiintyvien paksuhäntäisten satunnaismuuttujien maailmaan. Luvun lopuksi esitetään tutkielmassa

tehtyjen huomioiden sekä kirjallisuuden pohjalta yhteenveto keskiylitysfunktion käyttäytymisen ja

jakauman hännän paksuuden välisestä yhteydestä.

Tutkielman kuudennessa luvussa esitetään yhteenveto kirjallisuudessa esiintyvistä keskiylitysfunk-

tioiden hyödyntämistavoista. Kirjallisuuskatsauksen muodossa pyritään esittämään lukijalle katta-

vasti miten keskiylitysfunktion kuvaajia voidaan havaintoaineiston pohjalta piirtää ja mitä piir-

retyistä kuvaajista voidaan lukea. Luvussa myös sovelletaan tutkielman tuloksia ja kirjallisuuden

huomioita kahteen vakuutussovelluksissa kerättyyn aineistoon.
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1 | Johdanto

Havaintoaineistojen pohjalta muodostetaan monenlaisia arvioita aineiston taustalla olevas-
ta satunnaisilmiöstä. Tilastotieteen kursseilla opitaan miten odotusarvoa tai varianssia voi-
daan arvioida eri tilanteissa, ja hyödyntämällä pelkästään näitä kahta tunnuslukua voidaan
muodostaa arvioita aineiston luoneen satunnaismuuttujan jakaumasta. Näitä arvioita hyö-
dyntämällä voidaan tehdä yksinkertaisia arvioita esimerkiksi siitä kuinka suuri nettokerta-
maksun P tulisi olla tulipalovakuutuksissa, jotta vakuutusyhtiön vakavaraisuus ei vaaran-
tuisi toiminnan aikana.

Esimerkin tilanteessa ongelman muodostaa aineistossa olevat harvinaiset ja erittäin suu-
ret havainnot. Ne ovat selvästi mahdollisia, mutta millä todennäköisyydellä? Tämän toden-
näköisyyden arvioiminen on hyvä tehdä perusteellisesti, sillä nettokertamaksun P suuruus
yksinkertaistetussa tilanteessa voidaan määritellä ekvivalenssiperiaatteen mukaan muodos-
sa

P = E(X)= E
(
X1{X≤u}

)
+ E

(
X1{X>u}

)
.

Jos tasoa u suurempien havaintojen todennäköisyyttä aliarvioidaan, niin vakuutusyhtiö ei
saa kerättyä tarpeeksi vakuutusmaksuja tulevia korvauksia varten. Jos tätä todennäköisyyt-
tä toisaalta yliarvioi, niin tällöin nettokertamaksuP on liian suuri, mikä voi karkoittaa asiak-
kaita muiden vakuutusyhtiöiden asiakkaiksi samalla vähentäen yrityksen liikevaihtoa.

Ääriarvoteorian saralla on kehitetty monia eri tapoja arvioida satunnaismuuttujan ja-
kaumaa aineiston pohjalta erittäin suurilla arvoilla. Yksi kirjallisuudessa usein esiintyvä työ-
kalu on keskiylitysfunktio, joka määritellään ehdollisen odotusarvon avulla muodossa

e(u) = E(X − u | X > u),

silloin kun odotusarvo on määritelty. Jokaiseen reaaliluvuilla määriteltyyn integroituvaan
todennäköisyysjakaumaan voidaan liittää keskiylitysfunktio, jonka kuvaajia katsomalla voi-
daan tehdä päätelmiä jakauman tyypistä. Kirjallisuudessa keskiylitysfunktioiden kuvaajia
havainnollistetaan usein kuvan 1.1 kaltaisesti.
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Kuva 1.1: Yksi tapa havainnollistaa keskiylitysfunktioiden käyttäytymistä eri
jakaumien suhteen. Kuvasta voidaan nähdä että havainnollistetut keskiylitys-
funktiot voivat olla kasvavia, vakioita tai laskevia. (Hogg & Klugman, 1984;
Embrechts ym., 1997)

Tämän tutkielman tavoite on selittää mitä kuvassa 1.1 näkyvä funktioiden käyttäytyminen
tarkoittaa ja mihin se matemaattisesti perustuu.

Tutkielman lukijalta odotetaan todennäköisyysteorian perusteiden tuntemista, jota tu-
kevia määritelmä esitellään tutkielman toisessa luvussa. Kolmannessa luvussa lukijalle esite-
tään ääriarvoteorian keskeiset kysymykset ja tulokset sekä esitetään keskiylitysfunktioiden
matemaattisen perustan muodostavat lauseet. Näissä kahdessa luvussa ei esitetä todistuksia,
vaan niiden tarkoituksena on olla lyhyt yleiskatsaus tässä tutkielmassa tarvittavan ääriar-
voteorian maailmaan.

Tutkielman neljännessä luvussa esitetään keskiylitysfunktion määritelmä sekä todiste-
taan analyyttisesta määritelmästä seuraavia ominaisuuksia. Samassa luvussa myös todiste-
taan, että tiettyjen oletusten ollessa voimassa satunnaismuuttujan jakaumalla ja keskiylitys-
funktiolla on yhteys jota voidaan hyödyntää käytettävän jakauman valinnassa. Tutkielman
viidennessä luvussa keskitytään paksuhäntäisiin satunnaismuuttujiin ja siihen miten pak-
suhäntäisyys näkyy keskiylitysfunktion kuvaajassa. Tutkielman kuudennessa luvussa esi-
tetään miten keskiylitysfunktioita voidaan käyttää havaintoaineiston kanssa, mitä kaikkea
keskiylitysfunktion kuvaajasta voi päätellä kirjallisuuden mukaan ja sovelletaan kyseisiä
kirjallisuuden tuloksia kahteen julkisesti saatavilla olevaan vakuutusyhtiöiden keräämään
aineistoon (Dutang & Charpentier, 2020; Reynkens & Verbelen, 2020).

Tutkielman termien suomennoksissa on hyödynnetty lisensiaattityössä (Leppisaari, 2013)
esiintyneitä käännöksiä soveltuvin osin. Englanninkieliset alkuperäistermit on merkitty kään-
nöksen viereen sulkuihin. Tutkielman päälähteitä ovat artikkeli (Hall & Wellner, 1981) sekä
kirjat (Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005) ja (Asmussen & Ste�ensen, 2020).
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2 | Määritelmiä

Tässä kappaleessa palautetaan mieleen ja esitellään tutkielmassa tarvittavia määritelmiä ja
merkintöjä. Lukijan oletetaan tuntevan todennäköisyysteorian perusteet. Määritelmien läh-
teinä ovat pääasiallisesti (Billingsley, 1995) ja (Grimmett ym., 2001).

Määritelmä 2.1. (Todennäköisyysavaruus) Kolmikkoa (Ω,F ,P) sanotaan todennäköisyy-
savaruudeksi, jossa

1. Ω on kaikkien mahdollisten tapahtumien avaruus,
2. F on valittu kokoelma Ω osajoukkoja, jotka muodostavat sigma-algebran ja
3. P on todennäköisyysmitta, joka antaa jokaiselle joukolle A ∈ F arvon väliltä [0, 1].

Määritelmä 2.2. (Satunnaismuuttuja) KuvaustaX : Ω→ R sanotaan satunnaismuuttujaksi
jos {X ∈ B} ∈ F kaikilla B ∈ B, missä B on Borelin sigma-algebra reaaliluvuilla.

Määritelmä 2.3. (Indikaattorifunktio) Olkoon A ⊂ Ω joukko. Indikaattorifunktio 1A on
kuvaus joukolta Ω joukkoon {0, 1} siten, että

1A(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x 6∈ A,

kun indikaattori tulkitaan satunnaismuuttujaksi. Satunnaismuuttujien riippuvuus alkeista-
pahtumasta jätetään usein kirjoittamatta.

Määritelmä 2.4. (Satunnaismuuttujan jakauma) Satunnaismuuttujan X jakauma on mää-
ritelty joukon A ⊂ Ω suhteen funktiona

P(X ∈ A).

Satunnaismuuttujien X ja Y sanotaan olevan samoin jakautuneita jos yhtäsuuruus

P(X ∈ A)= P(Y ∈ A)

pätee kaikilla A ⊂ Ω. Satunnaismuuttujien samoin jakautuneisuutta merkitään notaatiolla

X
d
= Y.

Määritelmä 2.5. (Triviaali jakauma) SatunnaismuuttujanX jakauman sanotaan olevan tri-
viaali jos se saa kaiken todennäköisyysmassansa yhdessä pisteessä a ∈ R. Triviaalin jakau-
man kertymäfunktio on muotoa

F (x) =

{
0, jos x < a,
1, jos x ≥ a.
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Määritelmä 2.6. (Jakaumasuppeneminen) Jono satunnaismuuttujia X1, X2, . . . suppenee
jakauman suhteen kohti satunnaismuuttujaa X jos raja-arvo

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

pätee kaikissa kertymäfunktionFX(x) jatkuvuuspisteissä. Jakaumasuppenemista merkitään

Xn
d−→ X kun n→∞.

Määritelmä 2.7. (Kertymäfunktio) Funktio F (x) on jonkin satunnaismuuttujan kertymä-
funktio jos ja vain jos seuraavat neljä ominaisuutta pätevät:

1. limx→−∞ F (x) = 0,
2. limx→∞ F (x) = 1,
3. funktio F (x) on oikealta jatkuva,
4. F (x) on kasvava funktio.

Määritelmä 2.8. (Häntäfunktio) Olkoon F (x) satunnaismuuttujanX kertymäfunktio. Täl-
löin satunnaismuuttujan X häntäfunktio F (x) on

F (x) = 1− F (x) = P(X > x).

Häntäfunktion ominaisuudet voidaan johdaa käyttämällä kertymäfunktion ominaisuuksia
(Määritelmä 2.7). Kirjallisuudessa satunnaismuuttujan X kuvastaessa elinaikaa häntäfunk-
tiota kutsutaan myös eloonjäämisfunktioksi (Survival function).
Määritelmä 2.9. (Kantajan päätepiste) Satunnaismuuttujan X kantajan päätepiste xF on
piste, jolle pätee

xF =

{
inf{x | F (x) = 1}, jos F (x) = 1 jollain x ∈ R,
∞, jos F (x) < 1 kaikilla x ∈ R.

Pisteen xF voi tulkita olevan viimeinen todennäköisyysmassa omaava piste.
Määritelmä 2.10. (Momentit generoiva funktio) Satunnaismuuttujan X momentit generoi-
va funktioMX : R→ R on

MX(t) = E(exp{tX}),
joka on äärellinen niissä pisteissä t ∈ R, joissa odotusarvo E(exp{tX})on äärellisenä ole-
massa.
Määritelmä 2.11. (Paksuhäntäinen jakauma) Satunnaismuuttujan X jakauman sanotaan
olevan (oikealta) kevythäntäinen, jos

MX(t) <∞ jollain t > 0.

Jos momentit generoiva funktio MX(t) on ääretön kaikilla t > 0, niin tällöin satunnais-
muuttuja on (oikealle) paksuhäntäinen.
Määritelmä 2.12. (Hitaasti vaihteleva funktio) Funktiota L(x) : (0,∞) → (0,∞) kutsu-
taan hitaasti vaihtelevaksi jos kaikilla α > 0 pätee

lim
x→∞

L(αx)

L(x)
= 1.

Tällöin merkitään L ∈ R0.
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3 | Ääriarvoteoria

Satunnaismuuttujien muodolle ei voida asettaa yleisiä vaatimuksia, sillä todennäköisyys-
massan määrä joukon eri osissa voi vaihdella eri jakaumien välillä. Joidenkin satunnais-
muuttujien jakaumat ovat rajoittuneita äärelliselle välille, toiset numeroituvaan määrään
pisteitä ja kolmansilla jakauman kantaja on koko reaalilukuakseli. Monien alojen sovelluk-
sissa kiinnostuksen kohteena on useimmiten jakauman oikea häntä. Kun jakauman kantaja
on ääretön jompaankumpaan äärettömyyteen, on mahdollista että kyseessä on paksuhän-
täinen jakauma (Määritelmä 2.11).

Yksi tapa tarkastella jakauman suurten arvojen käyttäymistä on tutkia jakauman hännän
käyttäytymistä tietyn tason u > 0 jälkeen. Esimerkiksi vakuutusyhtiöiden näkökulmasta
häntätapahtumien arviointia vaaditaan Solvenssi-sääntelyn vuoksi, kun taas rakennustek-
niikassa padon suunnittelijoita kiinnostaa suurten tulvien aiheuttama vedenpinnan nousu
(Embrechts ym., 1997). Tällaisia tapahtumia voidaan tarkastella aluksi kuvaajien kautta.

u0

Kuva 3.1: Gammajakauman tiheysfunktion f(x) kuvaaja ja ylitetaso u > 0. Ku-
vaajassa tummennettu osa kuvastaa tason u > 0 ylittävää jakaumaa. Tason
u > 0 jälkeen jakauman jäljellä olevan todennäköisyysmassan määrä on F (u).

Kuvan 3.1 mukaisesti jokainen jakauma on mahdollista jakaa kahteen erilliseen tarkas-
teltavaan jakaumaan mielivaltaisesta pisteestä u > 0 riippuen. Välin [0, u] jakaumaa on ha-
vainnollistettu kuvassa 3.1 vaalealla korostuksella ja välin (u,∞) jakaumaa tummalla ko-
rostuksella. Molemmat jakaumat välillä [0, u] ja (u,∞) ovat hyvin määriteltyjä, jolloin niitä
voi käsitellä kuten mitä tahansa muuta jakaumaa, sekä arvioida toisistaan riippumatta.

Tällainen tarkastelu voi olla mielekästä johdannossa esitettyä nettokertamaksua P ar-
vioidessa, jolloin kiinnostuksen kohteena on yhtälö

P = E(X)= E
(
X1{0≤X≤u}

)
+ E

(
X1{X>u}

)
. (3.1)

Välin [0, u] jakauma on nyt äärellinen jakauma, jonka odotusarvolle on mahdollista saada
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maksimaalinen yläraja-arvio kun u ≥ 1:

E
(
X1{0≤X≤u}

)
=

∫ u

0

xf(x) dx ≤ max{xf(x) | x ∈ [0, u]} · u. (3.2)

Yhtälön (3.1) ongelmaksi jääkin väliä (u,∞) vastaavan odotusarvon suuruuden arviointi.
Välillä [0,∞) määriteltyjen satunnaismuuttujien tilanteessa kyseisen odotusarvon suuruu-
delle ei saada yhtälön (3.2) kaltaista välin pituudesta riippuvaa äärellistä yläraja-arviota, sillä
välin (u,∞) pituus on ääretön. Tällöin kyseisen odotusarvon arvioinnissa on hyödynnettä-
vä tietoa häntäfunktion F (u) käyttäytymisestä. Häntäfunktion käyttäytymisen havainnol-
listamisen vuoksi kuvassa 3.2 on piirretty kuvan 3.1 gammajakauman häntä.

u

Kuva 3.2: Kuvan 3.1 gammajakaumasta saatu ehdollistettu jakauma, kun ehdol-
listavana tapahtumana on {X > u}.

Vaikka häntä suppenee jokaisella jakaumalla kohti nollaa, niin pelkästään kuvasta kat-
somalla emme saa jakauman hännän vähenemisvauhtia määriteltyä. Kevythäntäisten satun-
naismuuttujien häntäfunktion suppenemisnopeudelle on kuitenkin mahdollista löytää eks-
ponentiaalinen yläraja hyödyntämällä momentit generoivan funktion määritelmää 2.10.
Lemma 3.3. Jos satunnaismuuttujan momentit generoiva funktio on äärellinen jollain t > 0,
niin tällöin häntäfunktiolla on yläraja

P(X > x)≤MX(t) exp{−tx}.
Todistus. Momentit generoivalle funktiolle saadaan indikaattorifunktioita käyttämällä ar-
vioitua alaraja

E(exp{tX})≥ E
(
exp{tX}1{X>x}

)
≥ E

(
exp{tx}1{X>x}

)
. (3.4)

Koska exp{tx} on vakio, niin sen voi viedä odotusarvon ulkopuolelle. Tällöin alarajalle saa-
daan esitys

exp{tx}E
(
1{X>x}

)
= exp{tx}P(X > x),

jolloin jakamalla yhtälöketjussa (3.4) positiivinen termi exp{tx} yhtälöiden toiselle puolelle
häntäfunktiolle saadaan äärellinen yläraja

MX(t) exp{−tx} ≥ P(X > x).

Täten jos jakauma on kevythäntäinen, niin kuvan 3.2 häntäfunktion arvioinnissa voi-
daan käyttää momentit generoivasta funktiosta johdettua eksponentiaalista ylärajaa. Lem-
ma 3.3 ei kuitenkaan anna paksuhäntäisten satunnaismuuttujien häntäfunktioille mitään
eksponentiaalista ylärajaa, jolloin häntäfunktion suppenemisnopeudesta ei voida yleisellä
tasolla sanoa mitään. Tämä eksponentiaalisen ylärajan puuttuminen häntäfunktiolle on yk-
si kirjallisuudessa esiintyvä vaihtoehtoinen määritelmä paksuhäntäisille jakaumille.
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Ylärajan puuttuminen häntäfunktiolle vaikeuttaa odotusarvon hajotelman (3.1) arvioin-
tia, sillä tällöin jälkimmäisen odotusarvon laskemisessa käytetylle integraalille

E
(
X1{X>u}

)
=

∫ ∞
u

xf(x) dx

ei saada helposti yläraja-arviota. Tämän vuoksi on pyrittävä muodostamaan erilaisia arvioi-
ta hännän käyttäytymisestä, joita hyödyntämällä voidaan määrätä jakauman tyyppejä ja sii-
tä seuraten myös arvioita yhtälölle (3.1). Häntäfunktion käyttäytymisen tarkka arviointi on
kuitenkin vaikeaa pelkästään tiheysfunktioiden kuvaajaa katsomalla, vaan tähän tarkoituk-
seen tarvitaan parempia työkaluja kuin visuaalinen tarkastelu.

Matematiikan ja tilastotieteen alalla häntäfunktion käyttäytymistä on tarkemmin tar-
kasteltu äärimmäisten ilmiöiden alalla ja tässä luvussa esitellään pääpiirteittäin tutkielman
lukemisessa tarvittavat ääriarvomallinnuksen lauseet todistuksitta. Tämän luvun esitysta-
vassa on mukailtu kirjan (McNeil ym., 2005) lukuja 7.1 ja 7.2.

3.1 | Ylitejakaumat

Kuvissa 3.1 ja 3.2 esiintyneet häntäjakaumat olisi hyvä määritellä myös matemaattisesti,
jotta niiden hyödyntäminen olisi perustellumpaa kuin kuvista katsominen. Koska kiinnos-
tuksemme kohdistuu satunnaismuuttujan sellaisiin X arvoihin, joilla pätee X > u, niin on
luonnollista lähteä tarkastelemaan jakaumaa ehdolla {X > u}. Tällaisella ehdolla ehdollis-
tettuja jakaumia kutsutaan kirjallisuudessa ylitejakaumiksi (threshold exceedance) (Embrechts
ym., 1997).

Määritelmä 3.5 (Ylitejakauma). Olkoon F (x) satunnaismuuttujan X kertymäfunktio. Ta-
son u ylittävän jakauman kertymäfunktio Fu(x) on

Fu(x) =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)
= P(X − u ≤ x | X > u), kun x > 0.

Helpoin tapa visualisoida ylitejakauma on tarkastella jo edellä esitettyä kuvaa 3.1. Ku-
van mukaisesti valitaan taso u, jonka ylittävästä häntäjakaumasta olemme kiinnostuneita.
Muodostamalla uusi satunnaismuuttuja Y , jolla on satunnaismuuttujanX ehdollinen jakau-
ma ehdolla {X > u}, saadaan matemaattisesti määriteltyä tason u ylittävä häntäjakauma.
Uutta satunnaismuuttujaa Y voidaan ajatella muodossa

Y = X − u, kun X > u,

ja joukkoa {X ≤ u} vastaavat arvot jätetään huomioimatta. Näin saadaan muodostettua
satunnaismuuttuja Y , jonka tulkinta gammajakauman tiheysfunktiota hyödyntämällä on
esitetty kuvissa 3.1 ja 3.2. Kuvassa 3.3 on havainnollistettu eksponenttijakaumasta Exp(1/5)
simuloitujen kahdenkymmenen havainnon {X1, . . . , X20} pohjalta lasketut ylitejakauman
arvot ylitetasolla u = 5.
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X1 X2
X3

Y1

X4
X5 X6

X7

Y2

X8
X9
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X10
X11
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X12

Y5

X13X14
X15X16

X17X18

Y6

X19X20

u

2

4

6

8

10

12

Kuva 3.3: Eksponenttijakaumasta Exp(1/5) generoidulle havaintoaineistolle
{X1, . . . , X20} ylitetasolla u = 5 lasketut ylitejakauman havainnot {Y1, . . . , Y6}.

Kuvan 3.3 mukaisesti ylitejakaumaa vastaavia havaintoja {Y1, . . . , Y6} voidaan käsitellä
erillään kaikista havainnoista {X1, . . . , X20}, sillä ylitejakauma hyödyntää pelkästään ha-
vaintoja {Y1, . . . , Y6}. Täten ehdollistamalla satunnaismuuttuja X ehdolla {X > u} saa-
daan jakauman alkupään vaikutus poistettua tarkastelusta ja jäljelle jää pelkästään jakau-
man häntä omana positiivisena satunnaismuuttujana Y , jota voidaan käsitellä ja arvioida
itsenäisenä satunnaismuuttuja. Erityisesti tälle ehdollistetulle satunnaismuuttujalle voidaan
laskea odotusarvo.

Esimerkki 3.6. Tunnetuilla kertymäfunktioilla F (x) ylitejakaumalle on mahdollista saada
laskettua yksikäsitteinen esitysmuoto. Kirjallisuudessa klassinen esimerkki tästä on ekspo-
nentiaalisesti jakautuneen satunnaismuuttujan ylitejakauma kun jakauman parametri on λ:

Fu(x) =
F (u+ x)− F (u)

1− F (u)

=
1− exp{−λ(u+ x)} − (1− exp{−λu})

1− (1− exp{−λu})

=
− exp{−λu} exp{−λx}+ exp{−λu}

exp{−λu}
= 1− exp{−λx}.

Täten eksponenttiajakautuneen satunnaismuuttujan ylitejakauma Fu(x) on myös ekspo-
nenttijakautunut parametrilla λ kaikilla u.

Ylitejakaumia tarkastellessa ollaan kuitenkin koko ajan käsittelemässä satunnaismuut-
tujien häntiä ylitetasolla {u > 0}. Tällöin ylitejakaumien arviointia helpottaa jos jakaumien
häntien käyttäytymisestä voidaan tehdä yleisiä huomioita. Piirtämällä normaali-, Pareto-,
eksponentti-, ja log-normaalijakauman (Määritelmä A.7) hännät samaan kuvaan (Kuva 3.4)
on mahdollista huomata esitettyjen häntien olevan laskevia tarpeeksi suurilla u.
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u
Normaalijakauma Paretojakauma
Eksponenttijakauma Log-normaalijakauma

Kuva 3.4: Normaali-, eksponentti-, Pareto- ja log-normaalijakauman hännät pis-
teestä u eteenpäin.

Voidaanko tästä kuvassa 3.4 näkyvästä häntien laskevuudesta saada pääteltyä jotain
yleistä ylitejakaumista ja niiden muodoista? Samaista kysymystä pohdittiin jo 70-luvulla,
kunnes ääriarvoteoriaa tutkiessa Pickands (1975) esitti Pickands–Balkema–de Haan lauseen.
Kyseinen teoreema antaa ylitejakauman kertymäfunktion Fu(x) suppenemiselle kohteen
kun u suppenee kohti kantajan päätepistettä xF . Ennen kyseisen teoreeman esittämistä on
kuitenkin tarvetta esitellä kirjallisuudessa olevia ääriarvoteoriaan liittyviä tuloksia ja lisä-
määritelmiä.

3.2 | Blokkimaksimimenetelmä

Useissa eri käyttökohteissa ääriarvoteoriaa käytetään jakauman maksimin käyttäytymisen
arviointiin. Mahdollisia käyttökohteita ovat hydrologiassa sadan tulevan vuoden aikana suu-
rin mahdollinen meren vedenpinnan nousu, vakuutusalalla kymmenen vuoden aikana suu-
rin mahdollinen korvaus tai geologiassa maanjäristyksen kovin mahdollinen voimakkuus 50
vuoden aikana. (Asmussen & Ste�ensen, 2020) Näissä sovelluskohteissa tärkeintä on saada
muodostettua jonkinlainen arvio maksimijakaumalle Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}, missä
havaintojen X1, X2, . . . , Xn oletetaan olevan riippumattomia ja samoin jakautuneita. Ha-
vaintojen X1, . . . , Xn riippumattomuusoletusta käyttämällä maksimin kertymäfunktio voi-
daan esittää muodossa

P(Mn ≤ x)= P(X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x)
⊥⊥
= P(X1 ≤ x)· · ·P(Xn ≤ x)= F n(x). (3.7)

Tämänlainen n havainnon maksimin tarkastelu muodostaa klassisen ääriarvoteorian pe-
rustan. Kirjallisuudessa tätä lähestymistapaa nimitetään blokkimaksimimenetelmäksi (Block
maximamethod) ja maksimiaMn blokkimaksimiksi (Block maxima). Blokkimaksimimenetel-
mässä satunnaismuuttujan X realisaatioista otetaan n ensimmäistä havaintoa X1, . . . , Xn,
joiden sanotaan muodostavan oman blokkinsa. Blokin voi tulkita sisältävän esimerkiksi yh-
den kuukauden, yhden vuoden tai sadan vuoden aikana realisoituneita havaintoja satun-
naismuuttujasta X . Tarkastelemalla miten blokkia vastaava blokkimaksimi Mn käyttäytyy
kun n kasvaa saadaan tietoa blokkimaksimin asymptoottisesta käyttäytymisestä. (McNeil
ym., 2005)

Maksimin kertymäfunktion Mn käyttäminen arvioinnissa voi kuitenkin aiheuttaa on-
gelmia otoskoon kasvaessa tarpeeksi suureksi, kuten on havainnollistettu esimerkissä 3.8.
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Esimerkki 3.8. Olkoon satunnaismuuttuja X tasajakautunut välillä [0, 1]. Nyt jokaisella
x ∈ [0, 1) pätee F n(x) → 0 kun n → ∞, kun taas valinnalla x = 1 suppenemiselle pätee
F n(1) → 1. Merkitään kertymäfunktion F n(x) suppenemisen kohteena olevaa kertymä-
funktiota G(x), jolloin F n(x)→ G(x) kun n→∞. Kertymäfunktio G(x) on täten muotoa

G(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),
1, x = 1,

jonka kantaja on alkuperäisen välin [0, 1] sijaan pistejoukko {0, 1}.

Esimerkin 3.8 kaltaisesta pistekeskittyneestä jakaumasta ei ole paljon hyötyä sovellus-
kohteissa. Tämän ongelman välttämiseksi kirjallisuudessa tarkastellaan maksimin Mn a�i-
nia muutosta

M∗
n =

Mn − bn
an

, (3.9)

missä an > 0 ja bn ∈ R ovat sopivia normittavia lukujonoja (McNeil ym., 2005). Muunnok-
sella saatua termiä M∗

n kutsutaan normitetuksi maksimiksi. Normitetun maksimin käyttäy-
tymistä tarkastelemalla on mahdollista saada muodostettua tarkempi arvio maksimijakau-
masta, sillä a�ni muunnos tuo paremmin esille maksimin asymptoottisen käyttäytymisen
(Asmussen & Ste�ensen, 2020). Sopivien normittavien lukujonojen selvittämisen matemaat-
tista taustaa on esitetty kirjallisuudessa (Embrechts ym., 1997). Eri jakaumille tarvitaan eri
jonot, eikä kaikille jakaumille F voida välttämättä löytää sopivia jonoja lainkaan.

Mistä tiedämme, että tällaisen a�inin muutoksen tarkastelu ei tuota arvioinnissa ongel-
mia? Yhtälöä (3.9) käyttämällä normitettu maksimi saadaan esitettyä muodossa

M∗
n = a−1n Mn − bn/an = αnMn − βn, (3.10)

missä αn = a−1n > 0 ja βn = bn/an ∈ R. Skaalaamalla maksimia tällä tavoin pyritään vält-
tämään esimerkin 3.8 kaltainen tilanne, missä rajalla n → ∞ maksimilla Mn olisi triviaali
jakauma. Tästä esitysmuodosta on selkeämpää nähdä, että normitetun ja normaalin maksi-
min välinen yhteys riippuu pelkästään vakioiden αn ja βn arvoista. Kun kyseisten vakioiden
arvot on selvitetty, niin tällöin määritelmän A.1 mukaan normitettu maksimi ja normaali
maksimi ovat samantyyppisiä jakaumia (Embrechts ym., 1997), jolloin voimme merkitä

M∗
n

d
= αnMn − βn.

Koska jakaumatMn jaM∗
n ovat vain skaalattuja ja siirrettyjä versioita toisistaan, niin täl-

löin maksimin Mn jakauman arviointiin riittää pelkästään normitetun maksimin M∗
n käyt-

täytymisen tarkastelu. Koska normitetulla maksimilla saamme asymptoottisen käyttäytymi-
sen paremmin mallinnettua, niin tällöin myös maksimijakauman asymptoottinen käyttäy-
tyminen saadaan tarkemmin arvioitua aineiston pohjalta.

Normitetun maksimin arvojen laskeminen on myös suoraviivaista yhtälöä (3.7) hyödyn-
tämällä. Kun n ≥ 2 on kiinnitetty, niin tällöin normitetun maksimin häntäfunktion arvo
pisteessä x on

P
(
Mn − bn
an

≤ x

)
= P(Mn ≤ anx+ bn)= F n (anx+ bn).

Täten normitetun maksimin kertymäfunktion arvojen laskemiseksi kiinnitetyllä n ≥ 2 tar-
vitaan pelkästään satunnaismuuttujienX1, . . . , Xn kertymäfunktiot sekä vakioiden an ja bn
arvot. (Embrechts ym., 1997)

10



Määritelmä 3.11. (Yleistetty ääriarvojakauma) Yleistetyn ääriarvojakauman Hξ(x) (Gene-
ralized extreme value distribution) kertymäfunktio on

Hξ(x) =

{
exp
{
−(1 + ξx)−1/ξ)

}
, ξ 6= 0,

exp{−e−x}, ξ = 0,

missä 1 + ξx > 0. Parametrin ξ arvo määrää kertymäfunktion Hξ(x) tyypin yhteen seuraa-
vasta kolmesta tyypistä:

ξ < 0 ξ = 0 ξ > 0
Weibullin jakauma, Gumbelin jakauma, Fréchetin jakauma.

0−6

0, 4

Weibull
ξ = −2/3

0−3 6

0, 4

Gumbel
ξ = 0

0 8

0, 4

Fréchet
ξ = 2/3

Kuva 3.5: Määritelmän 3.11 mukaisen Weibullin, Gumbelin ja Fréchetin ääriar-
vojakaumien tiheysfunktiot origon ympäristössä.

Parametrin ξ arvon määräämät jakaumatyypit kuvaavat kuvan 3.5 mukaisesti kolmea
erilaista todennäköisyysjakaumaa. Gumbelin jakauma on määritelty kaikilla reaaliluvuilla,
Fréchetin jakauma on määritelty pelkästään positiivisilla ja Weibullin jakauma pelkästään
negatiivisilla reaaliluvuilla. Weibullin ääriarvojakaumasta puhuttaessa tarkoitetaan oikeas-
taan negatiivista Weibullin jakaumaa, jonka kantaja on positiivisten reaalilukujen sijaan ne-
gatiiviset reaaliluvut. Ääriarvojakaumista puhuttaessa Weibullin jakauma on vakiintunut
termi jakaumatyypille kun ξ < 0. (Asmussen & Ste�ensen, 2020)

On myös hyvä huomata, että Gumbelin, Fréchetin ja Weibullin jakaumaperheiden unio-
ni ei sisällä kaikkia mahdollisia jakaumia. Esimerkiksi Poissonin sekä geometrinen jakauma
eivät kuulu ääriarvojakaumien perheeseen (Asmussen & Ste�ensen, 2020). Kirjallisuudes-
sa on kuitenkin osoitettu, että oleellisesti kaikki vakuutusmatemaattisissa sovelluskohteis-
sa esiintyvät jatkuvat jakaumat kuuluvat johonkin edellä mainituista ääriarvojakaumaper-
heistä (Hogg & Klugman, 1984; McNeil ym., 2005). Täten Gumbelin, Fréchetin ja Weibul-
lin ääriarvojakaumien käyttö on perusteltua mallinnettaessa riippumattomien havaintojen
pohjalta jakaumien suuria arvoja (Embrechts ym., 1997). Tarkempaa tietoa esiteltyjen ää-
riarvojakaumien ominaisuuksista löytyy kirjallisuudesta (Embrechts ym., 1997; McNeil ym.,
2005).

Käyttökohteita erikseen silmälläpitäen olisi hyödyllistä tietää miten normitettu maksi-
mi käyttäytyy suurilla n. Tämän kysymyksen vastausta, Fisher-Tippnett-Gnedenkon lausetta,
kutsutaan kirjallisuudessa ääriarvoteorian ensimmäiseksi lauseeksi.
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Lause 3.12. (Fisher–Tippett–Gnedenkon lause) Jos on olemassa lukujonot an > 0 ja bn ∈ R
joilla suppeneminen

lim
n→∞

P
(
Mn − bn
an

≤ x

)
= lim

n→∞
F n (anx+ bn) = H(x) (3.13)

kohti epätriviaalin jakauman kertymäfunktiotaH(x) pätee, niin tällöin kertymäfunktioH(x)
kuuluu johonkin määritelmän 3.11 mukaisista ääriarvojakaumaperheistä.

Todistus. Todistus löytyy kirjasta (Asmussen & Ste�ensen, 2020, luku IX:4).

Täten jos normitetun maksimin kertymäfunktio suppenee kohti jotakin kertymäfunktio-
taH(x), niin tällöin kertymäfunktionH(x) on oltava joko Fréchetin, Gumbelin tai Weibullin
jakauman tyyppinen. Vakioiden an ja bn arvojen lopullisesta valinnasta riippuen on mahdol-
lista saada rajankäynnillä n→∞ erilainen ääriarvojakauman tyypiin määräävä parametrin
ξ arvo kuin muilla normittavilla vakioilla.

Vaikka kertymäfunktio H(x) saa rajalla n→∞ vakioiden an ja bn valinnoista riippuen
hieman eri arvon, niin yhtälön (3.13) mukaisen suppenemisen pätiessä tyypittäisen suppe-
neminen lause (Lause A.2) mukaan suppenemisen kohteena olevat kertymäfunktiot ovat sa-
maa tyyppiä. (Embrechts ym., 1997) Normittavat vakiot on aina mahdollista valita siten, että
rajalla n → ∞ kertymäfunktio H(x) on samalainen kuin määritelmässä 3.11 oleva kerty-
mäfunktio Hξ(x) (McNeil ym., 2005).

Tästä tiedosta emme saa suoraan lisätietoa yksittäisen kertymäfunktion F (x) muodosta.
Lauseen 3.12 antama suppenemistulos ei ole täysin hyödytön, sillä kertymäfunktiot F (x) ja
H(x) eivät ole täysin irrallisia toisistaan. Seuraava määritelmä antaakin meille yhteyden
näiden kertymäfunktioiden välille.

Määritelmä 3.14. (Jakauman vaikutuspiiri maksimin suhteen) Kun yhtälössä (3.13) oleva
suppeneminen pätee, niin tällöin jakaumasuppenemisen perusteella pätee

Mn − bn
an

d−→ H(x),

missä H(x) on yksi määritelmässä 3.11 esiintyvistä ääriarvojakaumista. Tällöin kertymä-
funktion F (x) sanotaan kuuluvan jakauman H(x) maksimin vaikutuspiiriin (Maximal do-
main of attraction, MDA), jota merkitään F ∈MDA(H).

Siitä, että yhtälö (3.13) pätee saadaan myös tietää, että tarpeeksi suurilla n kertymä-
funktio F n(x) alkaa muistuttamaan yhtä määritelmän 3.11 mukaisia ääriarvojakaumia. Tä-
ten äärimmäisiä arvoja mallinnettaessa onkin perusteltua käyttää Weibullin, Gumbelin tai
Fréchetin tyyppisiä jakaumia. Tarkempaa tarkastelua jakauman vaikutuspiiristä maksimin
suhteen sekä ohjeita miten valita oikea ääriarvotyyppi löytyy kirjallisuudesta (Asmussen &
Ste�ensen, 2020, luku IX:3).

Vaikka blokkimaksimimenetelmä on pitkälle jalostettu tapa mallintaa satunnaismuuttu-
jien äärimmäisiä arvoja, niin sillä on kuitenkin omat heikkoutensa. Suurin heikkous liittyy
havaintoaineiston käyttöön; blokkimaksimi käyttää mallinnuksessa pelkästään blokin suu-
rinta arvoa ja jättää muut mahdolliset äärimmäiset arvot huomiotta (McNeil ym., 2005). Mak-
simia pienemmät äärimmäiset arvot kuitenkin kertovat hyödyllistä tietoa jakauman häntä-
käyttäytymisestä, sillä niiden avulla voidaan arvioida jakauman hännän paksuutta.
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3.3 | Tason ylittävät huiput -menetelmä

Kirjallisuudessa blokkimaksimimenetelmän lisäksi äärimmäisiä arvoja mallinnetaan nyky-
aikaisemmalla tason ylittävät huiput -menetelmällä (Peaks-over-Threshold, POT). Tason ylit-
tävät huiput -menetelmää käyttäessä valitaan taso u > 0 jonka ylittävästä jakaumasta ollaan
kiinnostuneita. Kaikista kyseisen tason ylittäneistä havainnoistaXi (i ∈ {1, . . . , n}) vähen-
netään taso u, jolloin alkuperäisestä havainnosta jää jäljelle arvo Xi − u > 0. Tarkastelun
kohteena on täten samanlainen tilanne kuin määritelmän 3.5 mukaisessa ylitejakaumassa.

Tason ylittävät huiput -menetelmä täten säilyttää tiedon kaikista tason u ylittävistä ta-
pahtumista, ja siitä kuinka paljon taso u ylitettiin. Äärimmäisten ilmiöiden harvinaisuu-
den vuoksi havaintoja häntätapahtumista on vähän, ja tason ylittävät huiput -menetelmän
avulla kaikkia äärimmäisiä havaintoja hyödynnetään mallinnuksessa. Tällaista lähestymis-
tapaa pidetään kirjallisuudessa hyvänä valintana ääriarvoteoriaa soveltaessa, sillä tällöin
saadaan käytettyä mahdollisimman tehokkaasti koko havaintoaineistoX1, . . . , Xn. (McNeil
ym., 2005)

Määritelmä 3.15. (Yleistetty Pareto-jakauma) Yleistetyn Pareto -jakauman (Generalized Pa-
reto Distribution, GPD) kertymäfunktio on muotoa

Gξ,β(x) =

1−
(

1 + ξx
β

)−1/ξ
, ξ 6= 0

1− exp{−x/β}, ξ = 0,

missä β > 0 ja x ≥ 0 kun ξ ≥ 0 ja 0 ≤ x ≤ −β/ξ kun ξ < 0. Parametrit ξ ja β ovat ja-
kauman muoto- ja asteikkoparametri. Parametri ξ määrää hännän paksuuden, jonka vuok-
si jakauman momenttien olemassaolo vaatii tarpeeksi pienen arvon kyseiselle parametrille.
Odotusarvo ja varianssi ovat

E(X)=
β

1− ξ
(kun ξ < 1) ja Var(X) =

β2

(1− ξ)2(1− 2ξ)
(kun ξ < 1/2).

Yleistetyn Pareto-jakauman hyödyllisyys ylitejakaumien arvioinnissa on mahdollista näh-
dä kuvia 3.4 ja 3.6 vertailemalla. Jokainen kuvassa 3.4 näkyvä häntä on laskeva, jonka perus-
teella voisi päätellä kuvitteellisen yleisen häntäjäkauman olevan laskeva suurilla u. Laske-
vuuteen pohjautuen yleistetty Pareto-jakauma on hyvä ehdokas yleiseksi häntäjakaumaksi,
sillä sen tiheysfunktio on aidosti laskeva. Etuna on myös jakauman määrittely kahta eri pa-
rametria (ξ ja β) käyttäen, joka mahdollistaa jakauman tarkemman hienosäädön verrattuna
yksiparametrisiin jakaumiin.

0

Kuva 3.6: Yleistetyn pareto-jakauman tiheysfunktio (parametrein ξ = 2 ja β = 1)
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Valitsemalla parametrit ξ ja β sopivasti on mahdollista saada esitettyä muiden tunnettu-
jen jakauminen kertymäfunktioita yleistetyn Pareto-jakauman kertymäfunktion avulla (Mc-
Neil ym., 2005). Valinnoilla ξ = 0 ja β = 1 kertymäfunktioksi saadaan

Gξ,β(x) = G0,1(x) = 1− exp{−x},

joka on eksponenttijakauman kertymäfunktio parametrilla 1. Yleistetyn Pareto-jakauman
määrittelyjoukkoa [0,∞) muokkaamalla on mahdollista esittää normaali Pareto-jakauma
yleistettynä Pareto-jakaumana. Muuntamalla argumentti x muotoon x−µ

β
, missä parametria

µ sanotaan sijaintiparametriksi, saadaan uudeksi määrittelyjoukoksi x ∈ [µ,∞) ja kerty-
mäfunktioksi

Gξ,β,µ(x) = 1−
(

1 +
ξ(x− µ)

β

)−1/ξ
. (3.16)

Valitsemalla tässä esitysmuodossa sijaintiparametriksi µ = β/ξ saamme kertymäfunktioksi

Gξ,β,µ(x) = 1−
(

1 +
ξ(x− β/ξ)

β

)−1/ξ
= 1−

(
ξ/β

x

)1/ξ

,

joka on Pareto-jakauman kertymäfunktio parametrein α = 1/ξ ja k = ξ/β (Määritelmä
A.4). Yhtälössä (3.16) käytetty kolmiparametrinen (ξ, β, µ) esitysmuoto on vaihtoehtoinen
määritelmä yleistetylle Pareto-jakaumalle. Tässä työssä kuitenkin keskitymme tilanteeseen
µ = 0.

Lisämääritelmien esittelyn jälkeen voimme vihdoin palata takaisin luvun alussa esitet-
tyyn kysymykseen: onko olemassa jotain kuvassa 3.4 esiintyvää häntäjakaumien yleistä
käyttäytymistä takaavaa tulosta? Seuraava Picklands-Balkema-De Haanin lause antaa meille
käyttökelpoisen tuloksen ylitejakaumien tyypin määrittelemisessä.

Lause 3.17. (Pickands–Balkema–de Haanin lause) Olkoon xF jakauman F kantajan pääte-
piste, Gξ,β(u)(x) yleistetyn Pareto-jakauman kertymäfunktio parametrein ξ ja β(u) ja Fu(x)
jakauman F ylitejakauma tasolla u. On mahdollista löytää positiivisarvoinen funktio β(u)
siten, että suppeneminen

lim
u→xF

sup
x∈[0,xF−u)

∣∣Fu(x)−Gξ,β(u)(x)
∣∣ = 0,

pätee jos ja vain jos F ∈MDA(Hξ), ξ ∈ R.

Todistus. Lauseen todistus on esitetty artikkelissa (Pickands, 1975).

Lausetta 3.17 kutsutaan kirjallisuudessa ääriarvoteorian toiseksi lauseeksi. Nimitys poh-
jautuu siihen, että blokkimaksimimenetelmän sijasta lause pohjautuu tason ylittävät huiput
-menetelmään. Käytännössä Pickands–Balkema–de Haanin lauseen mukaan tason u kas-
vaessa tarpeeksi suureksi ylitejakaumanFu(x) ja yleistetyn Pareto-jakaumanGξ,β(u)(x) ker-
tymäfunktiot ovat tietyssä mielessä lähellä toisiaan. Tällöin ylitejakauman arvioinnissa voi-
daan käyttää arviota

Fu(x) ≈ Gξ,β(u)(x) (3.18)

tarpeeksi suurilla u. Yllä olevaa approksimaatiota hyödyntämällä ylitejakauman arvioin-
ti yksinkertaistuu yleistetyn Pareto-jakauman parametrien arvioinniksi. (Embrechts ym.,
1997)
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Kertymäfunktion Gξ,β(u)(x) parametrien ξ ja β(u) estimaattoreiden ξ̂ ja β̂(u) arvioimi-
nen tehdään sovellustilanteissa kerätyn aineiston pohjalta. On hyvä huomata, että β(u) on
muuttujan u funktio, eikä kiinnitetty vakio kuten ξ. Käytännössä lausetta 3.17 sovellettaes-
sa ainestopohjaisessa mallinnuksessa onkin tarvetta käyttää tarpeeksi suurta tasoa u, jotta
arviota (3.18) voisi perustellusti käyttää. Kirjallisuudessa (Embrechts ym., 1997, luku 6.5.1)
ja (McNeil ym., 2005, luku 7.2.2) käydään läpi miten ylitejakauman parametreja voidaan ar-
vioida eri menetelmiä hyödyntämällä.

Ääriarvoteoriasta on mahdollista lukea kattavempi tarkastelu lähteistä (Embrechts ym.,
1997), (McNeil ym., 2005, luku 7) ja (Asmussen & Ste�ensen, 2020, luku IX).
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4 | Keskiylitysfunktiot

Sovelluskohteissa kiinnostuksen kohteena on usein arvioitavien tapahtumien odotusarvo.
Käyttöyhteydestä riippuen odotusarvo voi tarjota hyödyllistä tietoa esimerkiksi odotetta-
vissa olevasta liikennemäärästä, viikon sademäärästä tai tulevista tappioista sijoitustoimin-
nassa. Normaalia odotusarvoa laskettaessa laskeminen tapahtuu satunnaismuuttujan koko
määrittelyjoukon yli, mutta tämä ei enää käy jos kiinnostuksen kohteena ovat pelkästään
satunnaismuuttujan häntätapahtumat.

Yksi tapa rajoittua satunnaismuuttujan häntään on tarkastella tason ylittävät huiput -
menetelmän mukaisesti tason u ylittäviä tapahtumia {X > u}. Edellisessä luvussa näytet-
tiin, että kyseisellä ehdollistuksella saadut kertymäfunktiot Fu(x) määrittelevät hyvin sa-
tunnaismuuttujien jakaumia. Koska ylitejakaumat ovat pohjimmiltaan jakaumia, niin niille
on mahdollista laskea odotusarvo ehdollistamalla alkuperäinen satunnaismuuttujaX tapah-
tumalla {X > u}.

Tason u ei myöskään tarvitse olla koko ajan sama kiinteä luku. Esimerkiksi kaupungin
hulevesijärjestelmää suunnitellessa voi olla mielekästä ottaa huomioon vielä satamattoman
sademäärän muutokset kun vettä on satanut 10 mm tai 60 mm. Ehdollistettu odotusarvo
oletettavasti saa kummankin sademäärän kohdalla eli arvon, joka kertoo kuinka paljon li-
sää vettä on taivaalta tulossa kun vettä on satanut jo tietyn verran. Hulevesijärjestelmiä
suunnitellessa kyseisiä lukuja käyttämällä saadaan järjestelmä mitoitettua paremmin myös
poikkeuksellisen suuria sademääriä varten.

Koska taso u voi saada monia eri arvoja, niin on mielekästä tulkita se funktion argumen-
tiksi. Tällaisella lähestymistavalla päädytään keskiylitysfunktioiden määritelmään:

Määritelmä 4.1 (Keskiylitysfunktio). Olkoon F (u) aidosti positiivisen satunnaismuuttu-
jan X jakauman häntäfunktio siten, että F (0) = 1. Tällöin keskiylitysfunktio (mean excess
function) on

e(u) = E(X − u | X > u), kun u ≥ 0,

ja e(u) = 0 kun F (u) = 0.

Lemma 4.2. Keskiylitysfunktion analyyttinen muoto on

e(u) =
1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx.
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Todistus. OlkoonX aidosti positiivinen satunnaismuuttuja. Tällöin keskiylitysfunktion mää-
ritelmää käyttämällä saadaan

E(X − u | X > u) =
E
(
(X − u)1{X>u}

)
P(X > u)

=
1

F (u)

∫ ∞
u

(x− u)f(x) dx.

Koska
−f(x) =

d

dx
(1− F (x)) =

d

dx
F (x),

niin edellisen yhtälön integraali voidaan osittaisintegroinnilla esittää muodossa∫ ∞
u

(x− u)f(x) dx =

∫ ∞
u

(u− x) (−f(x)) dx

= lim
t→∞

t/
u

(u− x)F (x) +

∫ ∞
u

F (x) dx

= lim
t→∞

(
uF (t)− tF (t)

)
+

∫ ∞
u

F (x) dx

= − lim
t→∞

tF (t) +

∫ ∞
u

F (x) dx. (4.3)

Odotusarvon määritelmästä osittaisintegroinnilla saadaan

E(X)= −
∫ ∞
0

x(−f(x)) dx

= − lim
t→∞

t/
0

xF (x) +

∫ ∞
0

F (x) dx

= − lim
t→∞

tF (t) +

∫ ∞
0

F (x) dx. (4.4)

Koska epänegatiivisen satunnaismuuttujan odotusarvo saadaan tunnetusti yhtälöstä

E(X)=

∫ ∞
0

F (x) dx,

niin yhtälöstä (4.4) seuraa yhtäsuuruus

− lim
t→∞

tF (t) = 0,

joka sijoittamalla yhtälöön (4.3) saadaan yhtäsuuruus∫ ∞
u

(x− u)f(x) dx =

∫ ∞
u

F (x) dx,

todistaen lemman väitteen.

Keskiylitysfunktioille voidaan käyttää eri käyttöyhteyksissä eri nimityksiä. Luotetta-
vuusteoriassa keskiylitysfunktio esiintyy samalla nimellä kuin tässä työssä. Henkivakuu-
tusmatematiikan yhteydessä funktiota e(u) kutsutaan jäljellä olevan elinajan odotusarvoksi
(mean residual life). (Hall & Wellner, 1981)
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Esimerkki 4.5. Keskiylitysfunktiolle on tunnettujen kertymäfunktioiden tapauksessa mah-
dollista laskea analyyttinen esitysmuoto. Olkoon satunnaismuuttujaX eksponenttijakautu-
nut parametrilla λ. Tällöin keskiylitysfunktio e(u) on muotoa:

e(u) = E(X − u | X > u)

=
1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx

=
1

exp{−λu}

∫ ∞
u

exp{−λx} dx

= −1

λ

1

exp{−λu}

∫ ∞
u

−λ exp{−λx} dx

=
1

λ

1

exp{−λu}
exp{−λu}

=
1

λ
,

joka tukee edellisen luvun esimerkissä 3.6 laskettua tulosta eksponenttijakauman yliteja-
kaumasta. Koska ylitejakauma on eksponenttijakautunut parametrilla λ, niin ylitejakauman
odotusarvo on eksponenttijakauman mukainen 1/λ.

Esimerkki 4.6. Yksi kirjallisuudessa usein käytetty keskiylitysfunktio on yleistetyn Pareto-
jakauman keskiylitysfunktio. Olkoon satunnaismuuttujallaX yleistetty Pareto-jakauma pa-
rametrein ξ ∈ (0, 1) ja β > 0. Tällöin keskiylitysfunktio on muotoa

e(u) =
1(

1 + ξu
β

)−1/ξ ∫ ∞
u

(
1 +

ξx

β

)−1/ξ
dx

=
1(

1 + ξu
β

)−1/ξ 1
ξ
β

∫ ∞
u

ξ

β

(
1 +

ξx

β

)−1/ξ
dx

=
1(

1 + ξu
β

)−1/ξ
(

1 + ξu
β

)−1/ξ+1

− ξ
β

(
−1
ξ

+ 1
)

=

1
β
(β + ξu)
1
β
(1− ξ)

=
β + ξu

1− ξ
,

kun u ≥ 0. Vastaavalla tavalla tilanteelle ξ < 0 saadaan sama esitysmuoto keskiylitysfunk-
tiolle määrittelyjoukolla 0 ≤ u ≤ −β/ξ (Embrechts ym., 1997).
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Esimerkki 4.7. Olkoon satunnaismuuttujaX tasajakautunut välillä [0, a], missä a ∈ (0,∞).
Tällöin välillä [0, a] keskiylitysfunktio on muotoa

e(u) =
1

1− u/a

∫ a

u

1− x

a
dx

=
1

(a− u)/a

(a− u)2

2a

=
a− u

2
,

ja muulloin e(u) = 0.

Vaikka edellä esitetyissä esimerkeissä on onnistuttu laskemaan keskiylitysfunktiolle ana-
lyyttinen esitysmuoto, niin kaikilla jakaumilla se ei ole mahdollista, sillä lemmassa 4.2 ole-
vaa integraalia ei välttämättä voida laskea suljetussa muodossa. Tarvittaessa keskiylitys-
funktiolle voidaan tietokoneohjelmilla laskea numeerinen likiarvo käyttäen tunnettua hän-
täfunktiota F (x). Kuvassa 4.1 on esimerkin vuoksi piirretty numeerisesti laskettu (Koodi
B.1) taitetulle normaalijakaumalle FN(2, 1) (Määritelmä A.5) keskiylitysfunktio.

Analyyttisesti tai numeerisesti ratkaistuja keskiylitysfunktioita voidaan havainnollistaa
piirtämällä niiden kuvaajat. Tällöin visuaalisten havaintojen perusteella on helpompi ver-
tailla keskiylitysfunktioiden käyttäytymistä.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

Ylitetaso u

e(
u

)

Exp(1/2)

GPD(7/20, 1/2)

Tas(0, 5)

FN(2, 1)

Kuva 4.1: Esimerkeissä 4.5–4.7 laskettujen sekä numeerisesti ratkaistu taitetun
normaalijakauman FN(2, 1) keskiylitysfunktioiden kuvaajat. Jakaumien para-
metrit on valittu keskiylitysfunktion käyttäytymisen havainnollistamiseksi.

Kuvassa 4.1 on piirretty esimerkeissä 4.5–4.7 laskettujen keskiylitysfunktioiden kuvaajat
sekä numeerisesti laskettu taitetun normaalijakauman keskiylitysfunktion kuvaaja. Näistä
kuvaajista voidaan havaita, että niin tasa- kuin taitetun normaalijakauman tilanteessa kes-
kiylitysfunktio on laskeva, kun taas eksponenttijakauman tapauksessa kuvaaja on vakio ja
yleistetyn Pareto-jakauman tapauksessa kuvaaja on kasvava. Näistä jakaumista tasa-, taitet-
tu normaali- ja eksponenttijakauma ovat kevythäntäisiä, kun taas yleistetty Pareto-jakauma
on paksuhäntäinen.
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4.1 | Keskiylitysfunktioiden ominaisuuksia

Häntäfunktioiden käyttäytymiselle tunnetaan yleisiä tuloksia vaikka konkreettista suljet-
tua muotoa ei tunnettaisi. Häntäfunktiota käyttämällä voidaan laskea satunnaismuuttujan
odotusarvo ja sitä käyttämällä voidaan laskea jakauman hännän suppenemisnopeudelle ar-
vioita. Voidaanko näitä tunnettuja ominaisuuksia käyttämällä saada johdettua funktion e(u)
käyttäytymiselle yleisiä tuloksia, jotka eivät riipu taustalla vaikuttavasta aidosti positiivises-
ta satunnaismuuttujasta X?

Keskiylitysfunktioita käsittelevässä artikkelissa (Hall & Wellner, 1981) on esitetty hyö-
dyllisiä tuloksia kun satunnaismuuttujan X kertymäfunktion F (x) oletetaan olevan oikeal-
ta jatkuva ja odotusarvon E(X)= µ oletetaan olevan äärellinen. Seuraava propositio 4.8 ja
sen todistus on esitetty alkuperäistä artikkelia mukaillen.

Propositio 4.8. (Keskiylitysfunktion ominaisuudet) Oletetaan, että aidosti positiivisen satun-
naismuuttujanX kertymäfunktio on oikealta jatkuva, piste xF on jakauman F kantajan pää-
tepiste ja E(X)= µ <∞. Tällöin keskiylitysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

i. e(u) on epänegatiivinen ja oikealta jatkuva.
ii. e(0) = µ > 0.
iii. Funktio v(u) = e(u) + u on kasvava.
iv. Keskiylitysfunktiolla on vasemmat raja-arvot välillä (0,∞) ja epäjatkuvuuskohdissa se

hyppää ylöspäin.
v. Jos xF <∞, niin

(a) limx→u− e(x) > 0 kaikilla u ∈ (0, xF ),
(b) limx→xF− e(x) = 0,
(c) e(u) on jatkuva pisteessä xF .

vi. F (u) = e(0)
e(u)

exp
{
−
∫ u
0

1
e(x)

dx
}
.

vii.
∫ u
0

1
e(x)

dx→∞ kun u→ xF .

Todistus. Näytetään proposition 4.8 jokainen väite todeksi väite kerrallaan. Luettavuuden
parantamiseksi todistuksessa toispuolisista raja-arvoista käytetään lyhennysmerkintöjä

lim
x→t+

f(x) = f(t+) ja lim
x→t−

f(x) = f(t−). (4.9)

i. Lemman 4.2 antamasta esitysmuodosta

e(u) =
1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx

on mahdollista nähdä, että 1/F (u) ja
∫∞
u

F (x) dx ovat aina epänegatiivisia, josta seu-
raa myös e(u) epänegatiivisuus. Koska integraalifunktio i(u) =

∫∞
u

F (x) dx on jat-
kuva, erityisesti oikealta jatkuva ja termi 1/F (u) on oikealta jatkuva, niin tällöin myös
e(u) on oikealta jatkuva.

ii. Asettamalla u = 0 lemman 4.2 antamaan esitysmuotoon saadaan

e(0) =
1

F (0)

∫ ∞
0

F (x) dx =

∫ ∞
0

F (x) dx = E(X)= µ.
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Odotusarvon µ positiivisuus seuraa oletetusta satunnaismuuttujan X aidosti positii-
visesta jakaumasta.

iii. Erotusta v(u+ t)−v(u) tarkastelemalla on mahdollista löytää epänegatiivinen alaraja
funktiolle v(u) kaikilla t > 0. Häntäfunktion vähenevyyden perusteella funktion v(u)
määritelmästä saadaan alaraja

v(u+ t)− v(u) =
1

F (u+ t)

∫ ∞
u+t

F (x) dx+ u+ t−
(

1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx+ u

)
=

1

F (u+ t)

∫ ∞
u+t

F (x) dx− 1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx+ t

≥ 1

F (u)

(∫ ∞
u+t

F (x) dx−
∫ ∞
u

F (x) dx

)
+ t

= − 1

F (u)

∫ u+t

u

F (x) dx+ t. (4.10)

Yhtäsuuruutta (4.10) hyödyntämällä on mahdollista saada erotuksen alarajaksi 0. Kir-
joittamalla tämä väite epäyhtälömuodossa päädymme tarkastelemaan epäyhtälöä

tF (u) ≥
∫ u+t

u

F (x) dx.

Määrätyn integraalin perusominaisuuksiin vetoamalla epäyhtälön yhtäsuuruus pätee
pelkästään silloin kun F (x) = F (u) välillä [u, u+ t]. Muulloin häntäfunktion vähene-
misestä johtuen epäyhtälön vasen puoli on suurempi kuin yhtälön oikea puoli. Täten
erotuksen v(u+ t)− v(u) alaraja on 0, josta seuraa funktion v(u) kasvavuus.

iv. Koska häntäfunktiolla on vasemmat raja-arvot välillä (0,∞), niin täten termillä 1/F (u)
ja integraalifunktiolla i(u) =

∫∞
u

F (x) dx on vasemmat raja-arvot välillä (0,∞). Tä-
ten funktiolla e(u) on vasemmat raja-arvot kaikkialla.
Olkoon piste t funktion e(u) epäjatkuvuuskohta. Erotus e(t+) − e(t−) voidaan kir-
joittaa muodossa

e(t+)− e(t−) = e(t+) + t− e(t−)− t = v(t+)− v(t−) ≥ 0,

missä viimeisen termin positiivisuus seuraa kohdassa iii. näytetystä funktion v(u) kas-
vavuudesta.

v. a) Kun u ∈ (0, xF ), niin tällöin

e(u) =
1

F (u)

∫ ∞
u

F (x) dx =
1

F (u)

∫ xF

u

F (x) dx > 0,

jolloin vasemmat raja-arvot e(u−) ovat positiivisia kaikilla u.
b) Keskiylitysfunktion määritelmästä saamme e(xF ) = 0. Koska funktio v(u) on

kasvava, niin epäyhtälö v(u) ≤ v(xF ) pätee kaikilla u ≤ xF . Tästä epäyhtälöstä
saamme keskiylitysfunktiolle ylärajan

e(u) ≤ xF − u.
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Kun u → xF−, niin keskiylitysfunktion arvon ylärajaksi pisteessä xF tulee 0.
Koska e(u) on myös epänegatiivinen proposition ensimmäisen kohdan mukaan,
niin tällöin on oltava e(xF−) = 0.

c) Koska funktio e(u) on aina oikelta jatkuva, niin tällöin jatkuvuuden näyttämi-
seksi riittää varmistaa funktion toispuoleisten raja-arvojen yhtäsuuruus pistees-
sä xF . Koska e(xF ) = 0 määritelmän mukaan, niin täten e(xF+) = 0. Kohdan b)
mukaan e(xF−) = 0, joten

e(xF−) = 0 = e(xF+),

josta saamme pääteltyä funktion e(u) jatkuvuuden pisteessä xF .

vi. Koska odotusarvon µ oletettiin olevan äärellinen, niin tällöin epänegatiivisen satun-
naismuuttujan odotusarvon kaavan avulla voidaan näyttää, että epäyhtälö

E(X)=

∫ ∞
0

F (t) dt ≥
∫ ∞
x

F (t) dt (4.11)

pätee kaikille x ∈ [0,∞). Koska yhtälön (4.11) viimeinen integraali on äärellinen, niin
täten häntäfunktion arvo pisteessä x voidaan ilmaista muodossa

F (x) = − d

dx

∫ ∞
x

F (t) dt.

Edellistä häntäfunktion F (x) esitysmuotoa hyödyntämällä integraali
∫ u
0

1
e(x)

dx voi-
daan ilmaista muodossa

∫ u

0

1

e(x)
dx =

∫ u

0

F (x)∫∞
x

F (t) dt
dx

= −
∫ u

0

d
dx

∫∞
x

F (t) dt∫∞
x

F (t) dt
dx

= −
∫ u

0

d log

(∫ ∞
x

F (t) dt

)
= −

∫ u

0

d log
(
F (x)e(x)

)
= −

[
log
(
F (u)e(u)

)
− log

(
F (0)e(0)

)]
= − log

(
F (u)

e(u)

e(0)

)
,

josta seuraa yhtäsuuruus∫ u

0

1

e(x)
dx = − log

(
F (u)

e(u)

e(0)

)
(4.12)

mistä F (u) voidaan ratkaista ottamalla molemmanpuoleiset eksponentit, jolloin saa-
daan esitys

F (u) =
e(0)

e(u)
exp

{
−
∫ u

0

1

e(x)
dx

}
. (4.13)
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vii. Käyttämällä yhtälöä (4.12) integraalille
∫ u
0

1
e(x)

dx saadaan esitysmuoto∫ u

0

1

e(x)
dx = − log

(
F (u)

F (u)−1
∫∞
u

F (t) dt

e(0)

)
= − log

(∫∞
u

F (t) dt

e(0)

)
,

missä logaritmin argumentissa
∫∞
u

F (t) dt→ 0 kun u→ xF . Tästä seuraa suppene-
minen

∫ u
0

1
e(x)

dt→∞ kun u→ xF .

Täten olettamalla aidosti positiivisen satunnaismuuttujan kertymäfunktion olevan oi-
kealta jatkuva sekä odotusarvon olevan äärellinen saadaan johdettua keskiylitysfunktioille
jo verrattaen yleisiä tuloksia. Johdetut tulokset eivät riipu tarkemmin taustalla vaikuttavasta
jakaumasta, vaan pätevät kaikille oletukset täyttäville jakaumille.

Keskiylitysfunktion määritelmästä saimme pääteltyä että e(u) saa epänegatiivisia arvo-
ja kaikilla u ≥ 0. Erityistapauksena saatiin myös e(0) = µ, joka sitoo keskiylitysfunktion
arvoja ja jakauman odotusarvoja lähemmäs toisiaan. Nämä kaksi esimerkkiä myöskin ha-
vainnollistavat ylitejakauman odotusarvon käyttäytymistä muuttujan u saadessa eri arvoja.

Ongelmia ei myöskään ole luvassa jakauman kantajan päätepisteen xF ympäristössä.
Jos kyseinen piste on äärellinen, niin tällöin proposition 4.8 viidennen kohdan mukaan kes-
kiylitysfunktio on kyseisessä pisteessä jatkuva. Täten esimerkiksi välin [0, 5] tasajakauman
keskiylitysfunktiolle pätee e(u) = 0 kun u ≥ 5 kuvan 4.1 mukaisesti.

Yhteenvetona proposition 4.8 mukaan satunnaismuuttujan täyttäessä proposition ole-
tukset keskiylitysfunktion käyttäytymisessä ei ole luvassa mitään yllättävää. Tämän sään-
nönmukaisen käyttäytymisen vuoksi keskiylitysfunktion voi tulkita säännönmukaisesti ha-
vainnollistavan eri jakaumien ylitejakauman käyttäytymistä. Tällöin varsinkin proposition
kuudennen kohdan antaman häntäfunktion esitysmuodon (4.13) perusteella kuvien 1.1 ja 4.1
kaltaisista kuvaajista voidaan tehdä päätelmiä keskiylitysfunktioiden taustalla vaikuttavista
jakaumista.

4.2 | Jakauman määrääminen

Edellisessä luvussa esitetyn proposition 4.8 kuudennen kohdan mukaan häntäfunktio F (u)
voidaan esittää keskiylitysfunktiosta riippuvassa muodossa. Mitä ominaisuuksia funktiolta
e(u) : [0,∞)→ [0,∞) pitää kuitenkin olettaa, jotta yhtälö (4.13) määräisi aidosti positii-
visen satunnaismuuttujan häntäfunktion? Seuraavassa Esityslauseessa esitetään vähimmäi-
soletukset keskiylitysfunktiolle, jolla saatu esitysmuoto toteuttaa häntäfunktiolta vaaditut
ominaisuudet. Lause 4.14 sekä sen todistus on esitetty alunperin artikkelissa (Hall & Well-
ner, 1981), jota mukaillen lause todistetaan tässä tutkielmassa lyhennysmerkintöjä (4.9) hyö-
dyntäen.
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Lause 4.14. (Esityslause) Oletetaan, että funktiolla e(u) : [0,∞)→ [0,∞) on seuraavat omi-
naisuudet:

1. e(u) on oikealta jatkuva ja e(0) > 0,
2. v(u) = e(u) + u on ei-laskeva,
3. jos e(u−) = 0 jollain u = x0, niin tällöin e(u) = 0 kun u ∈ [x0,∞),
4. jos e(u−) > 0 kaikilla u, niin tällöin

∫∞
0

1
e(u)

du =∞.

Olkoon xT = inf{x : e(x−) = 0} ≤ ∞. Määritellään funktio

F (x) =


e(0)
e(x)

exp
{
−
∫ x
0

1
e(t)

dt
}
, 0 ≤ x < xT ,

0, x ≥ xT ,
(4.15)

kuten proposition 4.8 kuudennessa kohdassa.
Tällöin F (x) = 1 − F (x) on kertymäfunktio välillä [0,∞), jolle pätee F (0) = 0 ja

xF = xT . Kertymäfunktion F (x) määräämällä jakaumalla on tällöin myös äärellinen odo-
tusarvo µF = e(0) <∞ sekä muotoa eF (u) = e(u) oleva keskiylitysfunktio.

Todistus. Jotta kertymäfunktio F (x) olisi hyvin määritelty aidosti positiivisen jakauman
kertymäfunktio, niin tällöin yhtälössä F (x) = 1 − F (x) olevan häntäfunktion tulee to-
teuttaa seuraavat ehdot:

1. F (x) on epänegatiivinen, oikealta jatkuva ja F (0) = 1,
2. F (x) on laskeva,
3. F (x) > 0 kun x < xT . Jos xT =∞ niin F (x)→ 0 kun x→∞,
4.
∫∞
0

F (u) du = µF <∞.

Kohtien 1–3 vaatimuksilla varmistetaan että annettu funktio (4.15) toteuttaa häntäfunktiolta
vaaditut ominaisuudet. Neljäs vaatimus varmistaa sen, että keskiylitysfunktio on äärellisenä
määritelty pisteessä 0. Näyttämällä nämä neljä kohtaa saadaan lauseen väite todistettua.

1. Proposition 4.8 ensimmäisen kohdan mukaan keskiylitysfunktio e(u) on epänegatii-
vinen ja oikealta jatkuva. Koska häntäfunktio on yhtälön (4.15) mukaan näiden muun-
nos, niin tällöin myös häntäfunktio on oikealta jatkuva ja epänegatiivinen.
Asettamalla x = 0 häntäfunktion yhtälöön (4.15) saadaan

F (0) =
e(0)

e(0)
exp

{
−
∫ 0

0

1

e(t)
dt

}
= 1.

2. Häntäfunktion laskevuuden osoittamiseksi tarkastellaan osamäärää F (x + t)/F (x)
kun 0 < t ≤ t+ x < xT :

F (x+ t)

F (x)
=

e(x)

e(x+ t)
exp

{
−
∫ x+t

x

1

e(u)
du

}
. (4.16)

Jotta häntäfunktio olisi laskeva, niin yllä olevan osamäärän tulisi olla pienempi kuin
yksi. Integraalille

∫ x+t
x

1
e(u)

du on mahdollista saada alaraja
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∫ x+t

x

1

e(u)
du =

∫ x+t

x

1

v(u)− u
du

≥
∫ x+t

x

1

v(x+ t)− u
du

≥ log

(
e(x+ t) + t

e(x+ t)

)
.

Logaritmin argumenttia arvioimalla saadaan integraalille pienempi alaraja

log

(
e(x+ t) + t

e(x+ t)

)
= log

(
v(x+ t)− x
e(x+ t)

)
≥ log

(
v(x)− x
e(x+ t)

)
= log

(
e(x)

e(x+ t)

)
,

joka sijoittamalla yhtälöön (4.16) antaa häntäfunktioiden osamäärälle ylärajan

F (x+ t)

F (x)
≤ e(x)

e(x+ t)
exp

{
− log

(
e(x)

e(x+ t)

)}
=

e(x)

e(x+ t)

e(x+ t)

e(x)
= 1.

Saadusta ylärajasta voidaan nähdä F (x + t) ≤ F (x), joka osoittaa häntäfunktioiden
laskevuuden.

3. Välillä 0 < x < xT <∞ keskiylitysfunktion e(u) arvoille on olemassa alaraja ε > 0,
jolle pätee inf{e(t) : 0 < t < x} ≥ ε. Täten keskiylitysfunktio (4.15) on positiivi-
nen välillä (0, x), jonka vuoksi osamäärä e(0)/e(t) on positiivinen kaikilla t ∈ (0, x).
Häntäfunktiossa F (x) olevalle integraalille pätee täten

∫ x
0

1
e(u)

du <∞, joten häntä-
funktio on positiivinen välillä (0, x).
HäntäfunktionF (x) rajakäyttäytyminen x→ xT tilanteessa xT =∞ voidaan näyttää
käyttämällä integraalille

∫ x+t
x

1
e(u)

du edellisessä kohdassa saatua alarajaa log
(
e(x+t)+t
e(x+t)

)
valinnalla x = 0, jolloin pätee∫ t

0

1

e(u)
du ≥ log

(
e(t) + t

e(t)

)
.

Käyttämällä kyseistä arviota häntäfunktiolle saadaan yläraja

F (t) ≤ e(0)

e(t)
exp

{
− log

(
e(t) + t

e(t)

)}
=
e(0)

e(t)

e(t)

e(t) + t
=
e(0)

v(t)
→ 0,

kun t→∞. Täten häntäfunktiolle pätee F (x)→ 0 kun x→∞.

4. Odotusarvon µ laskemisessa voidaan käyttää muotoa E(X)=
∫∞
0

F (u) du, sillä ole-
tuksen mukaan satunnaismuuttuja X on aidosti positiivinen. Integraalin

∫
F (u) du

ratkaisu saadaan derivoimalla yhtäsuuruus (4.12) muuttujan u suhteen, jolloin saam-
me yhtäsuuruuden

1

e(u)
= − d

du
log
(
F (u)e(u)

)
= −

d
du
F (u)e(u)

F (u)e(u)
,

josta häntäfunktiolle saadaan ratkaistua esitysmuoto

F (u) = − d

du

(
F (u)e(u)

)
.
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Sijoittamalla saatu esitysmuoto odotusarvon kaavaan saadaan

E(X)=

∫ ∞
0

F (u) du = −
∫ xT

0

d

du

(
F (u)e(u)

)
du

= −
xT/
0

F (u)e(u) = −
(
F (xT )e(xT )− F (0)e(0)

)
= e(0) = µ <∞.

Koska yhtälön (4.15) mukainen häntäfunktio F (x) toteuttaa ehdot 1–4, niin täten se myös
määrää jakauman positiivisilla reaaliluvuilla.

Täten keskiylitysfunktiota käyttämällä on mahdollista saada esitettyä jakauman häntä-
funktio F (x). Koska häntäfunktio määrää yksikäsitteisesti satunnaismuuttujan jakauman,
niin täten keskiylitysfunktioiden avulla on mahdollista määritellä häntäfunktion kautta sa-
tunnaismuuttujan jakauma. Myöhemmin tätä yhteyttä tullaan käyttämään aineistopohjai-
sen päättelyn tukena.

Käytännön ongelmaksi muodostuu kuitenkin keskiylitysfunktion e(x) suljetun esitys-
muodon saaminen. Aineistopohjaisissa ongelmissa ei välttämättä ole mahdollista esittää
keskiylitysfunktiota analyyttisen häntäfunktion esitysmuodon puuttuessa, vaan on turvau-
duttava aineistopohjaisiin arvioihin keskiylitysfunktioista. Luvussa 6 esiteltävän empiirisen
keskiylitysfunktion (Määritelmä 6.1) avulla on mahdollista saada laskettua aineistopohjai-
nen keskiylitysfunktio.

On myös huomautettava, että todistuksessa oletettiin satunnaismuuttujan odotusarvon
µF olevan äärellinen. Häntäfunktion määritelmä itsessään ei kuitenkaan vaadi odotusarvon
äärellisyyttä, sillä häntäfunktiolta vaaditaan yleisessä tilanteessa pelkästään ehtojen 1.–3.
toteutuminen. Tämä rajoittava oletus johtuu häntäfunktion esitysmuodossa (4.15) esiinty-
västä luvusta e(0), joka proposition 4.8 toisen kohdan perusteella on yhtä kuin odotusarvo
µF . Jos odotusarvon sallittaisiin olevan ääretön, niin tällöin häntäfunktio olisi ääretön kai-
killa x.

4.3 | Riskimitat

Rahoitukseen ja vakuutukseen liittyvissä sovelluskohteissa yksi kiinnostuksen kohde on
usein häntätapahtumien suuruusluokka jonkin ennalta määrätyn aikavälin ∆ aikana. Va-
hinkovakuutuksessa voidaan olla kiinnostuneita miljoonan euron rajapyykin ylittävien tap-
pioiden kokonaistappiomäärästä kymmenen vuoden aikana ja sijoitustoiminnan matema-
tiikassa osakesalkun maksimitappiosta yksittäisen viikon aikana. Yksi tapa havainnollistaa
suuria tappiota aikavälillä ∆ olisi pyrkiä laskemaan niiden vakavuutta kuvastavia tunnuslu-
kuja. Esimerkkejä tunnusluvuista ovat odotusarvo E(X)ja varianssi Var(X), jotka kertovat
jotain satunnaismuuttujan X jakaumasta. Näiden lisäksi keskiylitysfunktiot ovat yksi tapa
havainnollistaa häntätapahtumien suuruusluokkaa.

Keskiylitysfunktioiden lisäksi kirjallisuudessa on käytössä muita työkaluja miten tämän-
laisia satunnaismuuttujan X hännän aiheuttamia riskejä mallinnetaan. Tällaisia työkaluja
kutsutaan riskimitoiksi. Riskimittojen idea on kuvastaa yrityksen kohtaamaa riskiä yksit-
täisen tunnusluvun kautta, jota voidaan käyttää myös yrityksen sisäisessä päätöksenteossa
(Asmussen & Ste�ensen, 2020). Yleisessä käytössä on kaksi eri riskimittaa: VaR-luku ja odo-
tettu tappio (McNeil ym., 2005; Asmussen & Ste�ensen, 2020). Kumpikin näistä antaa käyttä-
jälleen lisätietoa häntätapahtuman vakavuudesta yksittäisen tunnusluvun kautta, joita hyö-
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dyntämällä saadaan muodostettua tarkempi kuva mahdollisten tappioiden suuruusluokasta
ja täten myös yrityksen kyvystä selvitä kyseisistä tappioista. Usein kyseisistä tunnusluvuista
ovat kiinnostuneita myös �nanssialaa valvovat viranomaiset, jotka haluavat tunnuslukujen
pysyvän säätelyn määrämien rajojen sisäpuolella (Asmussen & Ste�ensen, 2020).

Määritelmä 4.17. (VaR-luku) Olkoon X tappioita kuvaava satunnaismuuttuja. VaR-luku
(Value-at-Risk) luottamustasolla α ∈ (0, 1) kuvaa tappion vähimmäissuuruutta ylemmässä
α-kvantiilissa, joka saadaan laskettua kaavalla

V aRα(X) = inf{t ∈ R | P(X ≤ t)≥ α}.

VaR-luvun voi tulkita olevan suurin mahdollinen tappio jota ei ylitetä todennäköisyydel-
lä α (McNeil ym., 2005). Matemaattisesti VaR-luvussa etsitään pienin piste t johon mennessä
pätee P(X ≤ t) ≥ α, jolloin käytännössä kyseessä on satunnaismuuttujan X α-kvantiilin
selvittäminen. Esimerkiksi tappiojakaumalleX luottamustasollaα = 0,95 laskettu VaR-luku

V aR0,95(X) = inf{t ∈ R | P(X ≤ t)≥ 0,95} = 250 000 e

tarkoittaa sitä, että 95 prosentin todennäköisyydellä tappion suuruus on pienempää kuin
250 000 e ja viiden prosentin todennäköisyydellä tappion suuruus on vähintään 250 000 e.

Vaikka rajapyykkitieto on tärkeä suuntaa antava tieto tappiojakaumasta, niin joskus voi
kuitenkin olla tarpeen saada lisätietoa tämän tason ylittävistä tapahtumista. Todennäköi-
syysmassa voi olla epätasaisesti jakautunut rajapyykin jälkeen, jolloin mahdolliset tappiot
voivat olla luottamustason α = 0,95 jälkeen hyvinkin suuria. Edellisen esimerkin tilantees-
sa VaR-luku ei kerro meille onko kyseisen luottamustason ylittävän tappion suuruus luul-
tavammin 275 000 e tai 750 000 e. Tätä puutetta kutsutaan kirjallisuudessa häntäriskiksi
(Tail risk), ja se voi johtaa tilanteisiin missä sijoituspäätöksiä tehdessä paksuhäntäinen tap-
piojakauma nähdään parempana vaihtoehtona kuin kevythäntäinen tappiojakauma (Yamai
& Yoshiba, 2005). Tämän puutteen korjaamiseksi voidaan VaR-luvun lisäksi käyttää odotet-
tua tappiota, joka keskiylitysfunktion tavoin tarkastelee odotusarvotasolla tappiojakaumaa
jonkin pisteen jälkeen.

Määritelmä 4.18. (Odotettu tappio) OlkoonX tappioita kuvastava satunnaismuuttuja. Luot-
tamustason α ∈ (0, 1) ylittävä odotettu tappio ESα (Expected shortfall) lasketaan kaavalla

ESα(X) = E(X | X > V aRα(X))=
1

1− α

∫ 1

α

V aRγ(X) dγ.

Täten odotettu tappio kertoo ehdollisen odotusarvon kun satunnaismuuttuja X on ylit-
tänyt tason V aRα(X) (Yamai & Yoshiba, 2005). Koska V aRα(X) on reaaliluku, niin tällöin
sen voi yksinkertaistetusti tulkita olevan samankaltainen kynnys kuin edellisissä luvuissa
esitetty ylitetaso u. Piirtämällä molemmat riskimitat taitetun normaalijakauman tiheysfunk-
tion kanssa samaan kuvaan kiinnitetyllä luotettavuustasolla on mahdollista nähdä parem-
min mitä kumpikin riskimitta kuvastaa.
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0 10 25

Kuva 4.2: Taitetun normaalijakauman FN(10, 5) tiheysfunktio ja tasolla
α = 0,95 laskettu V aRα(X)-luku (18,22) ja odotettu tappio ESα(X) (20,31).

Kuvasta 4.2 voidaan nähdä, että odotettu tappio kertoo satunnaismuuttujan V aRα(X)-
luvun ylittävän osan odotusarvon. Tämä muistuttaa keskiylitysfunktion toimintaa, ja huo-
mataankin että odotetusta tappiosta voidaan myös helposti muokata keskiylitysfunktio. Tä-
hän riittää pelkästään vakion u vähentäminen odotetusta tappiosta, jolloin saadaan

E(X | X > u)︸ ︷︷ ︸
Odotettu tappio

−u = E(X | X > u)− E(u | X > u)= E(X − u | X > u).︸ ︷︷ ︸
Keskiylitysfunktio

Täten keskiylitysfunktiosta on mahdollista saada laskettua odotettu tappio lisäämällä luku u
keskiylitysfunktion e(u) arvoon pisteessä u. Merkitsemällä tällä tavalla laskettua odotettua
tappiota v(u) = e(u) + u voimme huomata, että proposition 4.8 kolmannen kohdan perus-
teella odotettu tappio on kasvava funktio. Kasvavuus ei kuitenkaan ole keskiylitysfunktion
ominaisuus, jonka vuoksi vaikuttaisi siltä että keskiylitysfunktio ja odotettu tappio havain-
nollistavat satunnaismuuttujaa X eri tavoilla. Luvussa 5 tarkastellaan tarkemmin sitä mitä
keskiylitysfunktion kasvavuus kertoo itse satunnaismuuttujasta X .

Vaikka VaR-lukua käyttäessä altistuu häntäriskille, niin sen korvaaminen odotetulla tap-
piolla ei kuitenkaan tee muodostettavista riskiarvioista automaattisesti parempia. Kirjalli-
suudessa on osoitettu, että kun satunnaismuuttuja X on paksuhäntäinen jakauma, niin täl-
löin odotetun tappion antamat arviot tappion suuruudesta voivat heitellä enemmän kuin
VaR-luvun antama arvio (Yamai & Yoshiba, 2005). VaR-luku on myös yksi yleisimmistä ris-
kienhallinnassa käytetyistä riskimitoista ja samalla se on oleellinen osa �nanssialaa koske-
vassa säätelyssä (McNeil ym., 2005). Käyttämällä VaR-lukua ja odotettua tappiota saman-
aikaisesti saadaan muodostettua monipuolisempi katsaus satunnaismuuttujan X aiheutta-
masta riskistä kuin rajoittumalla pelkästään yhden riskimitan käyttöön (McNeil ym., 2005;
Yamai & Yoshiba, 2005).

Riskimitoista sekä niiden käytöstä �nanssi- ja vakuutusalalla on mahdollista lukea enem-
män lähteissä (McNeil ym., 2005, luku 2.2) ja (Asmussen & Ste�ensen, 2020, luku X).
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5 | Paksuhäntäinen keskiylitys

Kuvasta 4.1 nähdään, että luvussa 4 lasketuista keskiylitysfunktioista pelkästään paksuhän-
täisen yleistetyn Pareto-jakauman keskiylitysfunktio on kasvava. Muiden jakaumien keskiy-
litysfunktioissa vastaavaa kasvavaa käyttäytymistä ei ole nähtävissä. Mitkä tekijät voisivat
aiheuttaa tällaista käyttäytymistä? Tässä luvussa tarkastellaankin tarkemmin paksuhäntäi-
syyttä ja sen vaikutusta keskiylitysfunktion käyttäytymiseen. Ennen tätä on hyvä kuiten-
kin havainnollistaa kuinka "vaarallisia" eri jakaumat ovat. Yksi jakaumien vaarallisuuden
havainnollistamiseen soveltuva työkalu on riskitiheys (Kleiber & Kotz, 2003).

Määritelmä 5.1. (Riskitiheys) Kertymäfunktion F (x) määräämän satunnaismuuttujan X
riskitiheys (Hazard rate) λ(x) on muotoa

λ(x) =
f(x)

1− F (x)
= − d

dx
lnF (x), x ≥ 0,

missä f(x) on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Riskitiheydestä käytetään myös nimi-
tyksiä hasardifunktio luotettavuusteoriassa ja kuolevuus henkivakuutusmatematiikassa.

Riskitiheys λ(x) saa pelkästään epänegatiivisia arvoja, jotka kuvastavat kuinka nopeasti
suurten tapahtumien riski vähenee pisteessä x. Mitä suuremman arvon riskitiheys saa pis-
teessä x, niin sitä pienempi suuren tapahtuman aiheuttama riski on. Tällöin jos riskitiheys
on matala, suurten tapahtumien riski vähenee hitaasti kyseisessä pisteessä. Täten matalan
riskitiheyden suurilla x omaavat jakaumat ovat vaarallisempia jakaumia kuin korkean ris-
kitiheyden omaavat jakaumat. (Kleiber & Kotz, 2003)

N(5
, 3/2

)

Wei(1/2, 9/5)

Exp(3/5)

LogN(13/2, 25)

0 7Normaalijakauma Weibullin jakauma
Eksponenttijakauma Log-normaalijakauma

Kuva 5.1: Normaali-, eksponentti-, Weibullin- ja log-normaalijakauman riskiti-
heydet välillä [0, 7]. Jakaumien parametrit ovat valittu riskitiheyden käyttäyty-
misen havainnollistamisen tueksi.

Kuvan 5.1 mukaan paksuhäntäisten Weibullin ja log-normaalijakauman riskitiheydet
ovat laskevia. Tällöin suurilla x ei ole perustetta olla odottamatta suuria mahdollisia tapah-
tumia, vaan x kasvaessa suurien tapahtumien riski kasvaa. Vastaavasti kevythäntäisen nor-
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maalijakauman riskitiheys on kasvava, jolloin suurien tapahtumien riski pienenee jatkuvas-
ti. Muistinmenetysominaisuus näkyy eksponenttijakauman riskitiheydessä, jolloin suurien
tapahtumien riski on yhtä suuri riippumatta x arvosta. Täten suurten tapahtumien riskien
näkökulmasta ei ole yhdentekevää mitä jakaumaa käyttää häntätapahtumien mallintami-
seen.

Käytännön sovelluskohteissa ollaankin usein kiinnostuneita äärimmäisten ilmiöiden va-
kavuudesta. Varsinkin vakuutus- ja �nanssialalla äärimmäisten ilmiöiden perusteellinen mal-
linnus on oleellista yrityksen vakavaraisuuden säilyttämisen vuoksi (McNeil ym., 2005).
Paksuhäntäiset satunnaismuuttujat tarjoavat hyvän ehdokkaan tällaisten tapahtumien mal-
linnukseen. Varsinkin paksuhäntäisiin jakaumiin lukeutuva alieksponentiaalisten jakaumien
joukon on todettu kuvaavan hyvin oikean maailman harvinaisia ilmiöitä. (Embrechts ym.,
1997)

Tämän vuoksi luvussa 5.1 esitellään tarkemmin paksuhäntäisyyden määritelmä, sen ala-
luokat ja miten keskiylitysfunktiot käyttäytyvät paksuhäntäisillä jakaumilla. Luvussa 5.2
esitellään tulos, jota hyödyntämällä keskiylitysfunktioita voi hyödyntää päättelyssä pelkäs-
tään asymptotiikkaan nojaten. Lopulta luvussa 5.3 muodostetaan yhteenveto miten jakau-
man hännän tyypin voi päätellä keskiylitysfunktioita käyttämällä.

5.1 | Alieksponentiaaliset jakaumat

Työn alussa esitetyssä määritelmässä (2.11) jakauman sanotaan olevan (oikealle) paksuhän-
täinen jos momentit generoiva funktioMX(t) on ääretön kaikilla t > 0. Tästä määritelmästä
ei suoraan saada arvioita häntäfunktion tyypistä, sillä pelkästään joukkoon

K = {X |MX(t) =∞ kaikilla t > 0}

kuuluminen ei anna tarkentavaa lisätietoa häntäfunktion käyttäytymisestä. JoukkoK on laa-
ja, ja se pitää sisällään monenlaisia paksuhäntäisiä satunnaismuuttujia. Mitä kaikkea tästä
määritelmästä voi päätellä? Jos jakauma on kevythäntäinen, niin tällöin lemman 3.3 mukaan
häntäjakauman suppenemisnopeudella saadaan eksponentiaalinen yläraja jollain t > 0. Jos
jakauma on paksuhäntäinen, niin tällaista ylärajaa ei ole olemassa millään t > 0. Täten pak-
suhäntäisillä jakaumilla häntäfunktion suppenemisnopeudelle ei ole olemassa eksponenti-
aalista ylärajaa.

Tämä tieto häntäjakauman suppenemisnopeuden ylärajan puuttumisesta on vieläkin
varsin yleinen jokaiselle joukon K alkiolle. Vielä tarkempi luokittelu on mahdollista saada
eritelemällä jakaumia häntäfunktioiden käyttäytymisen perusteella. Seuraavassa määritel-
mässä esitellään kirjallisuudessa yleisessä käytössä oleva paksuhäntäisten satunnaismuut-
tujien luokittelu.

Määritelmä 5.2. (Paksuhäntäisyyden luokat) Paksuhäntäiset jakaumat voidaan luokitella
kolmeen pääluokkaan:

• Paksuhäntäinen jakauma: Satunnaismuuttujan X sanotaan olevan (oikealle) paksu-
häntäinen jos momentit generoiva funktio MX(t) on ääretön kaikilla t > 0. Paksu-
häntäisten jakaumien joukkoa merkitään K.
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• Pitkähäntäinen jakauma: Satunnaismuuttujan X jakauman sanotaan olevan (oikealle)
pitkähäntäinen jos ja vain jos kaikilla t > 0 pätee

lim
x→∞

P(X > x+ t | X > x)= 1.

Pitkähäntäisten jakaumien joukkoa merkitään L.

• Alieksponenttiaalinen jakauma: Olkoot X,X1, . . . , Xn riippumattomia ja samoin ja-
kautuneita satunnaismuuttujia ja Sn = X1 + · · ·+Xn. Satunnaismuuttujan X jakau-
man sanotaan olevan alieksponentiaalinen jos ja vain jos häntäfunktiolle pätee

lim
x→∞

P(Sn > x)

P(X > x)
= n

kaikilla n ≥ 2. Alieksponentiaalisten jakaumien joukkoa merkitään S .
Jokainen määritelmässä 5.2 esitetty väite asettaa häntäfunktion käyttäytymiselle lisäeh-

toja. Täten jokainen alieksponentiaalinen jakauma on myös pitkähäntäinen jakauma. Sa-
moin jokainen pitkähäntäinen jakauma on myöskin paksuhäntäinen. On kuitenkin huomioi-
tava että L 6⊂ S ja K 6⊂ L. (Embrechts ym., 1997)

Näistä kolmesta luokasta alieksponentiaalisten satunnaismuuttujien luokka on sovellus-
kohteita silmälläpitäen yleisin. Vakuutusmatemaattisissa sovelluksissa kaikki yleisessä käy-
tössä olevat paksuhäntäiset satunnaismuuttujat ovat alieksponentiaalisia. Alieksponentiaa-
lisilla satunnaismuuttujilla useimmiten tarkoitetaan positiivisia satunnaismuuttujia, joka te-
kee niistä sopivia vakuutusmatemaattisiin sovelluksiin. (Embrechts ym., 1997)
Määritelmä 5.3. (Asymptoottinen yhtäsuuruus) Funktioita f(x) ja g(x) sanotaan asymp-
toottisesti yhtäsuuriksi, jos osamäärän f(x)/g(x) raja-arvolle pätee

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

Tällöin merkitään f(x) ∼ g(x), jolla tarkoitetaan funktioiden käyttäytymistä kun x→∞.
Asymptoottiset arviot funktioiden yhtäsuuruuksista ovat vakuutus- ja �nanssisovelluk-

sissa tärkeitä (Embrechts ym., 1997). Varsinkin häntäjakaumien arvioinnissa asymptootti-
sen yhtäsuuruuden tietäminen kertymäfunktioiden välillä mahdollistaa monipuolisempaa
päättelyä. Esimerkiksi tieto F (x) ∼ G(x) kertoo, että tarpeeksi suurilla x häntäfunktiot
ovat melkein yhtäsuuret. Tällöin laskennassa on mahdollista käyttää pelkästään toista näis-
tä kahdesta häntäfunktiosta.

Yksi tapa käsitellä kyseisiä satunnaismuuttujia on tarkastella riippumattomien ja samoin
jakautuneiden satunnaismuuttujien X1, . . . , Xn summan

P(X1 + · · ·+Xn < x)= P(Sn < x)

käyttäytymistä suurilla x. Tällaisen summan jakauman arviointi voi olla mielekästä esimer-
kiksi vakuutuskontekstissa, missä jokainen Xi (i ∈ {1, . . . , n}) kuvastaa yksitäisen vahin-
gon suuruutta ja Sn vakuutusyhtiön korvattavaa kokonaisvahinkomäärää.

Varsinkin paksuhäntäisten satunnaismuuttujien tilanteessa summanSn jakauman asymp-
toottinen käyttäytyminen voi aiheuttaa ongelmia vakavaraisuuslaskennassa. Miten yksittäi-
nen todella suuri tapahtuma X vaikuttaa summajakauman käyttäytymiseen? Koska alieks-
ponentiaaliset satunnaismuuttujat ovat yleisiä sovelluskohteissa, niin täten on mahdollista
käyttää seuraavaan proposition tulosta summan häntäfunktion arvojen laskemiseen suurilla
arvoilla.
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Propositio 5.4. Alieksponentiaalisilla satunnaismuuttujilla summan ja maksimin häntäntä-
funktioille pätee

P(Sn > x) ∼ P(Mn > x)

kaikilla n ≥ 2 kun x→∞.

Todistus. OlkootX,X1, . . . , Xn riippumattomia ja samoin jakautuneita alieksponentiaalisia
satunnaismuuttujia. Maksimin Mn häntäfunktion asymptoottista käyttäytymistä määrätes-
sä voidaan tarkastella raja-arvoa

lim
x→∞

P(Mn > x)

nP(X > x)
=

1

n
lim
x→∞

1− F n(x)

1− F (x)
=

1

n
lim
x→∞

n−1∑
k=0

F k(x)

geometrisen sarjan esitysmuotoa hyödyntämällä. Koska F (x) ∈ [0, 1] kaikilla x ∈ R, niin
täten summa on äärellinen ja raja-arvo voidaan viedä summan sisään. Tällöin saadaan

1

n

n−1∑
k=0

lim
x→∞

F k(x) =
1

n

n−1∑
k=0

1 =
n

n
= 1,

josta seuraa
P(Mn > x) ∼ nP(X > x).

SummanSn häntäfunktion asymptoottisessa arvioinnissa voidaan käyttää hyväksi alieks-
ponentiaalisuuden määritelmää, josta saadaan

lim
x→∞

P(Sn > x)

P(X > x)
= n ⇔ lim

x→∞

P(Sn > x)

nP(X > x)
= 1 ⇔ P(Sn > x) ∼ nP(X > x).

Täten tarpeeksi suurilla x pätee

lim
x→∞

P(Sn > x)

P(Mn > x)
= lim

x→∞

nP(X > x)

nP(X > x)
= 1,

joka todistaa väitteen.

Toisin sanoen alieksponentiaalisilla satunnaismuuttujilla summan Sn jakauman mää-
rää summan suurin termi max{Xn}. Tämän voi tulkita kuvastavan tilannetta, missä yksi
erittäin suuri havainto määrittää koko summan Sn tason. Tällöin muiden havaintojen ai-
heuttama vaihtelu summassa ei enää vaikuta saataviin todennäköisyyksiin merkittävästi, ja
laskennassa voidaan käyttää pelkästään maksimin jakaumaa. (Embrechts ym., 1997)

On myös hyvä huomauttaa, että propositiossa 5.4 esitetty väite häntäfunktioiden ekvi-
valenssista vaatii riippumattomuusoletuksen. Vakuutusmatemaattisissa sovelluksissa riip-
pumattomuusoletuksen käyttö on usein perusteltua, mutta �nanssimatemaattisissa sovel-
luksissa riippumattomuusoletuksen käyttö esimerkiksi osakekurssin kehitystä mallintaes-
sa voi olla kyseenalaista. Osakkeiden hintojen suuret muutokset ovat historiallisesti olleet
ryhmittyneitä. Yhtenä esimerkkinä tästä osakehintojen kehityksen ryhmittymisestä on ke-
väällä 2020 tapahtunut koronaviruspandemian aiheuttanut pörssiromahdus. Tämän vuoksi
�nanssimatemaattissa sovelluksissa ei voida suoraan käyttää samoja tuloksia kuin vakuu-
tusmatemaattisissa sovelluksissa. (Embrechts ym., 1997)

Alieksponentiaalisten satunnaismuuttujien joukkoon kuuluvista satunnaismuuttujista
useimmiten käytetään jakaumaa joka kuuluu yhteen seuraavista jakaumatyypeistä: säännäl-
lisesti vaihtelevat, (paksuhäntäisen)Weibullin tyyppiset ja lognormaalit (Asmussen & Ste�en-
sen, 2020). Esimerkeissä 5.5–5.8 lasketaan edellä mainituille kolmelle alieksponentiaalisel-
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le jakaumalle asymptoottisesti ekvivalentit keskiylitysfunktiot, jolloin saamme myös tietää
miten jakaumia vastaavat keskiylitysfunktiot käyttäytyvät suurilla arvoilla.

Esimerkki 5.5. Olkoon häntäfunktio F (x) = L(x)/xα, missä α > 1 ja L(x) on määritel-
män 2.12 mukainen hitaasti vaihteleva funktio. Tällöin F (x) on säännöllisesti vaihtelevan
satunnaismuuttujan häntäfunktio. Osamäärää

e(x)

x/(α− 1)
=

xα

L(x)

∫∞
x

L(t)/tα dt

x/(α− 1)
=

(α− 1)xα
∫∞
x

t−αL(t) dt

xL(x)

tarkastelemalla on mahdollista määrätä keskiylitysfunktion e(x) käyttäytyminen kunx→∞.
Käyttämällä osoittajan integraaliin Karamatan lausetta (Lause A.9) suurilla x saadaan∫ ∞

x

t−αL(t) dt ∼ −(−α + 1)−1x−α+1L(x).

Täten rajankäynnissä x→∞ alkuperäinen osamäärä saa arvokseen

(α− 1)xα
∫∞
x

L(t)/tα dt

xL(x)
=

(α− 1)xαx−α+1L(x)

x(α− 1)L(x)
= 1,

josta saamme pääteltyä
e(x) ∼ x

α− 1
.

Esimerkki 5.6. Olkoon häntäfunkio F (x) = exp
{
−αxβ

}
Weibullin jakauman häntäfunk-

tio parametrein α = 1 ja 0 < β < 1. Tällöin keskiylitysfunktion asymptoottinen käyttäyty-
minen saadaan selvitettyä osamäärän

e(x)

x1−β/β
=

1

exp{−xβ}
∫∞
x

exp
{
−tβ

}
dt

x1−β/β
= β

∫∞
x

exp
{
−tβ

}
dt

exp{−xβ}x1−β

rajakäyttäytymisen avulla. Koska haluamme näyttää rajakäyttäytymiselle ekvivalenssin, niin
tällöin yllä olevan osamäärän tulisi saada rajalla x → ∞ arvokseen yksi. Koska sekä osoit-
taja että nimittäjä suppenevat kohti nollaa, niin täten raja-arvon selvittämisessä voidaan
käyttää L’Hôpitalin sääntöä.

Valinnalla u ∈ (x,∞) osoittajassa oleva integraali voidaan hajoittaa osiin∫ ∞
x

exp
{
−tβ

}
dt =

∫ u

x

exp
{
−tβ

}
dt+

∫ ∞
u

exp
{
−tβ

}
dt,

jonka perusteella osoittajan derivaatta voidaan ilmaista muodossa
d

dx

∫ ∞
x

exp
{
−tβ

}
dt =

d

dx

∫ u

x

exp
{
−tβ

}
dt+

d

dx

∫ ∞
u

exp
{
−tβ

}
dt. (5.7)

Koska Weibullin jakauma on epänegatiivinen ja sillä on äärellinen odotusarvo, niin tä-
ten yhtälön (4.11) kaltaisesti epänegatiivisten satunnaismuuttujien odotusarvon kaavaa hyö-
dyntämällä integraalille saadaan äärellinen yläraja

E(X)=

∫ ∞
0

P(X ≥ t) dt ≥
∫ ∞
u

P(X ≥ t) dt.

Täten yhtälön (5.7) jälkimmäinen termi on äärellinen vakio, jonka derivaatta muuttujan x
suhteen on nolla. Saman yhtälön ensimmäinen termi saadaan Leibnizin integroimissääntöä
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(Lemma A.10) käyttämällä muotoon
d

dx

∫ u

x

exp
{
−tβ

}
dt = exp

{
−uβ

} d

dx
u− exp

{
−xβ

} d

dx
x+

∫ u

x

d

dx
exp
{
−tβ

}
dt

= − exp
{
−xβ

}
,

jolloin saadaan
d

dx

∫ ∞
x

exp
{
−tβ

}
dt = − exp

{
−xβ

}
.

Nimittäjästä saadaan tulon derivaatalla
d

dx

(
exp
{
−xβ

}
x1−β

)
= −βxβ−1 exp

{
−xβ

}
x1−β + (1− β)x−β exp

{
−xβ

}
.

Tällöin L’Hôpitalin säännön mukaisesta osamäärästä tulee

β
d
dx

∫∞
x

exp
{
−tβ

}
dt

d
dx

(exp{−xβ}x1−β)
= β

− exp
{
−xβ

}
−βxβ−1x1−β exp{−xβ}+ (1− β)x−β exp{−xβ}

=
−β

−β + (1− β)x−β
,

josta ottamalla raja-arvo x→∞ saadaan
−β

−β + (1− β)x−β
x→∞−→ −β

−β
= 1.

Täten L’Hôpitalin säännön perusteella suurilla x pätee

e(x) ∼ x1−β

β
.

Esimerkki 5.8. Olkoon häntäfunktio F (x) lognormaalijakauman häntäfunktio, jota suu-
rilla x voidaan approksimoida arviolla F (x) ∼ σ√

2π log x
exp
{
− (log x−µ)2

2σ2

}
. Osamäärää

e(x)

σ2x/ log x
=

1

σ2

∫∞
x

exp{−(log t−µ)/2σ2}
log t

dt
x

log2 x
exp{−(log x− µ)2/2σ2}

tarkastelemalla on mahdollista näyttää keskiylitysfunktion e(x) asymptoottinen käyttäyty-
minen jos osamäärä suppenee kohti lukua yksi kun x→∞. Koska sekä osoittaja että ni-
mittäjä suppenevat kohti nollaa kun x→∞, niin tällöin raja-arvon selvittämisessä voimme
käyttää L’Hôpitalin sääntöä. Koska lognormaalin satunnaismuuttujan odotusarvo on äärel-
linen, niin täten esimerkin 5.6 mukaisesti Leibnizin integroimissääntöä käyttämällä osoittaja
saadaan muotoon

d

dx

∫ ∞
x

exp{−(log t− µ)/2σ2}
log t

dt = −exp{−(log x− µ)/2σ2}
log x

.

Nimittäjä saadaan osamäärän derivoimissääntöä käyttämällä muotoon

d

dx

x exp{−(log x− µ)2/2σ2}
log2 x

= exp
{
−(log x− µ)2/2σ2

}(µ− log x

σ2 log2 x
+

log x− 2

log3 x

)
.
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Sijoittamalla saadut derivaatat L’Hôpitalin säännön mukaiseen osamäärään saadaan
d
dx
e(x)

d
dx

[σ2x/ log x]

=
1

σ2

− exp{−(log x− µ)2/2σ2}/ log x

exp{−(log x− µ)2/2σ2}
(
µ−log x
σ2 log2 x

+ log x−2
log3 x

)
=

1

σ2

(
log x− µ
σ2 log x

− log x− 2

log3 x

)−1
=

(
1− µ

log x
− σ2

log2 x
+

2σ2

log3 x

)−1
.

Ottamalla raja-arvo x→∞ edellisestä osamäärästä saadaan(
1− µ

log x
− σ2

log2 x
+

2σ2

log3 x

)−1
x→∞−→ 1.

Täten suurilla x pätee

e(x) ∼ σ2x

log x
.

Näin ollen on saatu näytettyä, että suurilla x kolmella edellä mainituilla alieksponenti-
aalisella satunnaismuuttujalla keskiylitysfunktio käyttäytyy

e(x) ∼ x

α− 1
, e(x) ∼ x1−β

β
tai e(x) ∼ σ2x

log x
,

missä α > 1, β ∈ (0, 1) ja σ > 0. Koska nämä esitysmuodot on saatu laskettua, herään-
kin kysymys, voidaanko näitä keskiylitysfunktioita käyttää esityslauseen (Lause 4.14) kal-
taisesti suurilla x hyödyksi jakauman määräämisessä? Jos tämä olisi mahdollista, niin tällöin
jakauman hännälle voitaisiin saada määriteltyä sitä vastaava jakauma keskiylitysfunktiota
hyödyntäen. Tähän asiaan paneudutaankin tarkemmin seuraavassa luvussa.

Alieksponentiaalisista satunnaismuuttujista on mahdollista lukea kattavempi tarkastelu
lähteistä (Embrechts ym., 1997) ja (Peters & Shevchenko, 2015).

5.2 | Asymptoottinen jakauma

Esimerkeissä 4.5 ja 4.6 saatiin laskettua keskiylitysfunktioille suljettu esitysmuoto käyttä-
mällä tunnettua häntäfunktiota. Näiden keskiylitysfunktioiden avulla voidaan esityslausetta
(Lause 4.14) käyttämällä määritellä satunnaismuuttujan jakauma positiivisilla reaaliluvuilla,
joka tosin vaatii myös keskiylitysfunktion analyyttisen esitysmuodon tuntemisen kaikilla
x ∈ [0,∞).

Esimerkeissä 5.5–5.8 saatiin tunnetuille häntäfunktioille näytettyä keskiylitysfunktion
asymptoottinen käyttäytyminen tarpeeksi suurilla x. Tällöin esityslauseen käyttö ei ole pe-
rusteltua, sillä tiedämme häntäfunktiosta pelkästään asymptoottisen käyttäytymisen, em-
mekä käyttäytymistä pienillä x. Asymptoottinen käyttäytyminen kuitenkin kertoo jotain
taustalla olevan jakauman käyttäytymisestä. Artikkelissa (Hall & Wellner, 1981) esitetyn
proposition mukaan jakauman päättely on mahdollista myös tällaisissa tilanteissa. Seuraa-
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va propositio ja sen todistus on esitetty mukaillen kyseisessä artikkelissa olevaa propositiota
ja sen todistusta.

Propositio 5.9. Oletetaan että jakaumien F ja G odotusarvot µF ja µG ovat äärellisiä ja että
kyseisten jakaumien keskiylitysfunktioille eF (x) ja eG(x) pätee

(i) eF (x) ∼ eG(x) ja (ii) − log
(
eG(x)G(x)

)
= O(− logG(x)) kun x→∞.

Tällöin − logF (x) ∼ − logG(x) tai yhtäpitävästi F (x) = G(x)1+o(1).

Todistus. Merkitään r(x) = F (x)/G(x). Häntäfunktion esitysmuotoa (4.15) hyödyntämällä
funktio r(x) voidaan ilmaista muodossa

r(x) =
F (x)

G(x)
=

eF (0)
eF (x)

exp
{
−
∫ x
0

1
eF (t)

dt
}

eG(0)
eG(x)

exp
{
−
∫ x
0

1
eG(t)

dt
}

=
µF
µG

eG(x)

eF (x)
exp

{∫ x

0

1

eG(t)
− 1

eF (t)
dt

}
=
µF
µG

eG(x)

eF (x)
exp

{
−
∫ x

0

h(t)

eG(t)
dt

}
, (5.10)

missä funktio h(x) on

h(x) =
eG(x)

eF (x)
− 1.

Ottamalla logaritmi funktiosta r(x) saadaan yhtälö

log r(x) = log

(
F (x)

G(x)

)
= log

(
µF
µG

)
+ log

(
eG(x)

eF (x)

)
−
∫ x

0

h(t)

eG(t)
dt, (5.11)

missä esiintyvälle integraalille on mahdollista kehittää vaihtoehtoinen esitysmuoto. Arvioi-
malla kyseistä integraalia ylöspäin saadaan∫ x

0

h(t)

eG(t)
dt ≤

∣∣∣∣∫ x

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ s

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ x

s

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ s

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣+

∫ x

s

|h(t)|
eG(t)

dt. (5.12)

Koska oletuksen (i) mukaan pätee h(t) → 0 kun t → ∞, niin tällöin raja-arvon ominai-
suuksien perusteella arvio |h(t)| < δ pätee kaikilla δ > 0 kun t > s = sδ . Tällöin yhtälölle
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(5.12) saadaan arvioitua yläraja∣∣∣∣∫ s

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣+

∫ x

s

|h(t)|
eG(t)

dt ≤
∣∣∣∣∫ s

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣+ δ

∫ x

s

1

eG(t)
dt (5.13)

=

∣∣∣∣∫ s

0

h(t)

eG(t)
dt

∣∣∣∣− δ ∫ s

0

1

eG(t)
dt︸ ︷︷ ︸

=A(s)

+δ

∫ x

0

1

eG(t)
dt

= A(s) + δ

∫ x

0

1

eG(t)
dt.

Yhtäsuuruutta (4.12) käyttämällä edellisen yhtälön integraali voidaan esittää muodossa

δ

∫ x

0

1

eG(t)
dt = −δ log

(
eG(x)G(x)

µG

)
= −δ log

(
eG(x)G(x)

)
+ δ log µG. (5.14)

Oletuksen (ii) mukaan pätee − log
(
eG(x)G(x)

)
= O

(
− logG(x)

)
, missä ordo-notaatio

O tarkoittaa määritelmän A.8 mukaista joukkoa

O
(
− logG(x)

)
= {f(x) | ∃c > 0 ∃x0 > 0 ∀x ≥ x0 : 0 ≤ f(x) ≤ −c logG(x)}.

Kyseistä joukkoa hyödyntämällä saadaan yhtälössä (5.14) olevalle termille− log
(
eG(x)G(x)

)
yläraja

−δ log
(
eG(x)G(x)

)
≤ δc logG(x),

missä c > 0 on jokin joukon O
(
− logG(x)

)
vaatima positiivinen kerroin. Valitaan c′ = δc.

Koska epäyhtälössä (5.13) esitetty yläraja pätee raja-arvon ominaisuuksien perusteella kai-
killa δ > 0, niin tällöin myös termi c′ voi saada minkä tahansa positiivisen arvon riippumatta
termin c > 0 arvosta. Tällöin voimme o-notaation mukaisesti merkitä

o
(
− logG(x)

)
= {f(x) | ∀c′ > 0 ∃x0 > 0 ∀x ≥ x0 : 0 ≤ f(x) ≤ −c′ logG(x)} (5.15)

Hyödyntämällä joukkoa o
(
− logG(x)

)
yhtälö (5.14) saadaan ilmaistua muodossa

δ

∫ x

0

1

eG(t)
dt = o

(
− logG(x)

)
+ δ log µG,

jolloin yhtälön (5.11) integraalille pätee∫ x

0

h(t)

eG(t)
dt = A(s) + δ log µG︸ ︷︷ ︸

=O(1)

+o
(
logG(x)

)
.

Sijoituksella r(x) = F (x)/G(x) yhtälöstä (5.11) saadaan ratkaistua yhtäsuuruus

− logF (x) = − logG(x)−

∈R︷ ︸︸ ︷
log

(
µF
µG

)
− log

(
eG(x)

eF (x)

)
+ o
(
− logG(x)

)
+O(1)

= − logG(x)− log

(
eG(x)

eF (x)

)
+ o
(
− logG(x)

)
+O(1). (5.16)

Termin o
(
− logG(x)

)
avulla saadaan yhtälön (5.16) asymptoottinen käyttäytyminen

määrättyä yhtälössä (5.15) olevia ala- ja ylärajoja hyödyntämällä. Tällöin arvioimalla ter-
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mi o
(
− logG(x)

)
alaspäin nollaksi saadaan

− logF (x) ≥ − logG(x)− log

(
eG(x)

eF (x)

)
+O(1),

josta termillä − logG(x) > 0 puolittain jakamalla saadaan

− logF (x)

− logG(x)
≥ 1 +

log
(
eG(x)
eF (x)

)
logG(x)

− O(1)

logG(x)
.

Kun x→∞, niin tällöin − logG(x)→∞ ja oletuksen (i) mukaan log(eG(x)/eF (x))→ 0.
Tällöin rajankäynnin x→∞ jälkeen saadaan epäyhtälö

lim
x→∞

− logF (x)

− logG(x)
≥ 1. (5.17)

Arvioimalla yhtälössä (5.16) olevaa termiä o
(
− logG(x)

)
ylöspäin saadaan

− logF (x) ≤ − logG(x)− log

(
eG(x)

eF (x)

)
− c′ logG(x)−O(1)

= − log

(
eG(x)

eF (x)

)
− logG(x)(1 + c′)−O(1),

josta jakamalla puolittain termillä − logG(x) saadaan

− logF (x)

− logG(x)
≤

log
(
eG(x)
eF (x)

)
logG(x)

+ 1 + c′ +
O(1)

logG(x)
.

Raja-arvon x→∞ ottamisen jälkeen jäljelle jää epäyhtälö

lim
x→∞

− log
(
F (x)

)
− log

(
G(x)

) ≤ 1 + c′.

Koska vakio c′ saa olla mikä tahansa mielivaltaisen pieni positiivinen reaaliluku, niin tällöin
rajalla c′ → 0 raja-arvolle saadaan yläraja

lim
x→∞

− log
(
F (x)

)
− log

(
G(x)

) ≤ 1. (5.18)

Yhdistämällä epäyhtälöiden (5.17) ja (5.18) antamat ala- ja ylärajat saadaan pääteltyä

lim
x→∞

− logF (x)

− logG(x)
= 1 ⇔ − logF (x) ∼ − logG(x).

Ekvivalenssin − logF (x) ∼ − logG(x) pohjalta tiedämme myös että kaikilla ε > 0 on
olemassa x0 > 0 jonka jälkeen kaikilla x ≥ x0 epäyhtälöt

1− ε < − logF (x)

− logG(x)
< 1 + ε

pätevät. Termillä − logG(x) kertomisen ja logaritmin laskusääntöjen käyttämisen jälkeen
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yllä oleva epäyhtälö saadaan ilmaistua muodossa

G(x)1−ε < F (x) < G(x)1+ε.

Täten yllä olevan epäyhtälön mukaan jokaisella ε > 0 tarpeeksi suurilla x ≥ x0 häntä-
funktiolle F (x) saadaan ylä- ja alarajat häntäfunktion G(x)1±ε arvoja hyödyntämällä, joka
voidaan ilmaista myös muodossa F (x) = G(x)1+o(1).

Täten ehtojen (i) ja (ii) pätiessä ja odotusarvojen µF ja µG ollessa äärellisiä pätee asymp-
toottinen yhtäsuuruus − log

(
F (x)

)
∼ − log

(
G(x)

)
. Täten jos F (x) on tuntemattoman ja-

kauman aineistosta arvioitu häntäfunktio ja G(x) tunnetun jakauman analyyttinen häntä-
funktio, niin tällöin proposition 5.9 mukaan suurilla x häntäfunktio F (x) voidaan korvata
häntäfunktiolla G(x), sillä tästä aiheutuvat virheet ovat asymptotiikan perusteella pieniä.
Tästä on hyötyä varsinkin laskennallisissa tilanteissa, sillä aineistosta arvioitu häntäfunktio
F (x) ei välttämättä anna yhtä tarkkaa tietoa jakauman hännästä kuin tunnettu analyyttinen
häntäfunktio G(x).

Proposition vaatiman (ii) ehdon pätevyyden varmistamiseen artikkelissa (Hall & Well-
ner, 1981) esitettiin ehto lim infx→∞ eG(x) > 0. Ehdon pätiessä tulo eG(x)G(x) voi olla
nolla ja logaritmi − log

(
eG(x)G(x)

)
ääretön pelkästään häntäfunktion G(x) toimesta. Täl-

löin voidaan valita vakio c > 0 jolla yläraja−c log
(
G(x)

)
pätee termille− log

(
eG(x)G(x)

)
,

sillä jälkimmäinen termi ei voi mennä äärettömäksi ilman että ensimmäinen termi menisi
äärettömäksi.

5.3 | Hännän tyypin määrääminen

Jo johdannossa on kerrottu mahdollisuudesta tehdä jakaumapäätelmiä kuvan 1.1 kaltaisia
kuvaajia hyödyntämällä. Esityslauseen 4.14 ja proposition 5.9 pohjalta tiedämme, että jos
keskiylitysfunktion kuvaaja muistuttaa jonkin tunnetun jakauman keskiylitysfunktiota, niin
tällöin myös taustalla olevat jakaumat ovat melkein samoja. Voidaanko tämän lisäksi teh-
dä vielä yleisempiä päätelmiä jakauman tyypistä jos keskiylitysfunktio ei muistuta mitään
tunnettua keskiylitysfunktiota? Seuraavassa kuvassa on esitetty luvuissa 4 ja 5.1 laskettuja
keskiylitysfunktioita vierekkäin silmämääräisen tarkastelun helpottamiseksi.
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(b) Luvun 5.1 keskiylitysfunktiot

Kuva 5.2: Tutkielmassa laskettujen kevyt- ja paksuhäntäisten jakaumien keskiy-
litysfunktioiden kuvaajat.
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Yksi kuvasta 5.2 huomattava asia on keskiylitysfunktioiden asymptoottinen käyttäyty-
minen. Kuvan 5.2a jakaumista tasa-, eksponentti- ja normaalijakauman keskiylitysfunktiot
ovat kevythäntäisiä, kun taas yleistetty Pareto-jakauma on paksuhäntäinen jakauma. Vas-
taavasti kuvan 5.2b paksuhäntäisten jakaumien keskiylitysfunktiot ovat kasvavia.

Erot keskiylitysfunktioiden asymptoottisessa käyttäytymisessä näyttäisivätkin johtuvan
jakauman hännän paksuudesta. Kaikkien rajatta kasvavien keskiylitysfunktioiden jakau-
mien häntä on paksumpi kuin eksponenttijakauman häntä, ja kaikkien nollaa kohti suppe-
nevien jakaumien häntä on kevyempi kuin eksponenttijakauman häntä. Eksponenttijakau-
ma toimiikin kuvassa 5.2a rajatapauksena, joka erottelee kevyt- ja paksuhäntäiset jakaumat
toisistaan. Myöhempää käyttöä varten on hyödyllistä yhdistää kuvasta 5.2 tehdyt empiiriset
huomiot seuraavaksi matemaattisesti perustelemattomaksi yhteenvedoksi:

Tutkituilla paksuhäntäisillä jakaumilla keskiylitysfunktio kasvaa rajatta ja tutkituilla kevyt-
häntäisillä jakaumilla keskiylitysfunktio on laskeva. Eksponentiaalijakauman keskiylitysfunk-
tio on vakio.

Samoihin huomioihin keskiylitysfunktion käyttäytymisestä on päädytty myös kirjalli-
suudessa (Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005; Ghosh & Resnick, 2010; Asmussen & Stef-
fensen, 2020). Yhteenvetoa hyödyntämällä voidaan tehdä nopea aineistopohjainen tarkaste-
lu joka kertoo tulisiko mallinnuksessa käyttää kevyt- tai paksuhäntäistä jakaumaa. Tämän
lisäksi yleisessä käytössä olevien jakaumien keskiylitysfunktiot ovat kirjallisuudessa tun-
nettuja, ja niitä hyödyntämällä on mahdollista tehdä tarkempia päätelmiä aineiston taustal-
la olevasta jakaumasta. Keskiylitysfunktioita hyödyntävään aineistopohjaiseen päättelyyn
tutustutaan tarkemmin luvussa 6.
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6 | Sovelluksia aineistoihin

Edellisissä luvuissa esitettiin miten keskiylitysfunktio käyttäytyy ja millaisia yleisiä tuloksia
sille pätee. Käytännön hyötyä varten näitä tietoja tulisi pystyä hyödyntämään myös aineisto-
pohjaisessa päättelyssä, missä positiivisarvoisen havaintoaineiston X1, . . . , Xn generoinut
jakauma ei välttämättä ole selvillä. Tällöin ei voida suoraan laskea analyyttista esitysmuotoa
keskiylitysfunktiolle, vaan on käytettävä empiiristä jakaumaa. Miten tälläisessä tilanteessa
keskiylitysfunktiota voi hyödyntää aineistopohjaisessa päättelyssä?

Tämän luvun tavoitteena on esittää miten lukujen 4 ja 5 tuloksia voi hyödyntää aineisto-
pohjaisessa mallinnuksessa, käyttäen esimerkkinä R:ssä generoituja aineistoja sekä luvuis-
sa 6.2 ja 6.3 vapaasti saatavilla olevia aineistoja. Aineistopohjaisen työskentelyn vuoksi on
määriteltävä tapa laskea keskiylitysfunktio havaintoaineiston X1, . . . , Xn pohjalta. Tähän
tarkoitukseen kirjallisuudessa käytetään otoskeskiylitysfunktiota.

Määritelmä 6.1. (Otoskeskiylitysfunktio) HavaintoaineistostaX1, X2, . . . , Xn saadaan las-
kettua otoskeskiylitysfunktio en(u) käyttämällä kaavaa

en(u) =
1

#{j : Xj > u}
∑

j:Xj>u

(Xj − u),

missä #{j : Xj > u} on tason u ylittävien havaintojen lukumäärä ja
∑

j:Xj>u
(Xj − u) on

tason u ylittävien havaintojen Xj ja u välisten etäisyyksien summa.

Otoskeskiylitysfunktion implementointi eri laskentaohjelmistoille ei ole haastavaa. Esi-
merkiksi R:llä toteutuksen voi tehdä itse (Koodi B.2) tai hyödyntämällä jo olemassa olevia pa-
ketteja, kuten ReIns-paketissa (Reynkens & Verbelen, 2020) löytyvää komentoa MeanExcess.
Kun otoskeskiylitysfunktion arvot on laskettu jokaisella havainnolla Xi, niin tämän jälkeen
pistejoukon

{(Xi, en(Xi)) | i ∈ {1, . . . , n}}

pohjalta piirretään otoskeskiylityskuvaaja. (Embrechts ym., 1997)
Otoskeskiylitysfunktion käyttäytymisen tarkasteluun on parasta lähestyä satunnaisesti

generoidun aineiston avulla. Tällöin tiedämme yksikäsitteisesti jakauman F josta havain-
not X1, . . . , Xn on saatu. Käyttämällä jakauman häntäfunktiota F (x) voidaan laskea myös
analyyttinen keskiylitysfunktio, ja piirtämällä otos- ja analyyttinen keskiylitysfunktio sa-
maan kuvaajaan voidaan vertailla mitä mahdollisia eroja näiden kahden käyttäytymisessä
on. Kuvassa 6.1 yleistetystä Pareto-jakaumasta parametrein ξ = 1/2 ja β = 1, eksonent-
tijakaumasta parametrilla λ = 1 ja taitetusta normaalijakaumasta FN(2, 1) on simuloitu
100 000 havaintoa, ja näiden pohjalta on piirretty simuloitujen jakaumien otos- ja analyyt-
tiset keskiylitysfunktiot. Otoskeskiylitysfunktioiden piirtämisessä on sovellettu koodia B.4.
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(a) Yleistetystä Pareto -jakaumasta
GPD(1/2, 1) generoidun havaintoaineis-
ton histogrammi, otoskoko n = 100000.

(b) Yleistetyn Pareto -jakauman analyyttinen
(esimerkki 4.6) ja generoidun aineiston pohjal-
ta laskettu otoskeskiylitysfunktio.

(c) Eksponenttijakaumasta Exp(1) generoi-
dun havaintoaineiston histogrammi, otoskoko
n = 100000.

(d) Eksponenttijakauman Exp(1) analyytti-
nen (esimerkki 4.5) ja generoidun aineiston
pohjalta laskettu otoskeskiylitysfunktio.

(e) Taitetusta normaalijakaumasta FN(2, 1)
generoidun havaintoaineiston histogrammi,
otoskoko n = 100000.

(f) Taitetun normaalijakauman FN(2, 1) nu-
meerisesti ja generoidun aineiston pohjalta
laskettu otoskeskiylitysfunktio.

Kuva 6.1: Yleistetystä Pareto-, eksponentti- ja taitetusta normaalijakaumasta ge-
neroitujen havaintoaineistojen (n = 100000) frekvenssihistogrammit ja näiden
pohjalta laskettujen analyyttisten (oranssi) ja otoskeskiylitysfunktioiden (sini-
nen) kuvaajat.
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Tarkastelemalla kuvan 6.1 histogrammeja ja otoskeskiylitysfunktioita vierekkäin on mah-
dollista nähdä miten otoskeskiylitysfunktio reagoi havaintojen määrän muuttokseen. Jokai-
sessa esimerkin tilanteessa havaintojen arvojen kasvaessa havaintojen lukumäärä vähenee,
mikä muodostaa omia haasteitaan aineiston analysoinnissa suurilla arvoilla. Tällaisissa ti-
lanteissa on järkevintä käyttää luvussa 3.3 esitettyä kaikkia tason u > 0 ylittäviä havaintoja
hyödyntävää tason ylittävät huiput -menetelmää, johon myös keskiylitysfunktiot pohjautu-
vat ylitejakaumien kautta.

Aineiston pohjalta laskettu otoskeskiylitysfunktio ei kuitenkaan muodosta täysin teo-
reettista vastinetta vastaavia kuvaajia. Esimerkiksi eksponenttijakauman tilanteessa (Kuva
6.1d) arvon u = 3 jälkeen otoskeskifunktio ei ole enää ole teoreettisen vastineensa kaltainen
vakio, vaan sen kuvaaja alkaa olemaan ykkösen molemmilla puolilla. Samaa käyttäytymistä
on havaittavissa myös yleistetyn Pareto-jakauman otoskeskiylitysfunktion kuvaajassa (Ku-
va 6.1b), jossa ylitetaso u = 125 jakaa otoskeskiylitysfunktion käyttäytymisen kahteen eri
tilanteeseen; arvoilla u ≤ 125 kasvu on lineaarista mutta arvoilla u > 125 kasvun lineaa-
risuus ei ole enää yhtä selkeästi havaittavissa. On kuitenkin huomautettava kuinka lähellä
otoskeskiylitysfunktio on teoreettista vastinettaan havaintojen määrän ollessa suuri, kuten
taitetun normaalijakauman tilanteessa (Kuva 6.1f) on selkeiten nähtävissä. Vasta havaintojen
lukumäärän vähentyessä radikaalisti otoskeskiylitysfunktion käyttäytyminen alkaa selvästi
eroamaan teoreettisesta vastineestaan.

Otoskeskiylitysfunktioiden kuvaajat ovat muutenkin harvoin täysin samankaltaisia kuin
niiden teoreettiset vastineet. Tämä näkyy selkeimmin suurilla ylitetasoilla, sillä tällöin ta-
son u > 0 ylittävistä havainnoista lasketaan keskiarvo jonka mahdollisesta arvosta ei ole
mitään takeita. Tämä johtuu siitä, että keskiarvon laskemisessa käytetään vähäistä määrää
pisteitä, ja yksittäisellä poikkeavalla havainnolla voi olla suuri vaikutus keskiarvoon. Tä-
män vuoksi keskiylityskuvaajia piirtäessä on perusteltua jättää muutama suurin havainto
piirtoaineiston ulkopuolelle. (McNeil ym., 2005) Kuvan 6.1 keskiylitysfunktioiden piirtämi-
sessä on jätetty kolme suurinta havaintoa huomioimatta, ja tästä eteenpäin kaikissa tämän
luvun otoskeskiylityskuvaajissa noudatetaan samaa tapaa.

Kuvan 6.1 esimerkkien lisäksi on myös hyödyllistä tietää miten kirjallisuudessa keskiyli-
tysfunktioita hyödynnetään eri aineistojen pohjalla jakaumaa mallinnettaessa. Seuraavassa
luvussa luodaankin yleiskatsaus keskiylitysfunktion käyttöön eri mallinnustilanteissa.

6.1 | Otoskeskiylitysfunktion hyödyntäminen

Ennen keskiylitysfunktioiden piirtämistä havaintoaineiston pohjalta on palautettava mie-
leen luvussa 3 esitetyt teoreettiset vaatimukset. Kyseisessä luvussa esitettiin matemaattinen
perusta ääriarvoteorialle, mutta käytännön sovelluskohteissa ei aina ole mahdollista hyö-
dyntää analyyttisiä esitysmuotoja ja vesitiiviitä oletuksia jakaumasta F . Sovelluskohteis-
sa käsitellään havaintoaineistoja, joiden pohjalta lasketaan tunnuslukuja ja piirretään eri
otoksiin pohjautuvia kuvaajia. Tällöin onkin hyvä kysyä millä tavallä äärimmäiset havain-
not näkyvät aineistoissa (Embrechts ym., 1997). Ääriarvoteoria antaa meille kuitenkin hyviä
työkaluja harvinaisten tapahtumien mallintamiseen, ja jos niitä haluaa käyttää on pyrittävä
edes jollain tavalla varmistamaan luvussa 3 esitettyjen oletusten voimassaolo.

Luvun 3 oletuksista oleellisin oletus on havaintojen X1, . . . , Xn samoin jakautuminen
ja riippumattomuus sekä oletus F ∈ MDA(Hξ) jollain ξ ∈ R, sillä tässä työssä esitet-
ty ääriarvoteoria pohjautuu juurikin näiden oletuksien hyödyntämiseen. Näiden oletusten
ollessa voimassa on myös perusteltua käyttää mallinnuksessa määritelmässä 3.11 esitetty-
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jä Gumbelin, Fréchetin ja Weibullin jakaumia, sillä melkein kaikki yleisessä käytössä ole-
vat jakaumat kuuluvat näiden kolmen vaikutuspiiriin (Embrechts ym., 1997). Havaintojen
X1, . . . , Xn samoin jakautuneisuus ei myöskään ole triviaalia, vaikka havainnot olisivat-
kin havaittu samasta prosessista eri vuosien aikana. Jos havainto Xi esimerkiksi kuvastaa
maksettua vakuutuskorvausta, niin eri vuosien maksut voi in�aatiokorjata samalle tasolle,
jolloin on perustellumpaa olettaa havaintojen X1, . . . , Xn olevan samoin jakautuneita.

Oletusten ollessa kunnossa voidaan vihdoin alkaa käyttämään keskiylitysfunktioita ai-
neiston analysoinnissa. Keskiylitysfunktioiden käytetyin ominaisuus sovelluskohteissa on
luvussa 5.3 esitetyn yhteenvedon hyödyntäminen jakauman hännän paksuuden määrittä-
misessä. Tällöin kasvavan keskiylitysfunktion tilanteessa mallinnuksessa kannattaa valita
käytettäväksi paksuhäntäinen jakauma, ja vastaavasti keskiylitysfunktion laskiessa kevyt-
häntäinen jakauma. Kun mallinnuksessa käytettävän jakauman hännän paksuus on valittu,
niin tällöin voidaan keskittyä tarkemmin itse jakauman tyypin ja parametrien arviointiin.
(Embrechts ym., 1997)

Tämän lisäksi keskiylitysfunktioita voi hyödyntää tarkemmin jakauman hännän mää-
räämisessä. Yksi tapa liittyy suoraan Pickands–Balkema–de Haanin lauseen (Lause 3.17)
hyödyntämiseen. Kyseisen lauseen oletusten täyttyessä tarpeeksi suurilla x ylitejakaumaa
Fu(x) voi approksimoida yleistetyn Pareto-jakauman kertymäfunktiotaGξ,β(u)(x) käyttäen.
Esimerkissä 4.6 laskettu yleistetyn Pareto-jakauman keskilylitysfunktio

e(u) =
β + ξu

1− ξ
=

ξ

1− ξ
u+

β

1− ξ
(6.2)

on lineaarinen, ja myös kuvassa 6.1b esiintyvä yleistetyn Pareto-jakauman otoskeskiylitys-
funktio vaikuttaisi olevan verrattaen lineaarinen. Täten jos keskiylitysfunktio vaikuttaisi
olevan lineaarinen, niin tällöin on perusteltua yrittää sovittaa yleistettyä Pareto-jakaumaa
ylitejakaumaksi. (Hall & Wellner, 1981; Embrechts ym., 1997; McNeil ym., 2005)

Otoskeskiylitysfunktiot eivät kuitenkaan ole aina täysin lineaarisia. Usein jakauman alus-
sa keskiylitysfunktio voi käyttäytyä eri tavalla kuin jakauman loppupäässä, jolloin voi olla
järkevää pyrkiä mallintamaan jakaumaa F käyttämällä kahta täysin eri jakaumaa F1 ja F2.
Tällaista mallia sanotaan sekamalliksi. (Hogg & Klugman, 1984)

Määritelmä 6.3. (Sekajakauma) Olkoot F1(x) ja F2(x) kahden eri jakauman kertymäfunk-
tioita ja ρ todennäköisyys että havaittu tapahtuma tuli jakaumasta F1. Tällöin sekajakauman
kertymäfunktio F (x) saadaan kaavalla

F (x) = ρF1(x) + (1− ρ)F2(x). (6.4)

Usein äärimmäisiä ilmiöita mallinnettaessa selkeä enemmistö havainnoista keskittyy
pieniin arvoihin ja äärimmäisiä ilmiöitä kuvastavat suuret havainnot ovat vähäisiä. Tämän
vuoksi jakauma F1 voidaan valita kuvastamaan jakaumaa F välillä [0, u) ja jakauma F2 ku-
vastamaan ylitejakaumaa Fu välillä [u,∞), jolloin jakauman arviointi suoritetaan kahdessa
eri osassa. Yksi tapa arvioida parametria ρ aineiston pohjalta on laskea suhteellisesti kuinka
monta havaintoa kaikista havainnoista on välillä [0, u), jolloin saamme laskennassa käytet-
tävän arvion ρ̂. Kertymäfunktion F1(x) arviointi voidaan usein tehdä havaintojen suuren
lukumäärän vuoksi melko tarkasti empiiristä kertymäfunktiota käyttäen. (Hogg & Klugman,
1984)
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Määritelmä 6.5. (Empiirinen kertymäfunktio) Olkoot X1, . . . , Xn riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita havaintoja jakaumasta F . Tällöin jakauman F empiirinen kertymäfunktio
pisteessä u on

Fn(u) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤u}.

Yksi mahdollinen tapa laskea empiirinen keskiylitysfunktio R:ssä on hyödyntää perusko-
mentoa ecdf tai implementoida se itse (Koodi B.3). Jos jollain välillä on tarpeeksi havaintoja
jakaumasta F , niin empiirinen kertymäfunktio voi antaa käytettävän arvion kyseisen vä-
lin jakaumasta. On kuitenkin muistettava että jatkuvaa jakaumaa mallinnettaessa diskreetti
Fn(x) ei tule ikinä täysin vastaamaan jatkuvaa vastinettaan F (x), jonka vuoksi olisi hyvä
pyrkiä muodostamaan jatkuva arvio empiirisen kertymäfunktion pohjalta (Hogg & Klug-
man, 1984).

Yhtälön (6.4) mukaista sekajakaumaa sovellettaessa on kuitenkin tehtävä perusteltavissa
oleva päätös mistä pisteestä u lähtien jakauma F hajotetaan jakaumiksi F1 ja F2. Yksi tapa
tehdä tämä on hyödyntää Pickands–Balkema–de Haanin lausetta (Lause 3.17) sekä esimer-
kissä 4.6 laskettua yleistetyn Pareto-jakauman keskiylitysfunktiota. Tällöin tarkoituksena
on pyrkiä valitsemaan sellainen ylitetaso u ≥ 0 jonka jälkeen kaikilla x ≥ u otoskeskiy-
litysfunktio en(x) on likimain lineaarinen, jolloin ylitejakaumaksi F2 voidaan lauseen 3.17
mukaisesti valita yleistetty Pareto-jakauma sopivilla parametreilla. Tämänlaisella empiiristä
kertymäfunktiota sekä yleistettyä Pareto-jakaumaa yhdistävällä lähestymistavalla voidaan
saavuttaa hyvä arvio jakaumasta F , kunhan ylitetaso u ≥ 0 on valittu tarpeeksi suureksi.
(Embrechts ym., 1997)

Keskiylitysfunktioiden kuvaajien muotoja voi myös hyödyntää päättelyssä (Hogg & Klug-
man, 1984). Tässä tutkielmassa on laskettu joidenkin keskiylitysfunktioiden esitysmuotoja,
ja lisää on laskettu kirjallisuudessa, kuten esimerkiksi taulukko 3.4.7 kirjasta (Embrechts ym.,
1997). Esityslauseen (Lause 4.14) ja proposition 5.9 mukaan jos aineiston pohjalta piirretty
keskiylitysfunktio muistuttaa jonkin tunnetun jakauman keskiylitysfunktiota, niin tällöin
on perusteltua käyttää tunnettua jakaumaa ja sen tunnuslukuja arvioinnissa. Eri jakaumien
keskiylitysfunktioiden muotojen tunnistamisen on sanottu olevan hyödyllinen taito äärim-
mäisiä arvoja mallintaessa. (Hall & Wellner, 1981)

Vaikka havaintoaineiston otoskoko n olisi erittäin suuri, niin tästä huolimatta joukos-
sa {X1, . . . , Xn} on aina olemassa suurin mahdollinen havainto m = max(X1, . . . , Xn).
Tästä johtuen tiedämme vain sen, että jakauman F kantaja on ainakin väli [0,m], mutta
emme tiedä kuinka paljon pidemmälle kantaja jatkuu pisteen m jälkeen. Nykyään varsin-
kin vakuutus- ja rahoituskonteksteissa jakauman F oletetaan olevan luvussa 5.1 esitelty-
jen alieksponentiaalisten jakaumien tyyppinen, jonka seurauksena välin [0,m] havaintoja
hyödyntämällä on myös pääteltävä miten F käyttäytyy välillä (m,∞). Tämänlainen välil-
lä (m,∞) jakauman F käyttäytymisen päättely ei enää perustu havaintoaineistoon vaan
se on havaintoaineiston ekstrapolaatiota, jonka pätemisen perustelu ei ole enää triviaalia
(Asmussen & Ste�ensen, 2020). Ääriarvoteoria muodostaa kuitenkin tukevan perustan jota
hyödyntämällä voidaan pyrkiä muodostamaan arvioita myös erittäin suurien havaintojen
todennäköisyyksistä. Suuret havaintoaineistot {X1, . . . , Xn} sisältävät myös äärimmäisiä
havaintoja joita voidaan hyödyntää jakauman mallinnuksessa. (Embrechts ym., 1997)

On myös muistettava että keskiylitysfunktio ei ole ainut menetelmä mitä voi hyödyntää
aineiston tuottaneen jakauman päättelyssä. Kuvassa 6.1 esiintyvistä histogrammeista voi-
daan nähdä mihin ja miten havaintojen arvot keskittyvät eri kohdille välille [0,∞). Toinen
kirjallisuudessa usein käytetty työkalu on kvantiilikuvio, jossa empiirisen havaintoaineiston
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ja teoreettisen jakauman kvantiilit piirretään samaan kuvaajaan. Teoreettiset ja empiiriset
kvantiilit q ∈ [0, 1] saadaan yhtälöistä

Q(q) = inf{x ∈ R : q ≤ F (x)} ja Qn(q) = inf{x ∈ R : q ≤ Fn(x)},

jonka jälkeen kvantiilikuvion pisteet saadaan piirtämällä joukko

{Q(q), Qn(q)}

argumentin q suhteen yli välin [0, 1]. Kvantiilikuvion pisteiden käyttäytyminen havainnol-
listaa näiden kahden jakauman kvantiilien välistä yhteyttä. Jos pistejoukon approksimaatio-
käyrän kasvu poikkeaa suoran x = y kaltaisesta lineaarisesta kasvusta, niin tällöin teoreet-
tinen jakauma ei vastaa empiiristä jakaumaa (McNeil ym., 2005). Kuvassa 6.2 on piirretty
kuvan 6.1 generoiduille aineistoille kvantiilikuviot teoreettisen jakauman Exp(1) suhteen
sekä suora x = y helpottamaan visuaalista tarkastelua.

(a) Yleistystä Pareto -
jakaumasta GPD(1/2, 1)
generoitujen havaintojen
kvantiilit teoreettisia Exp(1)
kvantiileita vastaan.

(b) Eksponenttijakaumasta
Exp(1) generoitujen havain-
tojen kvantiilit teoreettisia
Exp(1) kvantiileita vastaan.

(c) Taitetusta normaalijakau-
masta FN(2, 1) generoitujen
havaintojen kvantiilit teoreet-
tisia Exp(1) kvantiileita vas-
taan.

Kuva 6.2: Kuvassa 6.1 generoitujen havaintoaineistojen kvantiilien vertaami-
nen jakauman Exp(1) teoreettisia kvantiileita vastaan. Siniset pisteet vastaavat
kvantiileita ja oranssi viiva suoraa x = y.

Kuvan 6.2 kvantiilikuvioista voidaan nähdä miten kvantiilikuvioiden pisteet käyttäyty-
vät verrattaessa empiirisiä kvantiileita tunnetun jakauman kvantiileita vastaan. Empiiris-
ten ja teoreettisten kvantiileiden ollessa samat kvantiilikuvio on kuvan 6.2b kaltainen, jossa
kvantiilikuvion pisteet asettuvat suoralle x = y. Yleistetyn Pareto-jakauman tilanteessa (Ku-
va 6.2a) empiiristen kvantiilien arvot nousevat nopeammin kuin teoreettisten kvantiilien ar-
vot, joka kvantiilikuviossa näkyy pistejoukon kiihtyvänä kasvuna. Tällöin voimme päätellä,
että empiirisen aineiston taustalla on paksuhäntäisempi jakauma kuin verrokkina käytetty
eksponenttijakauma. Kuvasta 6.2c on havaittavissa empiirisen aineiston kvantiilien nopea
kasvu välillä (0, 1), jonka jälkeen kasvunopeus hidastuu. Tämä viittaisi siihen, että empiiri-
sellä aineistolla on pisteen x = 1 ympäristössä todennäköisyysmassakeskittymä, ja pisteen
x = 4 jälkeen todennäköisyysmassa on vähemmän kuin eksponenttijakaumalla.

Hyödyntämällä monia eri työkaluja aineiston analysoinnissa, kuten histogrammeja ja
kvantiilikuvioita, saadaan empiirisen aineiston pohjalta muodostettua parempia arvioita to-
dellisesta jakaumasta. Histogrammeja hyödyntämällä voidaan nähdä onko aineistossa ha-
vaittavissa arvojen keskittymistä, keskiylitysfunktioilla voidaan päätellä jakauman kevyt-
tai paksuhäntäisyys ja kvantiilikuvioilla voidaan tarkastella vastaako empiirisen jakauman
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kvantiilit jonkin tunnetun jakauman kvantiileita. Kirjallisuudessa keskiylitysfunktion sano-
taankin olevan hyvä lisätyökalu aineiston visuaaliseen tarkasteluun, sillä keskiylitysfunktiot
pystyvät kuvastamaan jakauman hännän tyyppiä paremmin kuin esimerkiksi histogrammit
(Hall & Wellner, 1981; Hogg & Klugman, 1984). Tutkielmassa mainittujen tapojen lisäksi
muita mahdollisia aineistopohjaisen päättelyn työkaluja ja tilastollisia testejä on käsitelty
kirjallisuudessa (Hogg & Klugman, 1984; Coles, 2001; Kleiber & Kotz, 2003).

Ääriarvoteoriaan pohjautuvia menetelmiä hyödyntämällä, kuten keskiylitysfunktioita
ja yleistettyä Pareto-jakaumaa käyttämällä, saadaan sovitettua malli joka kuvastaa häntäta-
pahtumien vakavuuksia paremmin kuin pelkästään empiiristä kertymäfunktiota hyödyntä-
mällä saataisiin. Mallin sovittamisen jälkeen sovitettua jakaumaa voidaan empiirisen jakau-
man kaltaisesti hyödyntää sovelluskohteissa tehtävissä laskennassa. Esimerkiksi �nanssia-
lalla sovitetulla jakaumalla voidaan helpommin laskea VaR-lukuja, simuloida erilaisia tap-
piotilanteita ja laskea ekvivalenssiperiaatteen mukaisia nettokertamaksuja. (Embrechts ym.,
1997) Tunnetun jakauman avulla edellä mainittuja laskuja voidaan helpommin laskea hyö-
dyntämällä monissa laskentaohjelmistoissa olevia komentoja, jotka usein vaativat pelkäs-
tään arvioituja parametreja laskentaa varten. Tällöin myös uuden aineiston pohjalta päivi-
tetyt parametrit voidaan myöhemmin syöttää jo valmiina oleviin komentoihin, sillä yksittäi-
sen parametrin muuttaminen tilastollisessa mallissa on nopeampaa kuin koko havaintoai-
neiston uudelleenkäsittely. (Hogg & Klugman, 1984)

6.2 | SOA Group Medical Insurance Large Claims

SOA Group Medical Insurance Large Claims on yhdysvaltalaisen aktuaariyhdistyksen Society
of Actuaries (SoA) julkaisema aineisto yhdysvaltalaisten työnantajien tarjoamien sairaskulu-
vakuutuksien 25 000 $ suuruuden ylittävien korvauksien arvoista vuodelta 1991. Aineistossa
havaintoja on yhteensä 75 789 kappaletta ja sen lähteenä on R-paketti ReIns (Reynkens &
Verbelen, 2020).

Koska aineisto sisältää havaintoja pelkästään 25 000 $ ja sitä suuremmista korvausmää-
ristä, niin tällöin voidaan olettaa että välin [0, 25 000) jakaumalle on jo jollain tavalla muo-
dostettu jakauma-arvio. Tällöin kyseessä on luvussa 3.1 esitetyn ylitejakauman arviointi ta-
solla u = 25 000 $, johon tässä tutkielmassa esitetty ääriarvoteoria soveltuu mainiosti. Voim-
me myös helpotuksen vuoksi olettaa kaikkien havaintojen olevan riippumattomia ja samoin
jakautuneita, jotta luvussa 3 esitettyä ääriarvoteoriaa voidaan hyödyntää ongelmitta. Tämä
oletus ei välttämättä todellisuudessa päde, sillä erilaisilla aloilla on erilaiset riskit sairastua
ja vammautua niin työ- kuin vapaa-ajalla.

Aineiston tarkastelun voi aloittaa piirtämällä kuvan 6.3 kaltaisesti histogrammin ja otos-
keskiylitysfunktion kuvaajan. Histogrammista voi pyrkiä katsomaan miten aineiston arvot
jakautuvat reaalilukuakselille ja otoskeskiylitysfunktion kuvaajasta voi pyrkiä päättelemään
jakauman hännän paksuutta. Pelkästään jo näitä kahta työkaluja käyttämällä voidaan mah-
dollisesti löytää sopiva aineistoon sovitettava malli.
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(a) SoA-aineiston frekvenssihistogrammi
(n = 75 789).

(b) SoA-aineiston otoskeskiylitysfunktion ku-
vaaja.

Kuva 6.3: SoA-aineiston histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.

Kuvan 6.3a histogrammista on havaittavissa samanlaista arvojen keskittymistä pienille
arvoille, mutta havaintoja on myös jonkin verran erittäin suurilla arvoilla. Tämä käyttäy-
tyminen viittaa paksuhäntäiseen jakaumaan, ja piirretty histogrammi muistuttaakin kuvan
6.1a kaltaista paksuhäntäisen yleistetyn Pareto-jakauman histogrammia. Täten histogram-
min pohjalta aineistoon olisi perusteltua sovittaa paksuhäntäistä jakaumaa.

Keskiylitysfunktion kuvaaja (Kuva 6.3b) vaikuttaa olevan silmämääräisesti melkein täy-
sin lineaarinen tasoon 1 250 000 $ asti, jonka jälkeen havaintojen lukumäärän vähentyessä
otoskeskiylitysfunktion arvot alkavat lisääntyvissä määrin poikkeamaan lineaariselta suo-
ralta. Tämä käyttäytyminen on odotettavissa suurilla ylitetasoilla, sillä tällöin käytännössä
otetaan keskiarvo vähäisestä määrästä havaintoja. Otoskeskiylitysfunktion arvojen kasvu
on kuitenkin pääosin lineaarista, jonka mukaan SoA-aineistoon voitaisiin sovittaa yleistet-
tyä Pareto-jakaumaa yhtälön (6.2) perusteella.

Koska kuvan 6.3a histogrammi viittaa paksuhäntäiseen jakaumaan ja kuvan 6.3b otos-
keskiylitysfunktion kuvaaja lineaarisuuden perusteella näyttäisi vastaavan yleistetyn Pareto-
jakauman keskiylitysfunktiota, niin tällöin on perusteltua kokeilla sovittaa aineistoon yleis-
tettyä Pareto-jakaumaa. Tätä päätöstä tukee myöskin lause 3.17, jonka mukaan tarpeeksi
suurilla u ylitejakauma suppenee kohti yleistettyä Pareto-jakaumaa. Jakauman sovitus voi-
daan tehdä esimerkiksi R:ssä paketin ReIns komentoa GPD�t käyttämällä, joka antaa ja-
kauman määrittelyssä tarvittavien parametrien estimaattorit ξ̂ ja β̂(u). Parametrien selvit-
tämisen jälkeen voidaan sovitetun jakauman sopivuutta testata ja hienosäätää esimerkiksi
kvantiilikuvioita käyttämällä.

Jakauman parametrien hienosäädön jälkeen voidaan siirtyä jakauman aiheuttaman ris-
kin tarkasteluun. Luvun 4.3 riskimittoja hyödyntämällä voidaan pyrkiä muodostamaan pa-
rempaa käsitystä mahdollisista maksettavista sairaskulukorvauksista. VaR-luvun ja odote-
tun tappion avulla saadaan laskettua jakauman riskiä eri kvantiilitasoilla α ∈ (0, 1) vas-
taavia tunnuslukuja, joita voidaan myöhemmin hyödyntää yrityksen sisäisessä riskienhal-
linnassa ja viranomaisraportoinnissa. Sovitetun jakauman avulla voidaan myös helpommin
simuloida erilaisia tilanteita, ja tarkastella niiden pohjalta miten yrityksen taloudellinen ti-
lanne reagoi korvausvaatimusten lukumäärän muutokseen.
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6.3 | Norwegian automobile insurance losses

Norwegian automobile insurance losses (norauto) sisältää asiakastietoja norjalaisen vakuutus-
yhtiön myöntämien liikennevakuutusten tiedoista yhden vuoden ajalta. Aineisto sisältää tie-
dot yhteensä 183 999 sopimuksesta. Jokaisen sopimuksen kohdalla on tarjolla tarkempia tie-
toja sopimuksesta, kuten esimerkiksi vakuutuksenottajan asuinalue, sukupuoli, liikenneym-
päristön vilkkaus sekä tiedot vuoden aikana maksetuista korvauksista. Näiden asiakkaiden
joukossa korvauksia on maksettu vuoden aikana 8 444 vakuutetulle. Korvausmäärät on il-
moitettu norjan kruunuissa. Aineiston lähteenä tässä tutkielmassa on R-paketti (Dutang &
Charpentier, 2020).

Aineisto mahdollistaisi asiakkaiden jakamisen eri asiakkuusluokkiin esimerkiksi asuin-
paikan ja ajettujen kilometrien perusteella, jolloin voitaisiin jokaiselle luokalle mallintaa
oma tappiojakauma ja tätä hyödyntämällä määritellä jokaiselta kuluttajalta perittävä luok-
kakohtainen vakuutusmaksu. Tässä esimerkissä havaintojen on kuitenkin oletettu olevan
riippumattomia ja samoin jakautuneita tarkastelun yksinkertaistamisen vuoksi. Keskiylitys-
funktion käytön vaadittavien oletusten käsittelyn jälkeen voidaan aineiston tulkinta aloittaa
piirtämällä histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.

(a) Norauto-aineiston frekvenssihistogrammi
(n = 8 444).

(b) Norauto-aineiston otoskeskiylitysfunktion
kuvaaja.

Kuva 6.4: Norauto-aineiston histogrammi ja otoskeskiylitysfunktion kuvaaja.

Aineiston histogrammissa (Kuva 6.4a) voidaan nähdä miten valtaosa havainnoista kes-
kittyy välille [0, 200 000 NOK), jonka jälkeen suuria havaintoja on harvakseltaan. Tämä
havaintojen keskittyminen välin [0, 700 000 NOK) ensimmäiselle kolmannekselle viittai-
si jakauman hännän olevan kuvan 6.1 histogrammien pohjalta kevyempi kuin yleistetyn
Pareto-jakauman häntä, mutta samalla paksumpi kuin eksponenttijakauman häntä. Täten
histogrammin perusteella kyseessä olisi mahdollisesti jokin paksuhäntäinen jakauma, mut-
ta täyttä varmuutta sovitettavasta jakaumasta ei pystytä sanomaan pelkästään tämän poh-
jalta.

Otoskeskiylitysfunktion kuvaajaa (Kuva 6.4b) hyödyntämällä voidaan pyrkiä valitsemaan
tarkemmin alustavasti sovitettavat jakaumat. Välillä [0, 100 000 NOK) otoskeskiylitysfunk-
tio vaikuttaisi kasvavan logaritmisesti, joka muistuttaa kuvassa 5.2b esiintyvän Weibullin ja-
kauman keskiylitysfunktion käyttäytymistä. Välillä [100 000, 200 000 NOK) kasvu on verrat-
taen lineaarista, joka viittaa yhtälön (6.2) mukaisesti yleistettyyn Pareto-jakaumaan. 200 000
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kruunun ylittävät arvot käyttäytyvät erittäin epäsäännöllisesti. Kasvu on alussa melkein
pystysuoraa, jonka jälkeen kolme viimeistä arvoa ovatkin samantasoisia. Havaintojen vä-
hyyden vuoksi 200 000 kruunun ylittävän jakauman valinnaista ei voida muodostaa otos-
keskiylitysfunktion perusteella tarkkaa kuvaa, vaikka kasvava trendi viittaakin paksuhän-
täisyyteen.

Otoskeskiylitysfunktion vaihtelevan käyttäytymisen perusteella aineistoon voitaisiin so-
vittaa määritelmän 6.3 mukaista sekajakaumaa, missä jakaumaa pyrittäisiin mallintamaan
käyttämällä kahta tai kolmea eri jakaumaa. Välille [0, 100 000 NOK) voitaisiin pyrkiä so-
vittaa Weibullin jakaumaa edellämainitun logaritmisen kasvun perusteella. Jäljelle jäävää
tason 100 000 NOK ylittävää jakaumaa voidaan mallintaa kahdella eri tavalla; joko sovit-
tamalla väleille [100 000, 200 000 NOK) ja [200 000 NOK,∞) erilliset jakaumat tai välille
[100 000 NOK,∞) yksi yhtenäinen jakauma. Lineaarisen kasvun perusteella hyvä ehdokas
näille kahdelle sovitukselle olisi yleistetty Pareto-jakauma. Jakaumien alustavan sovittami-
sen jälkeen voidaan sovitusten sopivuutta tarkastella esimerkiksi kuvan 6.2 kaltaisia kvan-
tiilikuvioita hyödyntämällä.
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A | Liitteet

Määritelmä A.1. (Samantyyppiset jakaumat) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumien sa-
notaan olevan samantyyppisiä jos ja vain jos on olemassa sellaiset vakiot α > 0, β ∈ R, että
yhtälö

X
d
= αY + β

pätee.

Lause A.2. (Tyypittäinen suppeneminen) Olkoot X, Y,X1, X2, . . . satunnaismuuttujia ja
bn > 0, βn > 0 ja an, αn ∈ R vakioita. Oletetaan että suppeneminen

Xn − an
bn

d−→ X

pätee. Tällöin suppeneminen
Xn − αn

βn

d−→ Y (A.3)

pätee jos ja vain jos

lim
n→∞

bn
βn

= b ∈ [0,∞) ja lim
n→∞

an − αn
βn

= a ∈ R.

Jos (A.3) pätee, niin tällöin
Y

d
= bX + a

ja a, b ovat ainoat vakiot jotka toteuttavat yllä olevan yhtälön.

Todistus. Lauseen todistus löytyy kirjasta (Billingsley, 1995, luku 2.14).

Määritelmä A.4. (Pareto-jakauma) Parametrein α > 0 ja k > 0 Pareto-jakautuneen satun-
naismuuttujan X jakaumamerkintä, kertymäfunktio ja odotusarvo ovat

X ∼ Par(α, k), F (x) = 1−
(
k

x

)α
ja E(X)=

{
∞, α ≤ 1,
kα
α−1 , α > 1.

Pareto-jakauman kantaja on väli x ∈ [k,∞).

Määritelmä A.5. (Taitettu normaalijakauma) Olkoon X ∼ N(µ, σ). Tällöin satunnais-
muuttujaa Y = |X|, jolloin merkitään Y ∼ FN(µ, σ), kutsutaan taitetuksi normaalijakau-
maksi, missä parametria µ sanotaan sijaintiparametriksi ja σ muotoparametriksi. Taitetun
normaalijakauman kantaja on väli [0,∞) ja sen tiheysfunktio on muotoa

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
+

1√
2πσ2

exp

{
−(x+ µ)2

2σ2

}
.
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Määritelmä A.6. (Weibullin jakauma) Parametrein α > 0 ja β > 0 Weibull-jakautuneen
satunnaismuuttujan X jakaumamerkintä, kertymäfunktio ja odotusarvo ovat

X ∼Wei(α, β), F (x) = 1− exp
{
−αx−β

}
ja E(X)= α−1Γ(1 + β−1),

missä Γ(t) on gammafunktio. Weibullin jakauman kantaja on väli [0,∞).

Määritelmä A.7. (Lognormaalijakauma) Satunnaismuuttuja X on log-normaalijakautunut
parametrein µ ∈ R ja σ2 > 0 jos ja vain jos satunnaismuuttuja Y = ln(X) on normaalija-
kautunut. Log-normaalijakauman kantaja on väli (0,∞), ja jakaumamerkintä ja odotusarvo
ovat

X ∼ LogN(µ, σ2) ja E(X)= exp
{
µ+ σ2/2

}
.

Määritelmä A.8. (Ordo-notaatio) Olkoot f(x) ja g(x) kaksi funktiota reaaliluvuilla. Tällöin
kyseisten funktioiden asymptoottista järjestystä sekä suppenemisnopeuksia kun x → ∞
voidaan merkitä seuraavilla tavoilla:

• Notaatiolla O(g(x)), jolloin tarkoitetaan joukkoa

O(g(x)) = {f(x) | ∃c > 0 ∃x0 > 0 ∀x ≥ x0 : 0 ≤ f(x) ≤ cg(x)},

missä funktio g(x) on asymptoottisesti funktion f(x) yläraja.

• Notaatiolla o(g(x)), jolloin tarkoitetaan joukkoa

o(g(x)) = {f(x) | ∀c > 0 ∃x0 > 0 ∀x ≥ x0 : 0 ≤ f(x) ≤ cg(x)},

missä funktio g(x) on asymptoottisesti funktion f(x) aito yläraja.

Lisätietoa Ordo-notaatiosta, sen ominaisuuksista ja käytöstä kirjallisuudessa löytyy lähtees-
tä (Peters & Shevchenko, 2015, luku 3.1).

Lause A.9. (Karamatan lause) Olkoon L ∈ R0 lokaalisti rajoitettu välillä [x0,∞) jollain
x0 ≥ 0. Tällöin

a) kun α > −1: ∫ x

x0

tαL(t) dt ∼ (α + 1)−1xα+1L(x), x→∞,

b) kun α < −1: ∫ ∞
x

tαL(t) dt ∼ −(α + 1)−1xα+1L(x), x→∞.

Todistus. Lauseen todistus löytyy kirjasta (Bingham ym., 1987, luku 1.5.7).

LemmaA.10. (Leibnizin integroimissääntö) Olkoon f(x, t) ja sen osittaisderivaatta ∂
∂x
f(x, t)

jatkuvia funktiota muuttujan t suhteen, ja jatkuvia muuttujan x suhteen tasolla (x, t), mukaan
lukien alueet a(x) ≤ t ≤ b(x) ja x0 ≤ x ≤ x1. Oletetaan myös, että funktiot a(x) ja b(x) ovat
molemmat jatkuvasti derivoituvia välillä x0 ≤ x ≤ x1. Tällöin välillä x0 ≤ x ≤ x1 pätee

d

dx

(∫ b(x)

a(x)

f(x, t) dt

)
= f(x, b(x))· d

dx
b(x)− f(x, a(x))· d

dx
a(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, t) dt.

Todistus. Lemman todistus löytyy kirjasta (Woods, 1926, luku VI:60).

54



B | Tutkielmassa käytetyt R-koodit

Koodi B.1. Kuvissa 4.1 ja 5.2a esiintyvän taitetun normaalijakauman keskiylitysfunktion
pisteiden laskemisessa käytetty koodi.
library(VGAM)

Q <- function(x) 1-pfoldnorm(x, mean = 2, sd = 1)
Q_int <- function(u) integrate(Q,u,Inf)$value

Norm_MEF_num <- function(u) Q_int(u)/Q(u)
Norm_MEF_num_vec <- function(u) sapply(u,Norm_MEF_num)

x <- seq(0, 7, by = 0.2)
y <- Norm_MEF_num_vec(x)

Koodi B.2. Yksi tapa laskea otoskeskiylitysfunktion en(u) arvo pisteessä u:
mef <- function(u, data) {
sum(subset(data, data > u)-u)/sum(data > u)

}

Koodi B.3. Yksi tapa laskea empiirisen kertymäfunktion Fn(x) arvo pisteessä x:
emp_cdf <- function(x, data) {
sum(data <= x)/length(data)

}

Koodi B.4. Yksi tapa piirtää havaintoaineiston pohjalta otoskeskiylityskuviot R:ää käyttä-
mällä. Tällä koodilla on piirretty kuva 6.3b.
library(ReIns)
library(ggplot2)

mef <- function(u, data) {
sum(subset(data, data > u)-u)/sum(data > u)

}

data(soa)
soa <- sort(soa$size)

mef_soa <- function(x) mef(x, soa)
soa_ex <- unlist(lapply(soa, mef_soa), use.names=FALSE)

data_soa <- data.frame(x = head(soa,-3), y = head(soa_ex,-3))

ggplot(data_soa, aes(x,y)) +
labs(x = "Ylitetaso", y="Keskiylitys") +
geom_point(color="darkblue", fill="lightblue") +
theme_minimal()
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