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Luku 1

Johdanto

Tamén tutkielma tarkoituksena on esitelld todistus sille, ettd kaikki poly-
nomiyhtal6t joiden asteluku on enintdén nelja ovat juurilausekkein ratkea-
via ja ettd on olemassa viidennen asteen polynomeja, jotka eivit ole juuri-
lausekkein ratkeavia. Tamaé tehdédén osoittamalla, ettd ehto juurilausekkein
ratkeavuudelle on olemassa ja sitten tarkastelemalla polynomiyhtéloiden Ga-
loisryhmid riittavassd médrin, jotta niiden ratkeavuus selvidd. Tutkielmassa
esitellidn lyhyesti myos tdmén todistuksen tarvitsemia apuvilineitd kuten
symmetriset alkeispolynomit, ykkosenjuuret, Galoisresolventti V' ja alkion u
minimipolynomi 7 (z).

Tutkielman tulos on lopullinen vastaus matemaatikkoja aivan varhaisim-
mista ajoista aina 1800-luvulle asti kiinnostaneeseen ongelmaan. Matemaati-
koiden kiinnostus polynomiyhtéldiden ratkaisujen ongelmiin ndkyy varhaisim-
mistakinmistakin l6ydetyista teksteistd. Tama on varsin ymmarrettavad, sil-
& varhaisimmat yhtélot littyvat ymmarrettévasti lukumaéériin, pituuksiin,
pinta-aloihin ja tilavuuksiin. Nykymatematiikan kielelld ne kuuluvat polyno-
miyhtéléiden luokkaan. Helposti ndhd&dén, etté tdllaisten ongelmien mahdol-
lisimman yleisille ratkaisuille on paljon kiytdnnon sovelluksia. Matemaatikko-
ja kiinnosti 16ytda mahdollisimman yleispitevid ratkaisumenetelmis, ja niita
16ydettiinkin aina neljinteen asteeseen saakka (1400-luvulla) kunnes 1800-
luvun alussa ensin Niels Abel osoitti, ettei viidennenasteen polynomiyhtéléille
endd 10ytynyt yleistd ratkaisua. Pian tdmam jalkeen Edvarté (Galois vei etsin-
nin paitokseen osoittamalla, ettei tatd korkeammillekaan asteille endd 10ydy
yleistd ratkaisukaavaa.



1.1 Historiallista taustaa

Varhaisimmat sdilyneet matemaattiset kirjoitukset ovat muinaisesta Egyp-
tistd, jossa selvisti laskettiin matematiikkaa huvinkin vuoksi. Niistd I6ytyy
ratkaisutekniikka ensimmaisen asteen yhtélgille. Egyptildiset kutsuivat tun-
tematonta suuretta kasaksi ja ratkaisivat niihin liittyvit ongelmat niin sa-
notulla viaaran sijoituksen tekniikalla. Tekniikan ideana on arvata tuntemat-
toman suureen koko ja sitten katsoa, paljonko arvaus meni pieleen. Toisen as-
teen ongelmien ratkomisesta ei ole sdilynyt ndyttoa ja muutenkin muinaisen
Egyptin matematiikka oli etenkin algebran osalta melko alkeellista.

Myds babylonialaisilta on sédilynyt paljon matemaattisia kirjoituksia. Syynéa
lienee, etté sielld kirjoitettiin savitauluille eikd hauraalle papyrukselle. Baby-
lonialaisten kdyttdmi 60-jarjestelmd, josta jadnteitd ndkyy edelleen muun
muassa siind, ettd tunnissa on 60 minuuttia, oli hyvin toimiva. Siind oli
paikkajarjestelmé, joka sisédlsi myos “alkeisnollan”. Babylonialaisten huomat-
tavan abstraktista otteesta kertovat siilyneet tekstit, joissa nelion alasta
saatettiin vihentdd sen sivu suuremmitta ongelmitta, mikd viittaa sanojen
takana olevaa yleisempiin késiteisiin. Tehtdvid myos ratkottiin usein muuttu-
jan vaihdoksella. Algebran ja erityisesti polynomiyhtéaldiden ratkaisemisessa
babylonialaiset olivat sangen edistyneitd ja he osasivatkin ratkoa osaa toisen,
kolmannen ja jopa muutamia neljannen asteen polynomiyhtéloita. Toisen as-
teen yhtalot babylonialaiset ratkoivat kiyttden nelioon korottamista. Muotoa
2% = a olevia yksinkertaisimpia kolmannen asteen yht#loitd ratkottiin suo-
raan kuutio-kuutiojuuritaulukoiden avulla. Monimutkaisemmissa tilanteissa
yhtdlo kddnnettiin muuttujan vaihdoksella babylonialaisten standardimuo-
toon n? + n? = a, jonka ratkaisut oli saatavilla taulukoituna. Babylonialais-
ten kiytossa olevilla keinoilla olisi ollut mahdollista ratkoa jopa osa neliter-
misistd kolmannen asteen yhtaloistd, mutta niistd ei ole jadnyt todisteita.
Toisaalta babylonialaiset eiviit pystyneet ratkaisemaan monia meille helppo-
ja yhtiloitd kuten 22 + 122 = 6, jonka molemmat juuret ovat negatiivisia,
koska he eivit tunteneet negatiivisia tai imaginaarisid lukuja. Tosin ei niitd
tunnettu muuallakaan kuin Babyloniassa ennen uuden ajan alkua.

Johtuen pitkilti polynomiyhtaldiden kiytdnnollisyydesté niiden ratkaisemisek-
si kehitettiinkin myds monia numeerisia ratkaisuja. Keskiajan lopussa Samarkan-
dissa vaikuttanut arabimatemaatikko al-Kashi osasi ratkaista halutulla tarkku-
udella kaikki kdytdnnon ongelmista nousevat toisen ja kolmannen asteen
yhtilot eli sellaiset, joiden juuret ovat positiivisia reaalilukuja.

Vuonna 1545 Geronimo Cardano (1501-1576) julkaisi teoksen Ars magna,
jota monet pitdvit modernin matematiikan syntyhetkenéd. Teoksessa hén
esittelee ratkaisukaavat kolmannen ja neljinnen asteen polynomiyhtéildille.
Kumpaakaan kaavaa Cardano ei ota omiin nimiinsa, vaan kertoo kolmannen



asteen ratkaisun olevan Niccolo Tartaglian (n. 1500-1557) keksimé, joskin
ilmeisesti on ollut olemassa jo téata aikaisempi julkaisematon osittainen ratkaisu.
Kunnian neljinnen asteen ratkaisusta saa Cardanon sihteeri ja oppilas Lu-
dovico Ferrari (1522-1565). Vaikka modernin notaation hallitseva lukija né-
keekin kaavoista heti, ettd ne kuvaavat kaikki samoja tilanteita, niin Car-
danon kiyttdman matematiikan alkeellisuudesta johtuen on tarvinnut kayda
ldpi kaikki kertoimien merkkien mahdolliset kombinaatiot.

Cardanon ja Galois’n viliin mahtuneiden vuosisatojen aikana my6s matemaat-
tinen notaatio kehittyi paljon. Descartes poisti viimeisetkin yhteismitatto-
muuteen liittyvat omantunnon pistokset matemaatikoilta. Saksalaiset + ja
— merkit korvasivat italialaiset p ja m merkit, ja eksponenttimerkinnét kor-
vasivat vanhat cubus ja quadratus merkinnét.

Vaikka nykylukijalle selvésti tutuin ratkaisukaava on toisenasteen poly-
nomiyhtilon az? + bz + ¢ = 0 ratkaisukaava

b= Vb? — 4dac

2a

X

se tuli eurooppalaisten matemaatikkojen tietoisuuteen vasta Cardanon jul-
kaisun jilkeen. Eurooppalaisen matematiikan kaanonin sen toi ensimméisené
hollantilainen Simon Stevin vuonna 1585. Vaikka lopullisen kaavan olisikin
voinut 10ytad ratkottaessa yhtilditd nelioon taydentamailld ja huomaamal-
la sédnnonmukaisuuden, kuten intialainen 600-luvulla elinyt Brahmagupta,
niin ei kuitenkaan kdynyt. Osansa saattoi olla silla, ettei nelioén taydentami-
nen ole kohtuuttoman tydlis ratkaisualgoritmi. Toisaalta osasyy, miksi tdmé&
keksintd antoi odottaa itseddn, on, ettei (yleisten)kertoimien ja tuntemat-
tomien kisitteitd vield ollut kunnolla eroteltu toisistaan. Sen teki lopulta
Francois Viéte, joka vuonna 1591 kirjassaan erotti tuntemattomat ja tun-
netut suureet toisistaan kdyttamélld ensimmaisille merkkeind vokaaleja ja
jalkimmadisille konsonantteja.

Cardanon esittdméit ratkaisut antoivat ldhtolaukauksen paitsi polyno-
miyhtéldiden ratkaisukaavojen etsimiselle ja monen muunkin algebran osa-
alueiden tutkimukselle. Hanen ratkaisunsa nostivat kiistatta esille my6s sen,
ettd imaginaariluvuilla on oltava sddnnot silla niitd nousi esiin laskujen vali-
vaiheissa, vaikka olisikin rajoituttu vain reaalisten juurien etsintdin. Imagi-
naariset (ja negatiivisetkin) juuret hyviksyi ensimmaéiseni Girard 1620-luvulla
tehdessadn tiarkedn havainnon, ettd kaikki polynomit voidaan rakentaa ju-
uriensa avulla ensimmaéisen asteen polynomien tulona. Kesti aina 1830-luvulle,
ennen kuin Gaussin esittelema kompleksitaso, jonka oli ensimmaéisené julkaissut
Caspar Wessel vuonna 1797, teki imaginaariluvuista salonkikelpoisia mate-
maatikoiden valtavirran keskuudessa.



Ratkaisukaavojen etsinnén veivit paatdspisteen kaksi nuorena traagisesti
kuollutta neroa 1800-luvun alkupuoliskolla. Norjalainen Niels Abel (1802-
1829) kuoli tuberkuloosiin juuri, kun hinen saavutuksensa olivat nousemas-
sa laajempaan tietoisuuteen. Kirje hinelle myonnetystd matematiikan pro-
fessuurista Berliinin yliopistolla saapui vain péivid hdnen kuolemansa jil-
keen. Ranskalainen Edvarté Galois (1812-1832), joka turhautui lukuisiin vas-
toinkdymisiinsd, muun muassa tarkastajat hukkasivat hdnen kirjoittamiaan
artikkeleita. Han kuoli lopulta kaksintaistelussa saamiinsa vammoihin.

Viidennenasteen polynomiyhtiléiden yleisen ratkaisukaavan etsiminen os-
oittautui kuitenkin ympyréan neli6imisen kaltaiseksi mahdottomaksi tehtavak-
si, kun Abel vuonna 1824 julkaisi tutkielman "Yhtaloiden algebrallisesta rat-
kaisemisesta” jossa hdn osoitti, ettei viidennen asteen polynomiyhtéléille ole
yleistd ratkaisua. Saman tuloksen oli jo 1799 saanut Paolo Ruffini, mutta ha-
nen todistuksensa oli vihemman tyydyttava ja jii vihélle huomiolle. Nykyisin
tadma tulos kulkee kuitenkin nimelld Abelin-Ruffinin lause.

Galois ei ehtinyt eldessdin saada tunnustusta saavutuksistaan, silld ne
vahat artikkelit, joita hin sai julkaistua olivat lilan pienid sirpaleita hanen
padssiin olleesta kokonaisuudesta. Liséiksi ne olivat usein luonnoksenomaisia,
joten arvioijat ldhettivit niitd takaisin tdydennettaviksi. Koska Galois kuoli
nuorena nama tiydennykset jaivat palauttamatta ja hanen ajatuksensa paa-
sivat levidmain vasta vuonna 1846, kun Joseph Liouville sai julkaistuksi laa-
jemman kokoelman Galois'n teksteji omine selventidvine tdydennyksineen.
Vaikka Galois veikin padtokseen matemaatikoita kiinnostaneen etsinnin os-
oittamalla, ettei mitiin 16ydettivid ole, niin tapa, jolla hin sen teki oli varsin
hedelmaillinen. Se avasi monia uusia suuntia algebran tutkimukselle.

Galois oli ensimméinen matemaatikko, joka kiytti sanaa ryhmé kuva-
maan sellaista oliota, jota nykyadn kutsutaan algebrassa ryhméksi. Lisdksi
hén loi normaalin aliryhméan késitteen ja aurasi tietd modernille ryhméteori-
alle.

Galois'n tulos kiyttdd oleellisesti algebrallisten kuntien ominaisuuksia,
vaikka koko kunnan kasitettd ei ollut vield keksitty ja hin kuvailee ndméa
ominaisuudet méaarittelemélld sen, mitd hin tarkoittaa rationaalifunktioilla
esitettavissa olevilla joukon alkioilla. Nykylukija pystyy ndkemaéaén, ettd ku-
vailtu olio on selvisti kunta. Témaén kisitteen viimeistelyn tekivit saksalaiset
matemaatikot vasta 1800-luvun lopulla.

Galois’n térkein tienavaus jalkipolville on idea siitd, ettd kuntien omi-
naisuuksia voidaan tutkia tiettyjen ryhmien ominaisuuksien avulla. Han kayt-
ti tata yhtaldiden tutkimiseen, mutta hantd myohemmaét matemaatikot ovat
kiyttédneet tiatd nykyidn Galois-teorian nimelld kulkevaa tyokalua hedelmal-
lisesti monilla muillakin matematiikan osa-alueilla.



Luku 2

Perusmaaritelmia

Maaritelmi 2.1. Olkoot K ja L kuntia siten, ettd K on kunnan L alikunta.

Sanotaan, ettd kunta L on kunnan K kuntalaajennos. Merkinnalld K (aq, ..., a,)
tarkoitetaan pienintd kunnan K kuntalaajennosta, joka sisiltda alkiot {aq, ..., a,}
€ L kun K C L.

Miaritelmi 2.2. Olkoon K kunta, ja olkoon f(z) polynomi, jonka ker-
toimet 16ytyvit kunnasta K. Sanomme, ettd polynomiyhtilé f(z) = 0 on
ratkeava juurilausekkeilla kunnassa K, jos f(x) hajoaa ensimméisen asteen
polynomien tuloksi kunnan K laajennuksessa K (a1, as,...,a,) ja on olemas-
sa kokonaisluvut kq,...,k, siten, ettd a]fl € K ja afi € K(ay,as,...,a;_1)
kuni=2,...,n.

Maiaritelma 2.3. Kunnan K kuntalaajennos L on juurilaajennos, jos on
olemassa airellinen ketju kuntia K = Ly C L; C --- C L, = L siten, etta
L; = L;_1(a;) missd a? € L;_; jollekin alkuluvulle p;.

Juurilaajennosta L kutsutaan kunnan K n. asteen juurilaajennokseksi,
jos ketjun K = Lo C L, C --- C L, = L pituus on n + 1. Voidaan myoskin
sanoa, ettd jokainen kunta K on 0-asteen juurilaajennos itsestaan.

Esimerkki 2.4. Kunta Q(+/5) on pienin rationaalilukujen kuntalaajennos,
joka sisdltdd yhtdlon z? — 5 = 0 juuret. Kyseessd on l.asteen juurilaajen-
nos silld 16ytyy alkuluku p; = 2 jolle (v/5)? = 5 € Q. Q(+/5) on vuorostaan
2. asteen juurilaajennos kunnalle Q, silld se on vuorostaan 1. asteen juuri-
laajennos kunnasta Q(v/5). Loydetiin alkuluku p, = 3 siten, ettd (v/5)% =

V5 € Q(v/5), joten saadaan ketju Q = Ly C L; = Q(v/5) C Ly = Q(V/5).

Jos kunta K siséltdd n. ykkosenjuuren (ks. méadritelmé 3.11), juurilaajen-
nosten méaédritelmésti seuraavaa vaatimusta alkulukueksponenteille voidaan
l6yhentda tavalla, joka osoittautuu mychemmin kiteviksi.



Lause 2.5. Olkoon L kunnan K kuntalaajennos. Jos L on muotoa K(u)
jollakin u jolle u™ € K jollekin kokonaisluvulla n ja jos kunta K sisdltid n.
alkeisykkosenjuuren, niin L on kunnan K juurilaajennos.

Tama lause poistaa eksponentin n tarpeen olla alkuluku ja sekd vaatimuk-
sen, ettei alkio u® olisi jonkin alkion b € K, n. potenssi, kunhan K sisaltii
n. alkeisykkosenjuuren.

Todistus. Todistetaan induktiolla eksponentin n suhteen. Jos n = 1 niin
u € K joten L = K joka on 0-asteen juurilaajennos itsestddn. Joten voidaan
olettaa induktio-oletuksena, ettd kun n > 2 niin viite pitdd kun alkion wu
eksponentti on enintddn n — 1.

Jos n ei ole alkuluku, olkoon n = rs joillekin kokonaisluvuille r;s < n.
Induktio-oletuksen nojalla, K (u) on juurilaajennos kunnille K (u") ja K(u®)
jotka ovat itsekin juurilaajennoksia kunnalle K, koska (u")* € K. Niin ollen
K(u) on kunnan K juurilaajennos, koska maédritelmistd seuraa, ettid laa-
jennosten ketju K’ € M C N, jossa N on kunnan M juurilaajennos, joka
vuorostaan on kunnan K juurilaajennos, niin tadytyy kunnan N olla my6s
kunnan K juurilaajennos.

Jos n on alkuluku, tarkastellaan kahta tapausta, riippuen siitd onko u"
jonkin kunnan K alkion n. potenssi. Jos se ei ole, niin L on méaéritelmén
nojalla kunnan K juurilaajennos. Mutta jos se kuitenkin on jonkin alkion n.
potenssi niin olkoon

u =b"

jollekin b € K. Jos b = 0 niin my6s v = 0 ja taas L = K ja viite on taltd
osin todistettu. Jos kuitenkin b # 0, niin edellisesté yhtélostia saadaan

() =1,

eli u/b on n. ykkdsenjuuri, jotka kaikki ovat kunnassa K. Téstd seuraa, ettd
u/b € K, josta edelleen seuraa, ettd v € K, joten K = L. Ja néin todistus
on valmis. O

Méédritelma 2.6. Polynomin f(x), jonkakertoimet ovat kunnassa Q, ju-
urikunnaksi kutsutaan pienintd kompleksilukujen alikuntaa K, jossa se voidaan
pilkkoa ensimméisen asteen polynomien tuloksi.

Miéaritelmi 2.7. Luonnollinen surjektio on kuvaus ¢y : H — H/N :
en(x) = &N, missdé H on ryhmé, N sen normaali aliryhmé ja H/N niiden
muodostama tekijaryhma.



Maaritelma 2.8. Olkoon L kunta ja f : L — L sen isomorfismi. Jos jollekin
kunnan L alikunnalle K pétee f(k) = k kaikille £ € K niin isomorfismia f
kutsutaan K-automorfismiksi.

Maaritelma 2.9. Olkoon ryhmit G ja H siten, ettd H C G. Aliryhméan H
indeksiksi ryhméssé G kutsutaan sen (vasempien) sivuluokkien z H lukumaéras,
missd © € G. Indeksid merkitddn (G : H). Se on samalla my6s tekijaryhmén
G/H mahtavuus.

Maaritelm4 2.10. Ryhmé G on ratkeava, jos ja vain jos sille voidaan 16ytaéd
ketju normaaleja aliryhmid {e} = H; <H><...<<H, 1 < H, = G siten, ettd
tekijairyhmat Ho/Hy, ..., H,/H,_1 ovat vaihdannaisia tai G = {e}. Néiden
normaalien aliryhmien ketjua kutsutaan myShemmin ryhmén G ratkeavaksi
ketjuksi.

Ratkeavuudelle on airellisten ryhmien tapauksessa myos ekvivalentti ja
hy6dyllinen méaaritelma.

Miéritelmi 2.11. Adrellinen ryhmi G on ratkeava, jos ja vain jos sille
voidaan 16yté4 ketju normaaleja aliryhmié {e} = H1 <Hy<...<H, 1<H, =
G siten, ettd aliryhmén H; indeksi ryhméssa H;, on alkuluku.

Lause 2.12. Mddritelmdt 2.10 ja 2.11 ovat ekvivaleniteja ddrellisille ryh-
mille.

Todistus. Madritelmd 2.11 = mdaritelma 2.10: Viite seuraa suoraan siité,
ettd tekijiryhmien H,,,/H; mahtavuudet ovat alkulukuja, joten ne ovat syk-
lisid ryhmié, jotka ovat tunnetusti vaihdannaisia.

Madritelmd 2.10 = maddritelmd 2.11: Aloitetaan osoittamalla, etti jokainen
tekijairyhmé H,;,,/H; sisiltdéd ketjun normaaleja aliryhmid

Hi—l—l/Hi DKy DD Kim— = {1},

missé jokaisen aliryvhmén indeksi edeltdjiassdin on jokin alkuluku. Koska vaih-
dannaisen ryhmén kaikki aliryhmét ovat normaaleja, riittda osoittaa, etta ni-
iden indeksi edeltdjidssdadn on jokin alkuluku. Tamé& onnistuu osoittamalla,
ettd jos K on vaihdannaisen ryhman H aito darellinen osajoukko, niin 16y-
tyy Hy C H, jonka indeksi ryhméssda H on alkuluku ja johon sisiltyy joukko
K. Todistetaan induktiolla yli indeksin (H : K). Jos indeksi (H : K) on
2, 3 tai jokin muu alkuluku, niin voimme valita H; = K. Oletetaan sitten
ettei (H : K) ole alkuluku. Valitaan = € H joka ei kuuluu joukkoon K
ja tarkastellaan pieninté eksponenttia e > 0 jolle ¢ € K. Olkoon alkuluku



p jokin eksponentin e tekiji ja y = 2¢/P. Nyt eksponentin e valinnan vuoksi
y ¢ K ja y? € K. Tarkastellaan ryhméaa

K ={z'z|li=1,....,p—1; z€ K}.
On selvad ettd K C K’ C H ryhmén K sivuluokat ryhméssa k' ovat
K' zK' o*K' ... 2" 'K’

joten indeksi
(K' : K)=np.

Néin ollen, K" # H koska oletuksen mukaan (H : K) ei ollut alkuluku ja
(H : K')<(H : K).

Induktio-oletuksen nojalla ryhmén H sisaltdd aliryhméin Hy, jonka indeksi
ryhméssd H on alkuluku, joka sisdltdd ryhmén K’ ja samalla ryhmén K.

Nyt kiyttadmaélld luonnollisen surjektion 7 kddnteiskuvausta néihin teki-
jaryhmiin H;,1/H; ketju

Hi+1 D) 7T_1H,‘1 DD Hiﬂ'_lKiri D) Hz‘;

jossa aliryhmien indeksit edeltdjissddn ovat alkulukuja. Nyt ndmé ketjut
voidaan laittaa tdydentdméaén médritelmén 2.10 mukainen ketju méaritelman

2.11 vaatimaan muotoon. O
Miiritelmi 2.13. Symmetrinen ryhmé S, on kaikkien joukon {1,...,n}

permutaatioiden joukko laskutoimituksenaan kuvausten yhdistdminen o. Sen
neutraalialkio on identiteettikuvaus Id. Sen aliryhmisté kiytetdan laajempaa
nimitystd permutaatioryhma.

Miiritelmi 2.14. Vuorotteleva ryhmé A,, on kaikkien parillisten permutaa-
tioiden, eli sellaisten permutaatioiden, jotka saadaan yhdistdmélla parillinen
maaré transpositioita, muodostama ryhma.

Tutkielmassa turvaudutaan toistuvasti algebran peruslauseeseen.

Lause 2.15. Algebran peruslause: Jokaisella yhden muuttujan polynomil-
la P(x), jonka kertoimet ovat kunnassa K C C ja jonka aste on n > 1 on
ainakin ykst juuri kunnassa C.

Todistus. Lause oletetaan tunnetuksi. O



Luku 3

Tarkeita tyokaluja

3.1 Symmetriset alkeispolynomit

Maaritelma 3.1. Symmetrisiksi alkeispolynomeiksi sq, . . ., s, kutsutaan poly-
nomeja, jotka rakennetaan muuttujista x1,...,x, seuraavasti:
n
S1 = E T = i+ +T,
i=1
S9 = E Xy j = I1$2+"'+$1In+I2I3+"'+I2.In+"'+l’n_1l’n
ij=1,i<j
n
2 :mle"'xn
Snfl — _ % — x2"'£n+$lx3"'xn+"'+x1"'xn71
x.
i=1 ¢
1
Sn = E LTilit1 " Tp = X1 Tn
i=1

* Tassd syyllistyn hivkan notaation vadrinkdyttoon, silld supistan i—z =1,
vatkka en kiellakddn mitdadn muuttujista x; olemasta nolla.

Néiden polynomien kutsuminen symmetrisiksi perustuu siihen, ettd ne
pysyvéit samoina, vaikka muuttujat xq,...,x, jarjestettiisiin uudelleen jol-
lakin permutaatiolla, ja niiden kutsuminen alkeispolynomeiksi johtuu siité,
ettd muut symmetriset polynomit voidaan esittda niiden avulla, kuten osoi-
tamme lauseessa 3.2.

Lause 3.2. Polynomi, jossa on n muuttujaa x1,...,x, ja jonka kertoimet
ovat kunnassa K, voidaan esittad polynomina kdyttien symmetrisid alkeis-
polynomeja s1,...,S, JOS ja vain jos se itse on symmetrinen.
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Todistuksessa kaytetdan Waringin metodia méaarittda n muuttujan poly-
nomin aste. Téllaisen (ei nolla-) polynomin asteeksi tulee n-jono (i1, ...,4,).
Mééritelldsin n-jonojen suuruusjirjestys seuraavasti: (iy,...,%,) > (j1,---,jn),
jos ensimméinen nollasta poikkeava erotus jonossa i, — ji,...,%, — Jn on
positiivinen. Nyt mééritellddn, ettd (ei nolla-) polynomin p(zy,...,x,) aste
deg p(xy, ..., x,) onsuurin n-jono (i1, ... ,4,), jolle termin z} - - - 2" kerroin on
nollasta poikkeava. Kun lisdksi sovitaan, ettd nollapolynomille deg() = —o0
niin saadaan toimimaan seuraavat yhdenmuuttujan polynomeilta tutut suh-

teet

(3.3) deg(p+¢) < max(degp,degq),
(3.4) deg(pg) = degp +deggq.

Todistuksen kannalta oleellisimpia ovat symmetristen alkeispolynomien as-
teet, jotka ovat

degs; = (1,0,0,...,0)

degs, = (1,1,0,...,0)
(3.5)

degs,—1 = (1,1,1,...,1,0)

degs, = (1,1,...,1,1).
Todistus. Olkoon f(z1,...,x,) symmetrinen polynomi. Todistuksen ideana
on l6ytdd symmetrisistd alkeispolynomeista si,...,s, rakennettu polyno-
mi g(s1,...,8,), jonka asteluku on sama kuin polynomilla f(xq,...,z,).
Saatamaélld polynomin g(sq,. .., s,) ensimmaéistd kerrointa saadaan

deg(f(z1,. .., xn) —g(S1,--.,80)) < deg f(z1,...,2n),

josta todistus viedddn loppuun induktiolla asteen suhteen.
Olkoon f(z1,...,x,) symmetrinen polynomi, jolla on nollasta poikkeavia
kertoimia ja olkoon

deg(f(x1,...,2,)) = (i1,12,...,4,) € N

Ensiksi huomataan, ettd iy > 15 > --- > 14,. Jos loyddmme polynomin
f(zy,...,x,) termin, joka on muotoa az’ ---x’, missi a # 0, niin 16yde-
taan kaikki ne termit, jotka saadaan permutoimalla muuttujat zi,...,x,,
silld polynomi f(xy,...,x,) on symmetrinen. Ndiden termien asteluvut ovat
n-jono, jotka saadaan permutoimalla i1,...,%, ja niistd suurin on se n-jono,

jonka jasenille 11 > 19 > -+ > 1,,.

11



Nyt asetetaan

11—12 igf’ig - Sinfl_in in

g<517~--75n>:51 S9 n—1 Sp -

Kaavojen (3.4) ja (3.5) nojalla saadaan

degg(s1,...,8,) = (iy —i2)deg(sy) + (ig — i3) deg(s2) + - - - + i, deg(sn)

(i1 — i2,0,...,0) + (ip — i5,i0 — i5,0,...,0) + - (i, ..

= (i1 0. .., in).

Lisdksi huomataan, ettd polynomin g(sq, ..., s,) ensimméisen termin kerroin
on 1. Joten

g(s1,...,8,) = at' -z + (alemman asteen termit).

Néin ollen, jos a € K on polynomin f(zy,...,x,) ensimméisen termin ker-
roin, siten etta

f(@y,. .. 2,) = axl - x'n + (alemman asteen termit),

nyt olkoon fi(x1,...,2,) = f(z1,...,2,—ag(s1,..., S,), josta nihd&én, etta
deg fi(x1,...,2x,) < f(x1,...,x,). Liséksi fi(xq,...,2,) on symmetrinen,
joten voimme toistaa sille saman prosessin ja etsid polynomin g;(sq,...,S,)
ja niin edelleen. Nyt riittdé osoittaa, ettd prosessi paattyy darellisen monessa
askeleessa. Tdmé seuraa suoraan seuraavasta lemmasta. O

Lemma 3.6. N" e sisdlla padttymdattomad aidosti laskevia jonojen ketjuja.

Todistus. Lemma pétee selvisti, kun n = 1, joten todistetaan viite indukti-
olla jonojen pituuden n suhteen olettamalla, etta kun n > 2 viite péatee kun
jonot ovat pituudeltaan n — 1. Jos

(37) (i117i127' .- 72'177,) > (7:2177:227 s 7i2n) > > (imluim27' o 7Zmn) >

on padttyméaton laskeva ketju jonoja, niin jonojen ensimméiset termit eivit
muodosta kasvavaa ketjua, joten

11 =091 = o 2l >

Néin ollen ketju muuttuu ennemmin tai myohemmin vakioksi, on siis olemas-
sa indeksi M, jolle
im1 = ian1 katkille m > M.

12
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Kun poistetaan ensimmaéiset (M — 1) ketjun (3.7) jdsentd ja keskitytddn jél-
jelle janeiden jéasenten (n — 1) viimeiseen jiseneen, saadaan seuraava paét-
tyméaton ketju:

(inr2, I3y - - - inin) > (Gar1)2, LM41)35 - - - UM 1)n) > -+

joka on padttymaton ketju (n—1)-pituisia ketjua, joka on ristiriidassa induktio-
oletuksemme kanssa. O

Lause 3.8. Olkoon g(x1,...,x,) polynomi, jossa on n muuttujaa ja jonka
kertoimet ovat kunnassa K. Jos g(x1, ..., x,) on invariantti kaikissa muuttu-
jien x1q, ..., T, permutaatioissa, niin se voidaan esitlad polynomina kdyttden
muuttujaa x1 ja symmetrisid alkeispolynomeja sy, . .., S,_1 joissa muuttujina
ovat Ta, ..., Ty.

Todistus. Tarkastellaan polynomia g(xy,...,x,) polynomina, jonka muuttu-
jat ovat xa, ..., x, ja sen kertoimet ovat kunnassa K (x1), joka on kunnan K
laajennos, joka sisdltda kaikki murtolausekkeet, jotka saadaan muodostettua
muuttujasta x; kiyttaen kertoimina kunnan K alkioita. Lauseesta 3.2 seuraa,
ettd g voidaan kirjoittaa polynomina kiyttden symmetrisid alkeispolynome-

ja sy, ..., s, joissa muuttujina ovat o, ..., z, ja kertoimet ovat kunnassa
K (x1). Néin ollen on olemassa polynomi ¢'(zy,...,z,) jolle

(3.9) g(z1, ... xn) =g (21, 8], ..., 8,),

jossa

S =To+ Ty, Sy =TTzt Ty 1Tn, v, S = Tolz:c Ty

Todistuksen viemiseksi loppuun riittda osoittaa, ettd polynomien, jotka on

rakennettu muuttujasta x; ja symmetrisista alkeispolynomeista sq,..., s, 1,
tilalle voidaan sijoittaa polynomit s/,...,s! . Helppo tapa saada riittévin
konkreettiset kaavat polynomeille s},...,s/ ; on jakaa binomilla X — x;

yleinen polynomi
(X —z1)- (X —2,) = X" — 5. X" L oo 4 (1),

ja samastaa tulos seuraavasti
(X —a2) (X —2n) = X"V — X" 2 4o g (=114

Tastd saadaan

S1 = S1— I
l _ 2 2
Sy = S — 8117 — I
/ 3 3
S3 = S3— Sox1 + 1] — T3
/ n—1,_n—1
(3.10) Spo1 = Sn-1— Sp—2®1+ -+ (1)@

13



!/

josta, sijoittamalla s},..., s/, yhtdloon 3.9, saadaan

g(xla ... 7xn) - g/(Il)Sl — X1y 3y Sn—1 — Sp—21 + e + (_1)”1—11.717»—1)’

jonka oikea puoli on polynomi, joka on rakennettu muuttujasta r; ja sym-
metrisistd alkeispolynomeista sq,...,8,_1. O

3.2 Ykkosenjuuret

Maaritelma 3.11. Ykkosenjuureksi kutsutaan sellaista kunnan K C C
alkiota a, jolle patee , a” = 1, jollakin n. Ykkosenjuurta, jolle £ on pienin
kokonaisluku siten, ettd a* = 1, kutsutaan k. alkeisykkosenjuureksi. Ykkosen-
juurten joukkoa, jonka jasenille pitee a” = 1 merkitddn u,.

Lause 3.12. Jos  on p. alkeisykkdsenjuuri, niin p. ykkosenjuuret ovat muo-
toa

¢ TP =1

Todistus. Halutaan osoittaa, ettd S = {¢" | n € 1,...,p} = p,, silld jos
a > p niin
Ca — Ckp+b — Ckpcb — Cb
missid k € Zy jabe {0,...,p—1}.
Helposti ndhdaan, ettda ("™ on p. ykkosenjuuri, silla

(P =¢r=(r=1=1

Nyt riittda osoittaa, ettei joukossa p, ole muita jaseniad. Tahén riittadéd osoit-
taa, ettid ' # (* kun i # 4, 4,5 € {1,...,n}.

Vastaoletuksena oletetaan ¢! = ¢/ joillekin 1 <1i < j < n. Nyt (/7% =1,
jolloin 7 — i = kn, miki ei ole mahdollista silld 0 < 7 —¢ < n joka on todistaa
alkuperiisen viitteen. O

Lause 3.13. Mille tahansa kokonaisluvulle n ja mille tahansa kunnalle K C
C, n. ykkdsenjuuri on kunnan K juurilaajennoksessa.

Todistuksessa tarvitaan Lagrangen resolventtii.

Mééritelma 3.14. Todistuksessa Lagrangen resolventtilla t(w) tarkoitetaan
kompleksilukua joka méaritellisin

tHw) =Co+wl + -+ +w" (s,

missé (; ovat epatriviaalit n. ykkosenjuuret siten (p on alkeisykkosenjuuri ja
¢ = ¢! ja missid w on jokin (n — 1). ykkdsenjuuri.
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Todistus. Riittad osoittaa, ettd n. alkeisykkodsenjuuri ¢ on kunnan K juuri-
laajennoksessa L, silld muut ykkosenjuuret ovat sen potensseja ja ovat siksi
kunnassa L.

Tama todistetaan induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 1 niin { = 1 ja
selvisti kuuluu kuntaan K, joka on itsensd 0. asteen juurilaajennos. Voidaan
siis olettaa induktio-oletuksena, ettd kun n > 2 viite patee ykkdsenjuurille
¢* =1 joille k < n.

Jos n ei ole alkuluku 16ytyy kokonaisluvut r ja s siten, ettd n = rs ja
0 < r,s < n. Nyt (" on s. ykkdsenjuuri. Induktio-oletuksen nojalla 16y-
tyy kunnan K juurilaajennos Ry, johon (" kuuluu. Nyt edelleen induktio-
oletuksen nojalla 10ydetdan kunnan R; juurilaajennos Rs, joka sisdltida r.
alkeisykkosjuuren. Nyt koska (" € Ry niin Ry(¢) on kunnan R, sekd myos
kunnan K, juurilaajennos, joten lause on téltd osin todistettu.

Jos n on alkuluku, niin aloitamme etsimélld kunnan K juurilaajennoksen
R, joka sisiltdd ykkosenjuuren w”! = 1. Tami onnistuu induktio-oletuksen
avulla, kuten edelld osoitettiin. Nyt otetaan kdyttéon Lagrangen resolventti
t(w). Nyt lemman 3.15 nojalla saadaan

t(w)n_l € Ry

kaikille w, jotka ovat (n—1). ykkésenjuuria. Nyt R;(t(w)) on kunnan R; juu-
rilaajennos. Kun liitetdéin kaikki Lagrangen resolventit ¢(w) kuntaan Ry, niin
saadaan juurilaajennos R, joka on samalla my0s kunnan K juurilaajennos.
Nyt Ry sisiltdd kaikki resolventit t(w) € p,_1. Lagrangen kaavasta seuraa,
ettd ¢ voidaan rakentaa rationaalilausekkein Lagrangen resolventeista, joten
( € R», ja niin ollen todistus on valmis. ]

Lemma 3.15. Jokaiselle k. ykkdsenjuurelle n on olemassa t(n)*, joka voidaan
esittid rationaalilausekkeena ykkosenjuuren n ja g mittaisten jaksojen avulla.

Maaritelma 3.16. Tamén todistuksen yhteydessd kaytetddn Gaussin jak-
soksi nimedmaa kompleksilukujoukkoa. Olkoon e, f positiivisia kokonaisluku-
ja, joille ef = p—1, missd p on alkuluku. Ndin méaérittyy e kappaletta lukuja

Mo = Co + Ge + Gae + -+ + Ce(r—1)
m =G+ Cer1 + Caer1 + -+ Ce(r-1)41
N2 = G2+ Cep2 + Caera + -+ + Ce(p—1)42

Ne—1 = Ge—1 *+ Cae—1 + C3e—1 + =+ + (p2

joita Gauss kutsui f mittaisiksi jaksoiksi.
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Erityisesti on huomattava, ettd 1 mittaiset jaksot ovat ykkosenjuuret
CosC1y- -+, Cp—2 ja p — 1 mittainen jakso on summa kaikista epétriviaaleista
(¢; # 1) ykkosenjuurista.

Liséksi on tirkedd huomata, ettd mika tahansa f mittainen jakso saadaan
rakennettua murtolausekkein misté tahansa toisesta f mittaisesta jaksosta.

Todistus. Lemman 3.19 nojalla tiedetdén ettd kahden f mittaisen jakson tu-
lo voidaan esittdd f mittaisten jaksojen lineaarikombinaationa. Ndin voimme
siis esittdd ensimmaéisen asteen polynomeina kaikki jaksojen potenssit. Eri-
tyisesti

t(w)k = (no+wn, + - 'wkflﬁh(k—n)k
(3.17) = agNo+ -+ ap_1Mh-1
+apny + - -+ Aop—17M2n-1

Fank—1)Nh(k—1) T+ Qe—17e—1

misséd kertoimet ag, ..., a._1 ovat rationaalisia kunnassa Q(w).

Olkoon ¢” kuten lemmassa 3.19. Koska jaksojen 7o, . .., n._; viliset suh-
teet siilyviit kuvauksessa o, voidaan korvata 1y sen kuvalla o’ (1) = 5, ja
vastavaasti 7; — o"(n1) = 741 ja niin edelleen, laskettaessa t(w)*. Thsté
saadaan

(h 4+ wnop + - -+ + Wk_l??o)k = QoNMp + -+ AGp_1M2n-1
(3.18) +apnon + -+ + Gop—1M30—1

Fap-1)No + -+ Qe—1Mn—1-

Tisté saadaan (0" (t(w)))* esitys. Kuitenkin, koska
(0"(t(w)) = w™t(w),
saadaan
(0" (t(w))" = tw)*,
joten sekdi (3.17) ja (3.18) ovat molemmat #(w)* esityksid. Nyt korvataan
alkuperdisesti t(w)* kaavasta jakso n; jaksolla o2"(n;), seuraavat jaksoilla

ot (), ..., oY) kun i € {1,...,e — 1} ldydetiisin vield k — 2 kappaletta
t(w)¥ esityksid. Huomataan, ettd jakson 7; kertoimet niissi esityksissd ovat
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Qithy Ait2hs - - - > Qath(k—1) Niinpa laskemalla ndmé esitykset yhteen saadaan

kt(w)* = (ao+ ...+ ange—1)) M0 + - - + Mhge—1))
= (a1 + ...+ apg—1)+1) (M + - F Dre—1)41)
+ .

= (a1 +. tae 1)1+ nen)
Koska n; + Npyi + -+ + Mae—1)4i = & kun 4 = 0,..., A — 1 niin seuraa, ettd

t(w)* voidaan esittdi murtolausekkeina kiyttien jaksoja w ja &, ..., & 1,
eksplisiittisemmin

1
tw)r = E((ao + o apw-1))éo + o+ (an—1 + -+ apge—1))En-1)-

]

Lemma 3.19. Olkoon o¢ Q-automorfismi joka kuvaa kunnan Q(p,) itselleen
ja Ky kunnan Q(u,) alikunta, jonka jisenet ovat invarianttejo kuvauksen

x reQ
Ue($): Ci-{-e sz,iE{O,l,...,p—e}
CO Tr = C(pfe)Jrl

C(ife)+1 ZEZCZ,Z € {(p—€)+2,,p—2}

suhteen kun ef = p — 1. Kaikilla kunnan K jasenillid on yksikdsitteinen
esitys f pituisten jaksojen lineaarikombinaatioina, joita on e kappaletta ja
kdyttden vain rationaalisia kertoimia.

Todistus. Olkoon a mielivaltainen kunnan Q(pu,) jdsen, joka kirjoitetaan seu-
raavasti:

a = aopG+aili+ - ae_1Cc—1
+aeCe + ae+1<e+1 + -+ a’2871<2€71

Fe(f-1)Ce(f—1) T Qe(f-1)+1Ce(f=1)+1 T * * * Ap—2Cp_2.
Nyt permutaation ¢¢ méiritelmésti seuraa
o(a) = aoCe+ arCeq1 + - Qe—1Cae—1

+ae<—2e + ae+1C26+1 + -+ a26—1C3e—1

+ae(f71)C0 + ae(f71)+1C1 + - ap—QCe—l-
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Jos 0¢(a) = a niin lemman 3.20 nojalla ykkosenjuurten (; kertoimet ovat

samat ylla olevissa esityksissé, kun ¢ = 0,...,p — 2, joten
) = Qe = A2¢ = = Qe(f—1)s
ap = OGey1 = A2e41 = - = Qe(f-1)+1,
Ae—1 = A2e—-1 = A3e—1 = =" = ap—2,

Nain ollen jokainen a € Ky voidaan kirjoittaa

a = ap(Co+ G+ -+ Ce(ro1))
+a1(C1 + Ceqr + -+ Cer—1)41)

Ge-1(Cee1 + Coem1 + -+ + (o).

Nyt on osoitettu, ettd a on jaksojen lineaarikombinaatio, silld sulkujen sisélla
olevat lausekkeet ovat f mittaisia jaksoja.

Ilmaisun yksikésitteisyys seuraa suoraan lemmasta 3.20, jonka nojalla
kaikki kunnan Q(u,) voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla ykkosenjuurten
Cos - - -, G lineaarikombinaationa. O]

Lemma 3.20. Jokaiselle kunnan Q(u,) jisenelle on olemassa vain yksi es-
itys epdtriviaalien p. ykkosenjuurten rationaalikertoimien lineaarikombinaa-
tiona.

a1+ as(® + -+ a, 1P (a; € Q).

Todistus. Lauseesta 3.12 seuraa, ettd Q(u,) = Q(¢). Koska ¢ on polynomin
P, (z) = 2P~ +aP 24 - -+ x+1 juuri ja koska ®,(x) on jaoton seki asteeltaan
p— 1, saadaan lemman 3.34 avulla, ettd kaikki kunnan Q(p,) alkiot voidaan
yksikésitteisesti esittdd muodossa

(3.21) 0= o+ a1C +asC? + -+ + aysC?
joillekin a; € Q. Jotta saadaan haluttu muoto, riittdd kiayttda tietoa
(3.22) By(¢) =1+ (+C -+ =0
Téastd yhtéilostd huomataan
ag = —ag(C+ 4+ (P71,
jonka sijoittaminen yhtéloon (3.21) saadaan
a=(ay —ap)C + (ag — ag)C* + -+ (ap_o — ag)CP~? — apC?~".
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Téamén yksikdsitteisyys seuraa esityksen (3.21) yksikésitteisyydestd, silld jos
CL1< + -+ apflgpil = b1C + -+ bpflgpil,
ja kiiytdimme yhtélod (3.22) eliminoimaan termin ¢P~!, niin saadaan

—ap—1 + (a1 — ap—1)C+ -+ (ap2 —ap_1 )P % =
~bp_1 + (b — bp1)C+ -+ (bpz — by_1)(P2

Yhtilon (3.21) yksikésitteisyydesti seuraa, etté kertoimet termeille 1,¢, ¢, ..., (P72
ovat samat molemmille puolille, joten

ap—1 :bp—lv a1:b1, ey Clp_gsz_g.

]

3.3 Galoisryhmi G(f) ja Galoisresolventti V

Galois’n todistuksessa tirkedd osaa niyttelevit polynomin f(x) juurten per-
mutaatioiden muodostama ryhmaé, joka onkin nimetty Galoisryhméksi.

Mééritelma 3.23. Olkoon f(x) = 0 polynomiyhtilo, jonka kertoimet ovat
adrettoméssa kunnassa K = Q ja olkoot r1,...,7, € C sen juuret. Olkoon
K(ry,re,...,r,) kunnan K juurilaajennos, joka siséltdd kaikki polynomiy-
htélon f(z) = 0 juuret. Galoisryhmi Gk (f) on polynomiyhtélon f(z) = 0
juurten permutaatioiden joukko, jonka tuottavat sellaiset kunnan K (rq,rs,...,7,)
automorfismit, jotka kiinnittavit alikunnan K eli, joille o(a) = a jos a € K.
Sitd kutsutaan polynomiyhtéloén f(z) = 0 Galoisryhméksi kunnan K suh-
teen.

Huomautus 3.24. Merkintda o kdytetdan sekd edelld esitettyjen kuvausten
ettd niiden tuottamien permutaatioiden kohdalla.

Polynomiyhtilén f(x) = 0 Galoisryhmilld kuntien K ja L suhteen on
seuraavaa hyodyllinen ominaisuus:

Lause 3.25. Jos L on kunnan K kuntalaajennos niin Gr(f) on Galoisryh-
man Gg(f) aliryhmd.

Todistus. Koska sekii G (f) ettd GL(f) ovat Galoisryhmié, niin riittda os-
oittaa, ettei GL(f) voi siséltdd sellaisia permutaatioita, jotka eivit kuuluu
ryhméin Gg(f). Polynomilla f(z) on n juurta {ry,...,r,}. Nyt meilld on
kaksi tapausta:
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Tapaus 1 {ry,...,r,}NL ={ry,...,r,} N K. Tésté seuraa, ettd GL(f) =
Gk (f)-

Tapaus 2 {ry,...,ro 0L # {ry, ..., r, }NK. Triviaalisti, jos {ry,...,r,} C
L niin Gp(f) = {ld} € Gk(f). Koska K C L niin G.(f) C Gg(f), sill jos
jokin alkio on kiinnitetty L-automorfismeissa niin se on kiinnitetty myos K-
automorfismeissa. O

Toinen Galois'n térked tyokalu on hinen nimeéddn kantava resolventti V|
jonka avulla voidaan kaikki yhtélon f(z) = 0 juuret sisaltdvd kuntalaajennos
esittdd kdtevimmin.

Mééritelma 3.26. Polynomiyhtalon f(z) = 0 jonka kertoimet ovat déret-
tOmaésséd kunnassa K, jonka juuret ovat rq, ..., r,, Galoisresolventiksi kunnan
K suhteen kutsutaan sellaista kunnan K (rq,...,r,) alkiota V', jolle pétee

ri € K(V) kaikillei=1,... n.

Toisin sanoen kaikki polynomiyhtdlon juuret voidaan esittdd (aloisresol-
ventin V' avulla murtolausekkein.

Lause 3.27. On olemassa yhtdlon f(x) = 0 Galoisresolventti V € K(ry,...,ry)

jolle
ri € K(V) kaikillei=1,...n.

Todistus. Todistetaan kahdessa vaiheessa

Vaihe 1 Olkoon f(z) = 0 polynomiyhtild, jonka juuret ovat ry,...,7,.
Osoitetaan, ettd on olemassa polynomi g(zq,...,x,) siten, ettd ne kunnan
K(ry,...,ry,) alkiot, jotka saadaan sijoittamalla polynomin g(x1, .. ., x,) muut-
tujien paikalle 7, ..., 7, kaikilla n! tavoilla, ovat kaikki eri alkioita.

Olkoon h(zy,...,x,) = A1z + -+« + Apx,, missd Ay, ..., A, ovat muut-
tujia. Yhtdsuuruus kahden polynomin h(zy,...,x,) arvon, jotka on saatu
sijoittamalla x1,...,x, paikalle r{,...,r, jollain tavalla, vélilli muodostaa
yksinkertaisia ensimmaisen asteen yhtdl6itd muuttujien Aq,..., A, valilla,
joiden kertoimet ovat kunnassa K(r,...,r,). Kun kirjoitetaan auki kaik-
ki mahdolliset yhtasuuruudet, joita on airellinen méiara, saadaan ddrellinen
madrd yhtéloitd muotoa rA; = sA; jotka ovat epitriviaaleja (r,s # 0), sil-
1& rq,...,r, ovat eri alkioita. Nyt jokaisen téllaisen yhtalén toteuttavat n-
jonot muodostavat oman aidon aliavaruuden vektoriavaruudessa K". Kaikki
n-jonot, jotka toteuttavat yhdenkin néista yhtaloistd muodostavat ddrellisen
yvhdisteen aidoista vektoriavaruuden K™ aliavaruuksista. Koska kunta K on
adreton, niin vektoriavaruus K" ei voi olla aitojen aliavaruuksien dérellinen
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vhdiste, joten lydetdén n-jono (aq,...,a,) € F™, jolle mikddn yht&loista
Ay, ..., A, vililld ei pidd. Saadaan polynomi

g(xla'”axn>:Oélx1+"'+anxn

joka toteuttaa annetun ehdon.
Vaihe 2 Olkoon ¢(z1,...,x,) kuten vaiheessa 1 ja olkoon

V=glry,...,mn) € K(r1,...,7m).

Osoitetaan, ettd rq, ..., r, kuuluvat kuntaan K (V). Tatd varten riittad osoit-

taa, ettd yksi naistd juurista, vaikkapa 71, kuuluu tidhin kuntaan, silld sama

todistus puree niihin kaikkiin, vain numerointia pitiad muuttaa.
Tarkastellaan polynomia

(z1,...,2,) = H(V —g(z1,0(x2),...,0(x,))

[

jonka kertoimet ovat kunnassa K (V') ja missd o kiy lapi kaikki alkioiden
Tg, ..., T, permutaatiot. Koska l(z1, ..., x,) on symmetrinen polynomi muut-
tujien x,...,x, suhteen, lause 3.8 sanoo, ettd se voidaan kirjoittaa poly-
nomilausekkeena kiyttden muuttujaa x; ja symmetrisii alkeispolynomeja
S1y...,8_1, joissa muuttujina ovat x,, ..., x,. Olkoon

lxy, 9, ... xn) = k(x1,81,. .., Sn-1)

jollekin polynomille k(z1, ..., x,), jonka kertoimet ovat kunnassa K (V). Kun
sijoitetaan muuttujiksi xq, ..., x, eri tavoin juuret rq,...,r, , mikd on sama
asia kuin polynomien sq,...,s,_; korvaaminen erdilli kunnan K alkioilla
ai,...,0a,_1, saadaan

(3.28) Ury, ..o rn) = k(ry,a1, .., an_1)
ja
(329) g(r,-,rl,rg, ey i1, i1, - - ,Tn) = /{;(ri,al, P ,(In_l).

Nyt, koska polynomilla g(z1,...,x,) on vaiheessa 1 osoitettu ominaisuus ja
koska V' = g(ry,...,r,) saadaan

V #g(ri,o(ry),o(rs),...,o(ri—1),0(rit1), ..., 0(ry))

kun ¢ # 1 ja mille tahansa joukon {r{,...,7;_1,7:1,...,7,} permutaatiolle
o. Néin ollen

l(rhrlv"'ari—lari-‘rla"'>Tn)#O k’unz#l
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Toisaalta tavasta, jolla h(xq,...,x,) ja V on méiiritelty seuraa ettd
Z(Tl,...,Tn) = 0.

Kun otetaan huomioon yhtélot (3.28) ja (3.29), huomataan, ettd polynomi
k(z,a1,...,a,_1), jonka kertoimet ovat kunnassa K(V'), saa arvon 0, kun
x = ry, mutta ei kun x = r; jos ¢ # 1. Néin ollen polynomi k(z,ay,...,a,1)
on jaollinen binomilla z — r; vain kun ¢ = 1.

Olkoon polynomi j(x), jonka kertoimet ovat kunnassa K (V'), polynomien
f(x)ja k(x,aq,...,a,_1) suurin yhteinen jakaja, jonka ensimmdisen termin
kerroin on 1. Koska kunta K (ry,...,r,) on polynomin f(x) juurikunta, niin

f@)=(z=r)--(z =),

josta seuraa edelleen, ettd K(r,...,r,) on myos polynomin j(x) juurikunta.
Koska binomi x —r jakaa polynomit f(z) ja k(x,ay,...,a,_1), se jakaa myos
polynomin j(x). Toisaalta koska k(x,ay,...,a,_1) ei ole jaollinen binomilla
x—r; kun i # 1, polynomilla j(z) ei ole muita tekijoitd kuin x —r;. Néiin ollen
j(x) = x —ry, josta seuraa r; € K(V'), koska polynomin = — r; kertoimet ja
siten my6s 1 kuuluvat kuntaan K (V). O

3.4 Alkion v minimipolynomit

Miairitelmi 3.30. Olkoon u jokin kunnan K laajennoksen K (ry,...,r,)
alkio. Alkion v minimipolynomi kunnan K suhteen 7(z) on sellainen (kun-
nassa K) jaoton polynomi, jolle

e sen kertoimet ovat kunnassa K,

e sen korkeimman asteen termin kerroin on 1,

o m(u) =0,
e kunta K(ry,...,r,) on sen juurikunta.
Lause 3.31. Jokaiselle kunnan K(ry,...,r,) alkiolle u on olemassa yk-

sikasitteinen mddritelmdn 3.30 mukainen polynomi m(x).

Todistus. Todistetaan lause kahdessa vaiheessa. Ensiksi vaiheessa 1 osoite-

taan viite sellaisille u € K(rq,...,r,) jotka voidaan esittdé polynomilausek-
keella kdyttden alkioita 7q,...,7, ja kertoimina kunnan K alkioita. Sitten
vaiheessa 2 osoitetaan, ettd kaikki uw € K(rq,...,r,) voidaan esittdi tallaisil-

14 polynomilausekkeilla.
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Vaihe 1. Olkoon u € K(rq,...,r,) esitettdvissd polynomin ¢(ry,...,r,)
avulla eli

u=@(ry,...,m)

missd ¢(ry, ..., 7T,) on n muuttujan polynomi, jonka kertoimet ovat kunnassa
K ja jonka muuttujien paikalle on sijoitettu alkiot r,...,7,.

Jos w on jonkin polynomin f(x) juuri, on se my6s jonkin jaottoman poly-
nomin fi(x), jonka korkeimman asteen termin kerroin on 1, juuri. Tdma

fx) = c- fi(z) fala) - - ful2).

Seuraavaksi todistetaan polynomin f;(x) yksiskésitteisyys. Oletetaan, et-
ta meilld on olemassa polynomi ¢;(z), jolla olisi ndmé samat ominaisuudet
kuin polynomilla f;(z). Koska niilld on yhteinen juuri w, niin lemman 3.33
nojalla polynomi ¢;(z) jakaa polynomin fi(z) ja péin vastoin. Koska kum-
mallakaan ei ole edessé vakiokerrointa niin fi(x) = g1 ().

Nyt osoitetaan, ettd u on sellaisen polynomin juuri, jonka kertoimet ovat
kunnassa K ja jonka juurikunta on K(ry,...,r,). Olkoon

e(ywrh cee ,l’n) = H(y - 90(0-(%1)7 ce 70-(xn)>>

o

missd o kiy lapi kaikki muuttujien zq,...,z, permutaatiot. Koska 6 on
selvisti symmetrinen, niin se voidaan lauseen 3.2 nojalla esittdd polymina
v symmetristen alkeispolynomien sy, ..., s, avulla. Olkoon

Oy, x1,...,x,) = V(Y, S1,...,5n)

missé polynomin 1 kertoimet ovat kunnassa K. Kun sijoitetaan muuttujien
x1,...,T, paikalle juuret rq,...,r,, saadaan

g(yarla ce 7Tn) = w(y7al7 oo 7an)7

missd polynomin ¥(y, aq,...,a,) kertoimet 16ytyvit kunnasta K. Tavasta
jolla @ on méaéritelty, seuraa,

O(u,r1,...,rn) =0,

joten u on my6s polynomin ¥ (u, aq, . .., a,) juuri. Lisdksi koska 0(y, rq, ..., 7r,)
on ensimmaéisten asteen termien tulo, niin myos ¢ (y, ai, ..., a,) on hajoitet-
tavissa ensimmaéisen asteen polynomien tuloksi kunnassa K(rq,...,7,), joten
sen on polynomin ¥ (y, ai,...,a,) juurikunta.
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Vaihe 2. Todistetaan, ettd kaikille u € K(rq,...,r,) on olemassa poly-
nomiesitys kiyttden alkioita r,...,r, ja kertoimina kunnan K alkiota.

Olkoon V € K(ry,...,r,) Galoisresolventti (Méadritelmé 3.26). Koska
ri,...,r, ovat esitettivissdd, murtolausekkeina Galoisresolventin V' avulla,
on myds u esitettivissi sen avulla, joten u € K (V). Koska V' voidaan esittaa
polynomilausekkeilla kiayttden alkioita ry,...,r, eli

(3.32) Vi=f(ry,....m),

niin voidaan kohdan 1 ja lemman 3.34 nojalla 16ytd4 polynomi ¢(x), jonka
kertoimet ovat kunnassa K ja jolle

u=q(V).
Nyt sijoitetaan tulos (3.32) edelld olevaan kaavaan niin saadaan

u=q(f(ry,...,mn))

ja tdmé on polynomiesitys kiyttden alkioita rq,...,r, ja kertoimina kunnan
K alkiota, koska f ja q ovat polynomeja. O]

Lemma 3.33. Olkoot f(zx) ja g(x) polynomeja, joiden kertoimet ovat kun-
nassa K ja lisiksi olkoon f(x) jaoton kunnassa K. Jos polynomeilla f(x) ja
g(x) on yhteinen juuri jossakin kunnan K laajennoksessa L, niin f(x) jakaa
polynomin g(x).

Todistus. Jos f(x) ei jaa polynomia g(z), niin syt(f(x),g(x)) = 1 ja néin
ollen on olemassa polynomit p(x) ja ¢(x), joiden kertoimet ovat kunnassa K,
siten, etta

f(x)p(x) + g(x)q(zx) = 1.

Kun sijoitetaan muuttujan z paikalle polynomien f(x) ja g(z) yhteinen juuri
u, saadaan
fw)p(u) + g(u)g(u) =1 kunnassa L,

mutta koska f(u) = g(u) = 0 antaa ylla oleva kaava 0 = 1 kunnassa L ja
tama ristiriita osoittaa, ettd f(z) jakaa polynomin g(x). ]

Lemma 3.34. Olkoon f(x) jaoton d. asteen polynomi kunnassa K ja olkoon
kunta L kunnan K laajennos. Jos polynomin f(x) juuri w € L, niin kaikki
kunnan K(u) alkiot voidaan esittid yksikdsitteisesti muodossa

d—1

ap + aju + au® + -+ ag_utt missia; € K.
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Todistus. Olkoon g(u)/h(u) mielivaltainen kunnan K (u) alkio. Koska h(u) #
0, polynomi h(x) ei ole jaettavissa polynomilla f(x) joka on jaoton, joten
polynomi h(x) ei vuorostaaan jaa polynomia f(x). Koska néin ollen poly-
nomien f(z) ja g(x) suurin yhteinen tekiji on 1, on olemassa polynomit p(x)
ja q(x), joiden kertoimet ovat kunnassa K siten, ettd

g9(@)p(x) + f(2)q(x) = L.
Kun sijoitetaan muuttujan x paikalle u ja muistamalla, ettd f(u) = 0 saadaan
g(u)p(u) =1 kunnassa L.

Tésté seuraa, ettd g(u)/h(u) voidaan kirjoittaa murtolausekkeen sijasta poly-
nomina alkion u avulla.

% = g(u)p(u) kunnassa L.
Nyt olkoon r(x) jakojaénnos kun polynomi f(z) jakaa polynomin g(z)p(x)
joten,
g(x)p(x) = f(x)s(x) +r(x) degr(z) <d-—1.
Koska f(u) = 0 saadaan

g(w)p(u) =r(u) kunnassa L,

ja koska polynomin r(z) kertoimet ovat kunnassa K ja sen aste on enintiin
d—1, olemme saaneet mielivaltaisen kunnan K (u) alkion g(u)/h(u) esitettyi
polynomina
ap 4+ ayu + - + ag_ut?
missi a; € K.
Osoittaaksemme polynomiesityksen yksikésitteisyyden oletetaan, etta

1 1

ag + a1t + -+ ag_ 8t = by + byu 4 -+ bg_xt

kerdadamalla kaikki termit vasemmalle puolelle puolelle huomataan, ettd u on
polynomin v(z) juuri kun

v(x) = (ag — bo) + (a1 — b))z + -+ + (ag_1 — bg_y)x®!

Koska polynomeilla f(x) ja v(x) on yhteinen juuri ja f(z) on jaoton kunnassa
K lemman 3.33 nojalla f(z) jakaa polynomin v(z), mutta koska degv(x) <
deg f(x) tdmé on mahdollista vain, jos v(x) = 0, joten

ao—bozal—bl:"':&d_1—bd_120.
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Galoisresolventin V' minimipolynomilla on monta hyodyllistd ominaisuut-
ta, jotka osoitamme seuraavaksi.

Korollaari 3.35. Olkoon V jokin polynomiyhtilon f(x) = 0 Galoisresolvent-
ti kunnan K suhteen, ja olkoon Vi, ..., Vy, sen minimipolynomin (kunnassa
K ) juuret. Nyt

K(r,...,m) = K(V)=K(W,...,V).

Todistus. Koska ry,...,r, saadaan Galoisresolventin méaéritelmén mukaan
esitettyd murtolausekkeilla kdyttden resolventtii V' niin seuraa

K(ry,...,rn) C K(V).

Toisaalta edeltidvin lauseen nojalla minimipolynomin juuret Vi,...,V,, ovat
kunnassa K(rq,...,m,), joten

KWVi,...,Vy) CK(r,...,m0).
Koska V' on yksi juurista Vi, ..., V,,, niin
K(WV)C K(Vi,...,Vp).
Nama relaatiot toteutuvat vain kun

K(ry,....r0) = K(V) = K(Vi,...,V,).

]
Lause 3.36. Olkoon V' polynomiyhtdlon f(x) = 0 Galoisresolventti kunnan
K suhteen ja Vi,...,Vy sen minimipolynomin juuret. Lisdiksi olkoot q;(x)
murtolausekkeita siten, ettd alkiot q;(V)) = r; ovat polynomiyhtilon f(x) =0
JuuTiaG 1, ..., T, kun i = 1,...,n. Tdalloin kaikille i = 1,...,n ja kaikille
J=1,...,M alkiot ¢;(V;) ovat polynomiyhtilon f(z) = 0 juuria. Lisdksi
mille tahansa j = 1,...,m juuret ¢1(V;),...,q.(V;) ovat erillisid siten, ettd

{a Vi), s an(Vi)} = {r, o}
Todistus. Voidaan valita V' = 1} joten ¢;(Vi) = r kun i = 1,...n ja
néin ollen f(g;(V1)) = 0. Nyt sovelletaan lemmaa 3.38 murtolausekkeeseen

f(q:(V1)) ja saadaan

f(@(V;)=0 kunj=1,...m.
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Samalla huomataan, ettd ¢;(V;) on médritelty kaikilla ¢ = 1,...
1,...m.
Liséksi, jos joillekin 7,k = 1...n ja jollekin 7 = 1,...m pétee

S
<.
I

q@(vy) = Qk(Vj)7

niin V; on murtolausekkeen ¢;(x) — gx(z) juuri, josta taas lemman 3.38 avulla
saadaan

(V1) = q(V1).

Taméi osoittaa, ettd r; = ry, joten ¢ = k silla juuret r{,...,7, on oletettu
erillisiksi. O]

Korollaari 3.37. Olkoon V' polynomiyhtilon f(z) = 0 Galoisresolventti ja
7(x) sen minimipolynomi, molemmat kunnan K suhteen. Ndin ollen minipoly-
nomin () aste

degm(z) = |Gx(f)].
Todistus. Edellinen lause osoitti, etta kaikille j = 1,...,m kuvaukset
i ri=q¢V)—q(V;) kuni=1,...,n

ovat juurten ry, ..., r, permutaatioita, ja selvisti nidhdain, ettd ne muodosta-

vat permutaatioryvhmén. Nyt osoitetaan, ettd {o1,...,0,} = G (f).
Laajennetaan permutaatio o € {oy,...,0,} kunnan K(ry,...,r,) auto-

morfismiksi, joka kuvaa kunnan K alkiot itselleen, maarittelemalla

o(q(ry,...,mn)) =q(o(r1),...,0(r))

kaikille murtolausekkeille q(z1, ..., x,), joille ¢(r1,...,r,) on midritelty.
Koska o on selvisti bijektio kunnassa K(ry,...,7,), niin se on helppo
todeta automorfismiksi mairitelman nojalla, silla

q(U(T‘1>, s 7U(T7b)) + S(U<r1>> s 70_(Tn)> = (q + S)(U<T1)7 s 70—(Tn))
ja
q(a(r1),...,0(rn)) - s(a(rr),...,o(r,)) = (gs)(o(r1),...,0(rm)).

Nyt pitdd osoittaa, ettei alkio o(q(rq,...,r,)) riipu siitd murtolausek-
keesta ¢, joka sen esittdmiseen on valittu, vaan ainostaan sen arvosta.
Oletetaan siis

q(r1y ..oy rn) = 8(r1, .., T)

27



joillekin murtolausekkeille, joissa on n muuttujaa zq,...,x,, ja joiden ker-
toimet 10ytyvat kunnasta K. Murtolauseke ¢ — s = 0 kun x; = r; ja i =
1,...,n. Lemma 3.39 osoittaa, ettd kaikille o € {oy,...,0,,} pitee

(g—3s)(o(r1),...,o(rn)=(q—3s)(r1,...,m7n) =0

joten
q(o(r1),...,o(rn)) = s(a(ry),...,a(ry)).

Téstd seuraa, ettd murtolauseke ¢(o(rq),...,0(r,)) riippuu vain alkiosta
q(o(r1),...,o(rm)) € K(ry,...,r,), eikd sen esittdmiseen valitusta murto-
lausekkeesta. Néin ollen, jos murtolauseke ¢(rq,...,r,) esittdd kunnan K
alkiota, niin o kuvaa sen itselleen, silld se on laajennos juurten ry,...,7,
permutaatiosta o.

Nyt siis {01, ...,0m} = Gk (f) joten

degm =m = |{o1,...0m} = |Gk (f)|
[l

Lemma 3.38. Olkoon q(z) yhden muuttujan rationaalilauseke, jonka ker-
toimet loytyvdit kunnasta K ja olkoon V' jonkin jaottoman polynomin f(x),
jonka kertoimet myés ovat kunnassa K, juuri. Jos q(V)) = 0 niin ¢(W) =0
kaikille polynomin f(x) juurille W.

Todistus. Olkoon q(x) = g(x)/h(zx) joillekin polynomeille g(x) ja h(x), joiden
kertoimet ovat kunnassa K siten, ettd h(V) # 0 ja g(V) = 0. Lemman 3.33
nojalla jalkimmaisestd yhtalosta seuraa, ettd f(z) on polynomin g(z) tekiji,
joten g(W) = 0. Jos h(W) = 0 jollain juurella W, niin sama péaéttely johtaisi
sithen, ettd h(V) = 0, joka olisi ristiriidassa polynomin h(x) médritelmén
kanssa. Joten g(W) =0 ja h(W) # 0 joten q(W) = 0. O

Lemma 3.39. Olkoon {o1,...0,} ryhma permutaatioita kuten korollaarin
3.87 todistuksessa ja olkoon q(x1, ..., x,) murtolauseke, jossa on n muuttujaa
ja jonka kertoimet ovat kunnassa K. Tdlloin

q(ri,...,rn) € K

jos ja vain jos
q(a(r1),...o(rn)) =q(r1,...,m0)
kaikille o € {o1,...0m}.
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Todistus. Korvataan alkiot rq,...,r, niiden murtolauseke-esityksilla r; =
a(V),....,rn = ¢.(V) kiyttden Galoisresolventtia V' ja murtolausekkeita
¢1(2), ..., qu(x), joiden kertoimet ovat kunnassa K joten saadaan

q(r,...,rn) = s(V)
missd s(z) on murtolauseke,
s(x) = qlq(x), ... qu(2)),
jonka kertoimet ovat kunnassa K. Jos q(r1,...,r,) € K niin
s(z) —q(ry,...,mn)

on murtolauseke, jonka kertoimet 16ytyvit kunnasta K. Koska se saa arvon
0, kun x = V, niin lemman 3.38 nojalla,

s(x) —q(ry,...,r) =0 kunx =V, ..., V,
ja ndin ollen
s(V;) =q(s1(Vj), ..., sn(V5) = q(r1,...om) kunj=1,...,m.

Kaytetadn edelliseen yhtaloon korollaarin 3.37 todistuksen alussa esiteltyd
permutaatiota o; ja saadaan

q(o;(r1),...,05(rn)) = q(r1,...,mn), kunj=1,....m.
Vastaavasti, jos edellinen yhtdlo pitdé paikkansa, niin silloin

qri,...,rn) =s(V;), kunj=1,...,m

jolloin

1
(3.40) q(ri,...,rp) = E(s(%)%—---—i—s(‘%)).
Koska murtolauseke s(zq) + -+ + s(x,,) on selvisti symmetrinen muuttu-
jien xq, ..., x,, permutaatioiden suhteen, niin se voidaan esittdd murtolausek-
keena kiyttden symmetrisia alkeispolynomeja sq, ..., s,,. Kun sijoitetaan muut-
tujien z1, ..., x, paikalle polynomin 7(x) juuret Vi, ..., V,,, niin huomataan,

ettd yhtalon (3.40) oikea puoli voidaan muodostaa polynomin 7 kertoimista,
jotka kuuluvat kuntaan K, eli

q(ry,...,m) € K.
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Luku 4

Ratkeavuusehdon olemassaolo

Aloitetaan todistamalla, ettd meilla on keino vastata tdhdn matemaatikkoja
pitkdédn askarruttaneeseen ongelmaan.

Lause 4.1. Olkoon f(x) polynomi, jonka kertoimet ovat ddrettomdssa kun-
nassa K = Q ja polynomilla f(x) vain yksdisjuuria. Polynomiyhtdlé f(x) =0
on juurilausekkeilla ratkeava kunnassa K, jos ja vain jos sen Galoisryhmd
Gi(f) on ratkeava.

Huomautus 4.2. Rajoittuminen polynomeihin, joilla on vain ykséisjuuria ei
ole ongelma, silld voidaan osoittaa (Lause 4.21), ettd kunnassa K jaottomilla
polynomeilla on vain yksoéisjuuria ja jaolliset polynomit saadaan pilkottua
jaottomien polynomien tuloksi.

Todistus. Aloitetaan osoittamalla induktiolla yli Galoisryhméin Gk (f) mah-
tavuuden, ettd, jos yhtdlo f(z) = 0 on juurilausekkeilla ratkeava kunnas-
sa K, niin Gg(f) on ratkeava. Jos |Gk(f)| = 1 niin Gg(f) = {Id}, joka
on triviaalisti ratkeava. Nyt voimme olettaa induktio-oletuksena, ettd niiden
juurilausekkeilla ratkeavien yhtaloiden, joiden Galoisryhmét ovat pienempié
kuin polynomiyhtélon f(z) = 0, Galoisryhmét ovat myos ratkeavia. Olkoon
kunnan K juurilaajennos R, joka siséltdd kaikki yhtdlon f(x) = 0 juuret.
Nyt kaikki yhtdlon f(x) = 0 juuret ovat kunnassa R, joten Ggr(f) = {Id}.
On siis olemassa Kunnan K juurilaajennos L, jolle

[GLN] <Gk ()]

Seuraavaksi etsitddn pienin alkuluku p, jolle p. juuren ottaminen pienentéii
yhtélon f(z) = 0 Galoisryhméd. Tarkemmin, olkoon p pienin alkuluku, jolle
on olemassa kunnan K juurilaajennos M, jolle pétee

Gu(f) = Gk(f)
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ja
|G rraarmy () < |G (f)]
jollekin a € M, jolle a # bP kaikilla b € M.
Lauseen 3.13 nojalla on olemassa kunnan M juurilaajennos, joka sisaltia
p. alkeisykkosenjuuren. Lauseen 3.13 todistuksesta huomataan, ettd on ole-
massa sellainen laajennos R/, joka saadaan kunnasta M ottamalla ¢. juuri
alkuluvuille ¢ < p. Siksi tavasta jolla alkuluku p on méaaritelty saadaan

Gr(f) =Gu(f)=Gk(f)
Nyt lauseen 3.25 nojalla

Gri@m)(f) C Grrrrm (f),

joten

|G R ()| < |Gr(f)-

Koska R’ sisiltdd p. alkeisykkosenjuuren, G'pi(,1/p)(f) on korollaarin 4.7 no-
jalla Galoisryhmin G/ (f) = Gg(f) normaali aliryhmé jonka indeksi Galois-
ryhmiéssid Gr (f) = Gk (f) on p. Koska f(z) = 0 on juurilausekkeilla ratkea-
va kunnassa K, se on vastaavasti juurilausekkeilla ratkeava my6s kunnassa
R'(a'/?). Niin ollen voimme induktio-oletuksen nojalla rakentaa aliryhmien
ketjun

GRl(al/p)(f) OG:D...DG = {[d}

siten, ettd jokainen aliryhmé on edeltdjansd normaali ja niiden indeksi edel-
tdjassdan on alkuluku. Saadaan siis rakennettua ketju

GK<f) D) GR/(al/p)(f) DG D...DG = {]d},

joka osoittaa, ettd G (f) on ratkeava.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Galoisryhmén G (f) ratkeavuudesta seuraa
yhtdlon f(x) = 0 ratkeavuus juurilausekkein. Tamé tehdaan jélleen indukti-
olla yli Galoisryhmén |Gk (f)| mahtavuuden.

Jos |Gk (f)] = 1, niin ainoa siihen kuuluva permutaatio on identiteettiku-
vaus, ndin ollen kaikki yhtdlon f(z) = 0 juuret kuuluvat kuntaan K, joka on
itsensd O-asteinen juurilaajennos.

Voidaan siis olettaa induktio-oletuksena, ettd yhtélot, joiden Galoisryh-
mét ovat ratkeavia ja pienempid kuin Gk (f), ovat ratkaistavissa juurilausekkein.
Koska Gg(f) on ratkeava, 16ytyy sille normaali aliryhmd N, jolle
(Gk(f) : N) = p, missd p on alkuluku. Lauseen 3.13 nojalla on olemassa
sellainen juurilaajennos R, joka sisdltda kaikki p. ykkdsenjuuret. Jos

\Gr(f)] < |Gk (f)]
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voidaan turvautua induktiohypoteesiin, silli lauseen 4.3 nojalla Gg(f) on
ratkeava ryhmé. Yhtélo f(z) = 0 on siis juurilausekkeilla ratkeava kunnassa
R ja néin ollen on olemassa sen juurilaajennos R, joka siséltaa kaikki yht&lon
f(x) = 0 juuret. Koska R’ on my6s kunnan K juurilaajennos on todistus talta
osin valmis. Jos taas

Gr(f) = Gk(f)

joudutaan turvautumaan lemmaan 4.16, jonka mukaan on olemassa juurilaa-
jennos R’ siten, ettd Gr/(f) on edelld esitetty N. Nyt saadaan

|Gre ()] < |Gr(f)],

josta viemme todistuksen loppuun induktiohypoteesilla samoin kuin edella.
O

Lause 4.3. Ratkeavan ryhmdn G aliryhmd H on ratkeava.

Todistus. Olkoon ketju (G;)1<i<, ryhméin G ratkeava ketju (ks. médritelmé
2.10) ja olkoon H; = G; N H kaikille : € {1,...,n}. Nyt H, = H ja H, = e.
Lisdksi H; on H,;y; normaali aliryhmé kaikilla i € {1,...,n — 1}, silli jos
x € H;q niin,

rHix ™' = (zHa YNHC (2Giz )N H C G; N H = H;.

Olkoon f; luonnollisen surjektion G;11 — G;11/G; rajoittuma ryhméén H, .
Silloin z kuuluu kuvauksen f; ytimeen jos ja vain jos

IEHl’+1ﬂGi:HmGi+1mGiIH¢.

Néin ollen lemman 4.4 nojalla ryhmé H, ,/H; on isomorfinen ryhmén G, /G;
aliryhmén kanssa, joten H,,/H; on vaihdannainen ja siten on osoitettu etté
(H;)1<i<n on ryhmén H ratkeava ketju ja H néin ollen ratkeava. O

Lemma 4.4. Olkoon f epimorfismi, eli surjektiivinen homomorfismi, ryh-
mdaltd (H,®) ryhmdalle (H',®"). Kuvauksen f ydin K on ryhmdn H nor-
maali aliryhmd ja on olemassa vain yksi isomorfismi g : H/K — H', jolle
go vk = f. Epimorfismi f on isomorfismi jos ja vain jos K = {e}.

Todistus. Olkoon R kuvauksen f miarittdmi ekvivalenssirelaatio, ja olkoon
¢’ ryhmén H' neutraalialkio. Nyt siis zRe jos ja vain jos f(z) = f(e). Nyt siis
K on neutraalialkion e ekvivalenssiluokka. Koska R on yhteensopiva lasku-
toimituksen & kanssa, ja lisdksi koska K on ryhmén H normaali aliryhm&
niin R on aliryhmén K médrittdmén ekvivalenssirelaatio (/). Néin ollen
lemman 4.5 nojalla on olemassa yksiselitteinen isomorfismi g : H/K — H’,

jolle go i = f.
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Jos f on isomorfismi, niin K = {e}, silli f on injektio. Vastaavasti jos
K = {e} ja f(z) = f(y) niin z(K)y, koska R = (K), joten z ® y~! € K ja
niin ollen z ©y~! =eeli x = v. O]

Lemma 4.5. Jos f on surjektiivinen homomorfismi f : (E,®) — (F,®), ni-
in sen madrittelemd ekvivalenssirelaatio R on yhteensopiva laskutoimituksen
@ kanssa ja on olemassa isomorfismi g : (E/R,®r) — (F,®), jolle pitee
goyrx = f.

Todistus. Jos xRz’ ja yRy' niin f(x) = f(2') ja f(y) = f(y'). Néin ollen

fleoy) = (fz)o fy) = (f@)o fy) = f@'ey),

eli f(z ®y)Rf(2' ©vy'), joten R on yhteensopiva @:n kanssa. Lemman 4.6
nojalla on olemassa bijektio g : (E/R,®g) — (F,®), jolle pitee go px = f.
Lisdksi, koska kaikille x,y € E patee

9T OrY) =g(xDy) = flxdy) = f(2) © fy) = 9(T) © g(y)

ja ndin ollen g on isomorfismi. [

Lemma 4.6. Olkoon f : E — F surjektio. Olkoon relaatio R ekvivalenssire-
laatio joukossa E siten, etti kaikille x € E on ekvivalenssiluokka [z] = {y €
E: f(z) = f(y)}. On olemassa yksiselitteinen bijektio g : E/R — F jolle

patee
gop=1f.

Todistus. Koska R on ekvivalenssrelaatio [z] = [y] jos ja vain jos xRy ja
koska f on surjektio, niin kuvaus g : [z| — f(x) on selvésti hyvin méadritelty
bijektio joukosta E/R joukolle F'. Selvisti g o pgr = f ja g on ainoa funktio
joka toteuttaa annetun ehdon. O

Korollaari 4.7 on seurausta yleisemmisté tuloksista, lauseista 4.8 ja 4.13.
Se oli kuitenkin Galois’n alkuperéisessi kirjassa itsendisend lemmana lauseen
4.13 sijasta, luonnostellun todistuksen saattelemana, minkd vuoksi se esite-
tadn tassa niiden edella.

Korollaari 4.7. Olkoon L kunnan K ensimmdisen asteen juurilaajennos,
L = K(u) jossau? = a

jollekin alkuluvulle p ja jollekin a € K joka ei itse ole p. potenssi kunnassa K.
Jos K sisdltid p. alkeisykkésjuuren, niin Gr(f) on ryhmin G (f) normaali
aliryhmd ja indeksi (G (f) : Gr(f)) on joko 1 tai p.
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Todistus. Viite on korollaari lauseista 4.8 ja 4.13, joten sovelletaan niiden
tuloksia jaottomaan polynomiin

t(z) = 2P — a.

Koska kunta K sisaltda p. alkeisykkosenjuuren (, niin kun siihen lisdtdan w,
joka on yhtdlon ¢(z) = 0 juuri, on kuntaan itseasiassa lisdtty kaikki yhtélon
juuret, sillé loput niisté ovat muotoa Cu, (?u, ..., (P 'u. Niin ollen

L=K(u)=K(u,C Cu,u,..., " u)

Jasiksi G (f) on Galoisryhmén Gk (f) aliryhmaé ja lauseen 4.8 nojalla indeksi
(Gg(f) : Gr(f)) on joko 1 tai p ja lauseen 4.13 nojalla sen normaali
aliryhma. O]

Lauseiden 4.8 ja 4.13 todistuksissa kidytetdén apupolynomia g(x) ja sen
juuria ug, ..., u;. Olkoon polynomi g(z) jaoton kunnassa K ja sen asteluku
on t, joten silld on erilliset juuret uy, ..., u, eli joille u; # u; kun 7 # j. Nyt
tarkastellaan, mita polynomiyhtélon f(x) = 0 Galoisryhmille tapahtuu kun
ryhdytdan lisédmain kuntaan K, jossa molempien kertoimet ovat, polynomin
g(x) juuria.

Lause 4.8. Olkoon f(x) polynomi, jonka kertoimet ovat kunnassa K ja jonka
asteluku, on n ja jolla on n juurta ry,...,r,. Nyt

t=k(Gr(f) : Gru(f)) missi ke Ny,
missd t on edelld esitetyn apupolynomin g(z) asteluku.

Todistus. Olkoon V yhtélon f(x) = 0 Galoisresolventti, kunnan K suhteen.
Se on my6s yhtdlon Galoisresoventti kunnan K(u;) suhteen. Olkoon 6 sen
minimipolynomi kunnan K (u;) suhteen ja vastaavasti 7 kunnan K suhteen.
Nyt korollaarin 3.37 nojalla degm = |Gk(f)| ja degf = |Gk (u,)(f)] joten nyt
viite voidaan kirjoittaa muodossa

deg ()

=t ssa k€ Ny
deg&(m) missa kK € N4

Nyt lemman 3.33 nojalla tiedetdén, ettd mimipolynomi #(x) jakaa min-
imipolynomin 7(z). Olkoon

(4.9) m(x) = 0(x)\(z)
jollekin polynomille A(z), jonka kertoimet ovat kunnassa K (u;). Olkoon myds

0(x) = 2" + b_yx" ' + -+ bz + by.
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Koska bg,...,b,_1 € K(up), niin niille on polynomiesitys alkion w; avulla
lemman 3.34 nojalla, joten olkoon

bi:@-(ul) kunizl,...,r—l,

missé 0;(y) on jokin polynomi, jonka kertoimet ovat kunnassa K. Maéritetain
kahden muuttujan polynomi O(z,y), jonka kertoimet ovat kunnassa K seu-
raavasti

@(‘I7 y) =a" + HTfl(y)xril +oe 4+ el(y)x + eo(y)7

joten

O(x,uy) = 0(x).

Vastaavasti rakennetaan polynomille A(z) kahden muuttujan polynomi A(z, y),
jolle
Az, up) = Mx)

Nyt yhtélo (4.9) voidaan kirjoittaa
m(x) = O(z, up)A(x,uy),
josta saadaan lemman 4.12 avulla
m(x) = O(z,u)A(x,u;), kuni=1,...t.
tasta seuraa, etta

(4.10) m(x) = O(x,uy) -+ Oz, up) Az, up) - - Az, uy)

joka on yhden muuttujan polynomi, jonka kertoimet 16ytyvit kunnasta K (uq, . . .

Itse asiassa kaavassa (4.10) esiintyvin tulon kertoimet l6ytyvit kaikki
kunnasta K. Koska polynomi

O(z,y1) - O(x,y)

on selvisti symmetrinen muuttujien yy, ..., y; suhteen, joten voidaan se esit-
tdd polynomina kiyttiden muuttujina x sekd symmetrisid alkeispolynome-
ja muuttujille yq,...,y;. Siksi kun sijoitamme juuret uq,...,u; muuttujien
Y1, - ..,y paikalle niin saadaan polynomi, jonka kertoimet voidaan laskea
apupolynomin g(x) = 0 kertoimista ja jonka juuret ovat wg,...,u;. Koska
polynomin ¢(z) kertoimet ovat kunnassa K, niin sama pétee myds poly-
nomille

O(z,uy) -+ - O(x,uy),

kuten vaitimme.
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Yhtéalosta (4.10) nahdadn, ettd tdmé tulo jakaa polynomin 7(x)f. Koska
7(x) on jaoton kunnassa K, seuraa siis

(4.11) O(z,uy) - O(z,uy) = w(x)* kunk e {1,...,t}.

Kun verrataan yhtdlon puolten astelukuja niin saadaan tr = kdegn(z) ja

koska degf = r
kdeg m(x)

—o g,
deg0(x)

]

Lemma 4.12. Olkoon w(x) jaoton polynomi kunnassa K ja olkoon L kun-
nan K laajennos, joka sisdltdd kaikki polynomin m(x) juuret. Olkoot lisiksi
f(z,y),9(x,y) ja h(z,y) kahden muuttujan polynomeja, joiden kertoimet ovat
kunnassa K. Jos jollekin polynomin w(z) juurelle V € L pdtee

niin kaikille polynomin m(x) juurille W pdtee
f(@, W) = g(a, W)h(z, W).

Todistus. Jos pidetadn polynomeja f(x,y) ,g(z,y) ja h(z,y) yhden muuttu-
jan polynomeina joiden kertoimet ovat kunnassa K (y), niin voidaan kirjoit-
taa

f(@,y) — g(z,9)h(z,y) = c.(y)x" + - + co(y)

missid ¢.(y),...,co(y) ovat yhden muuttujan polynomeja, joiden kertoimet
ovat kunnassa K. Oletuksesta f(x,V) = g(x, V)h(z, V) seuraa, etti

(V)=0, kuni=1,...,r
joten lemman 3.38 mukaan
c(W)=0, kuni=1,...,r,

kaikille polynomin 7(z) juurille W, josta seuraa alkuperidinen viitteemme.
O

Galois korvasi lemmana toimineen korollaarin 4.7 myShemmaéssé késikir-
joituksessaan seuraavalla yleisemmalla tuloksella. Ilmeisesti kohtalokkaan kaksin-
taistelun aattona Galois kirjoitti lauseen kohdalle kommentin: ”Joku vield
16ytaa todistuksen”.
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Lause 4.13. Galoisryhmé G (u,,..u)(f) on Galoisryhmin G (f) normaali
aliryhmd, eli jos 0 € Gg(f) ja T € Gr(us,...u)(f) niin

coToo ! € GK(ul,...,ut)<f)'

Todistus. Olkoon V' polynomiyhtélén f(z) = 0 Galoisresolventti kunnan K
suhteen ja samalla myds kunnan K (uq, ..., u;) suhteen. Olkoon ¢(z) sen mi-
nimipolynomi kunnan K (us, ..., u,) suhteen ja vastaavasti 7(z) sen minimi-
polynomi kunnan K suhteen. Liséksi olkoot murtolausekkeet ¢;(x), . .., g, (z),
joiden kertoimet ovat kunnassa K siten, ettd

ri=q(V), kuni=1,...,n.
Nyt kaikki permutaatiot 7 € G (u,,. u,)(f) ovat muotoa
(4.14) 7:ri=q¢(V)—= ¢V, kuni=1,... n,
missd V' on polynomin ¢(z) juuri.
Maéritelmén 3.23 perusteella permutaatio o € Gg(f) voidaan laajentaa

kunnan K(rq,...,r,) automorfismiksi, joka kuvaa kunnan K alkiot itselleen.
Kun kiytdmme automorfismia o yhtalon

(V) =0
molempiin puoliin, saamme
w(o(V)) =0.

Néin ollen o(V) on polynomin 7(x) juuri, ja lauseen 3.36 nojalla jokainen
polynomin f(z) juuri r4,...,r, voidaan esittdd murtolausekkeena kiyttéden
alkiota o (V). Toisin sanoen myos o (V') on yhtélon f(z) = 0 Galoisresolventti
kunnassa K ja tietenkin samalla my6s kunnan K (uq, ..., u;) suhteen.

Tarkastellaan alkiota o(V') Galoisresolventtind kunnassa K(uq,...,us).

Kaavasta (4.14) seuraa, ettd
goroot: g(o(V)) = q(a(V)).

Osoittaaksemme, ettd coToo ! € K(uy,...,u;), riittia osoittaa, etti (V')
on yksi alkion ¢ (V') minimipolynomin (kunnassa K (us,...,u;)) juurista.

Olkoon W polynomin g(x) = 0 Galoisresolventti ja olkoot W7y, ..., Wy sen
minimipolynomin kunnan K suhteen juuret, joista W on yksi. Korollaarin
3.35 perusteella

K(ui, ... u) = K(W) = K(Wh,...,W,).
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Koska W voi olla miké tahansa juurista W7,..., Wy, niin saadaan
K(uy,...,u)) = K(W;), kaikillei=1,...,s.

Néin ollen kuntalaajennosta K(uq,...,u;) voidaan pitdd kunnan K laajen-
noksena, jossa siithen lisdtddn yksi olio Wj. Nyt toistaen lauseen 4.8 todis-
tuksessa kiytettyd menetelmidd muodostetaan sellainen kahden muuttujan
polynomi ®(z,y), jonka kertoimet ovat kunnassa K, siten ettd

p(z) = @z, Wh)

polynomin ¢(z) kertoimet ovat kunnassa K (uy, ..., u;). Jatkettaessa lauseen
4.8 todistuksen mukailua saadaan yhtélon (4.14) kaltainen yhtélo, tarkemmin
sanottuna

Oz, W) - - O(x, Wy) = 7(z)!

jollekin I € {1,...,s}. Koska (V) on polynomin 7(z) juuri, niin tésta

vhtdlosta huomataan, ettd (V) on my6s jonkin tekijan ®(x, Wy) juuri.
Osoittaaksemme, ettd ®(x, W) on alkion o(V') minimipolynomi kunnas-

sa K(uq,...,u), riittda osoittaa, ettd se on jaoton. Jos se hajoaa tekijoihin

O(x, W) = T'(z, Wi) Az, W)

missd ['(z, y) ja Az, y) ovat kahden muuttujan polynomeja, joiden kertoimet
ovat kunnassa K. Nyt lemman 4.12 nojalla

O(x, Wh) = T'(z, Wh)A(z, Wh).

O (x, W) on alkion o(V') minimipolynomi kunnassa K (uq, ..., us).

Nyt pitdd endd osoittaa, ettd o(V’) on polynomin ®(z, W) juuri, kuten
o(V), olettaen, ettd V' on polynomin ®(x, W;) juuri kuten V.

Korollaarin 3.35 nojalla K(rq,...,n,) = K(V), joten saadaan

(4.15) Vi =s(V)

jollekin murtolausekkeelle s(z), jonka kertoimet ovat kunnassa K. Lemman
3.34 perusteella voidaan valita s(z) siten, ettd se on polynomi, jonka ker-
toimet ovat kunnassa K. Koska ®(V’, W;) = 0, saadaan

®(s(V),W1) =0
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joten V on polynomin ®(z, W;) juuri. Lemman 3.33 nojalla polynomi ®(z, W7)
jakaa polynomin ®(s(x),W;). Olkoon

O(s(x), Wy) = &(x, W1) U (z, W)

jollekin polynomille W(x,y) jonka kertoimet ovat kunnassa K. Lemma 4.12
puolestaan osoittaa meille, ettd koska

O(s(x), W) = O(x, W)W (x, Wy)
ja koska o (V') on polynomin ®(x, Wy) juuri, niin silloin
O(s(a(V)), Wy) =0.

Nyt kun vield kiytetddn kuvausta o yhtélon (4.15) molempiin puoliin, niin
saadaan
o(V') = s(a(V)),

josta ndemme, ettd o (V') on polynomin ®(z, W}) juuri, mika pitikin osoittaa.
[

Lemma 4.16. Olkoon N Galoisryhmdn Gk (f) aliryhmd siten, ettd (Gx(f) :
N) = p missi p on alkuluku. Jos K sisdltdd p. alkeisykkésenjuuren, niin on
olemassa kunnan K juurilaajennos L C K(ry,...,m,), joka on muotoa

L= K(a'?)
jollekin a € K siten, ettd
Gr(f)=N.

Todistus. Aloitetaan ottamalla permutaatio o € G (f), joka ei kuulu aliryh-
main N. Sitten edetddn useammassa vaiheessa.

Vaihe 1 Olkoon x € K(ry....,r,) siten, ettd v(z) = x kaikilla v € N.
Viitetddn etta:

e Jos o(z) =z, niin z € K.
e Jos o(x) # x, ja jos T € Gi(f) siten, ettd 7(x) = z, niin 7 € N.

Olkoon X C Gk(f) niiden permutaatioiden joukko, joiden suhteen x on
invariantti, eli

X = {r € Gu(f)lr(x) = 2.

Joukko X muodostaa selvisti ryhmaén, jolle oletuksen nojalla

Gk(f) DX DN
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ja koska oletuksen nojalla (Gk(f) : N) = p, saadaan lemman 4.17 nojalla
X=N tai X =Gg(f)

Jos o(z) = x, niin 0 € X joten X # N koska o0 ¢ N. Nyt siis X = Gg(f),
joten médritelmin 3.23 mukaan r € K.

Jos o(x) # x, niin 0 ¢ X joten X # Gg(f) ja néin ollen X = N eli
kaikki permutaatiot, joiden suhteen x on invariantti, kuuluvat joukkoon N.

Vaihe 2 On olemassa kunnan K (ry,...,r,) jisen v, joka on invariantti
kaikissa permutaatioissa p € N, muttei kuulu kuntaan K.

Olkoon p(z1, ..., x,) polynomi, jonka kertoimet ovat kunnassa K ja jolla
on seuraava ominaisuus: ne n! kunnan K (ry,...,r,) jdsentd, jotka saadaan
sijoittamalla 7, . .., r, kaikilla mahdollisilla tavoilla polynomin p(xy, ..., x,)
muuttujien paikoille, ovat keskenéén erillisid. Olkoon V' = p(ry,...,r,). Huo-
mataan ettd V on Galoisresolventti (mééritelmd 3.26) polynomiyhtéldlle
f(z) = 0 kunnan K suhteen, joten sen minipolynomin aste on korollaarin
3.37 mukaan yhtisuuri kuin Galoisryhméin G (f) mahtavuus. Katsotaan
polynomia

[[—p(v)).

pEN
Tamén polynomin kertoimet ovat selvisti invariantteja permutaatiojoukossa
N. Jos ne olisivat kaikki kunnassa K, niin V' olisi |N|-asteisen polynomin
juuri kunnassa K. Téma on mahdotonta, silli minimipolynomi alkiolle V' on
korkeampaa astetta kuin |N|. Néin ollen silla taytyy olla ainakin yksi kerroin,
joka on invariantti permutaatiojoukossa N mutta joka ei kuuluu kuntaan K.
Téama kerroin voidaan valita edelld esitellyksi kunnan K (rq,...,r,) jiseneksi
v.

Jokaiselle p. ykkosenjuurelle w € F' méadritelliin Lagrangen-resolventti

tw)=v+wo(v)+---+ wp_lUp_l(v)‘
Vaihe § Osoitetaan, etté o(t(w)) = w™'t(w) ja p(t(w)) = t(w) kaikilla
pEN.

Koska ykkosenjuuren w potenssit ovat kunnassa K ja siten madritelméin
3.23 perusteella invariantteja kaikissa o € Gk (f), joten

o(t(w)) = o(v) + wo() + - + WP to? (v)
joka voidaan esittdd myos

o(tw)) = w P (v) +wo(v) + - +wl o (v),
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ja
p(t(w)) = p(v) +wpo(v) -+ W pa? " (v),
kaikille p € N.
Lauseen 4.18 nojalla o € N joten oP(v) = v josta seuraa suoraan
o(tw)) = wt(w).
Toisaalta, koska N on Galoisryhmén G (f) normaali aliryhmé, saadaan
c'opoc' € N kaikille p € N ja kaikillei =0,...,p—1
josta saadaan
c"opod'(v)=v kaikille p € N ja kaikillei =0,...,p— 1.
Nyt kiytetdin permutaatiota of yhtilén molempiin puoliin, niin saadaan
poc'(v)=c'(v) kaikille p € N ja kaikillei =0,...,p—1
joten
p(t(w)) =t(w) kaikille p € N.

Vaihe 4 Kaikille p. ykkosenjuurille w pétee t(w)? € K ja on p. ykkosen-
juuri w # 1 siten, etté t(w) # 0.

Vaiheesta 3 seuraa, ettd ¢(w)P on invariantti permutaation o suhteen ja
kaikkien joukkoon N kuuluvien permutaatioiden suhteen. Vaiheessa 1 os-
oitettiin, ettd tilléin ¢(w)? kuuluu kuntaan K.

Jos oletetaan, ettd t(w) = 0 kaikille p. ykkdsenjuurille w # 1 niin La-
grangen kaavasta

saadaan

ja tasta yhtdlostd huomataan, vaiheen 3 nojalla, ettd v on invariantti permu-
taation o suhteen. Koska se on invariantti myos joukon N permutaatioiden
suhteen, seuraa, vaiheen 1 nojalla, ettd v kuuluu kuntaan K, mika on ristiri-
ita, silld v valitiin kunnan K ulkopuolelta vaiheessa 2.

Nyt siis olkoon w p. ykk6senjuuri siten, ettd w # 1 ja t(w) # 0, ja olkoon

L = K(t(w)).
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Vaihe 4 ja lause 2.5 osoittavat, ettd L on kunnan K juurilaajennos, muotoa
K(a'/?). Nyt alkuperiiisen vilitteen todistamiseksi tarvitsee enii osoittaa,

Vaihe 5 Osoitetaan, ettd GL(f) = N. Koska t(w) # 0 ja w # 1, vaihe 3
osoittaa, ettei t(w) ole invariantti permutaatiossa o. Niin ollen L # K, joten
se on ensimmaisen asteen juurilaajennos kunnasta /. Korollaarin 4.7 nojalla

Dl _ = 6wl = 1.

GL(S)]

Liséiksi, koska o(t(w)) # t(w), vaihe 1 osoittaa, etté jokainen permutaatio
Galoisryhméssé G (f), jonka suhteen t(w) on invariantti, kuuluu ryhméén
N. Koska t(w) € L, Galoisryhmén G (f) permutaatiot jattavit alkion ¢(w)
invariantiksi, joten

Gr(f) € N.

Koska N ja L ovat saman kokoisia, saadaan etta
Gi(f)=N.
O

Lemma 4.17. Olkoon G1 D G5 D Gz ketju aliryhmid. Jos G1 on ddrellinen
nun
(Gl . Gg) = (G1 . GQ)(GQ . Gg)

Erityisesti , jos (G1 : G3) = p, missd p on alkuluku, niin joko G1 = Go tai
GQ - Gg.

Todistus. Viite seuraa suoraan laskusta

Gh| _ [Gh] |Gy
Gs|  |Ga| |Gs|

]

Lause 4.18. Olkoon N dadrellisen ryhmdn G normaali aliryhmd siten, ettd
|G|/|N| = p, missi p on alkuluku. Jos o € G mutta o ¢ N, niin o € N.

Todistus. Tarkastellaan sivuluokkia
N,oN,...,0PN,

joita on p + 1 kappaletta. Koska jokaisen sivuluokan koko on |N| ja koska
(p+1)-|N| > |G, taytyy 10ytyéd kokonaisluvut m ja n, joille 0 <m <n <p
ja

o™ N =o"N.
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Lemman 4.19 nojalla saadaan
o" ™ e N.

Tarkastellaan pieninti kokonaislukua & > 0 jolle 0¥ € N. Edell3 on osoitet-
tu, etti sille 1oytyy ylaraja £ < p. Nyt riittdd osoittaa, ettd k > p. Taméa
tehdddn osoittamalla, ettd kaikki aliryhmén N sivuluokat ryhméssid G ovat

jokin seuraavista:
N,oN,...,o"IN.

Téstd nidhdédin, ettd |G|/|IN| = p < k. Olkoon H = {o'i € Z}. Taméi
on selvidsti ryhmén G aliryhmé ja koska o ¢ N, seuraa, ettd H - N # N.
Lemmasta 4.20 seuraa, ettd H-N = G ja etté jokainen ryhmén N sivuluokka
on muotoa o' N jollekin i € Z. Euklideen jakoalgoritmilli saadaan i = kq +r
joillekin kokonaisluvuille ¢ ja 7, missa 0 < r < k. Nyt siis

o= (") e N,
Téastd taas lemman 4.19 avulla saadaan
o'N = ¢"N,
josta vaitteemme seuraa, silla r oli valilla 0,... k — 1. O]
Lemma 4.19. 0 H = 7H jos ja vain jos o't € H.
Todistus. Jos oH = T7H, niin 7-1 € oH, joten 7 = 0§ jollekin £ € H ja
o lr=¢€ H
Toisaalta, jos c~'7 € H niin yhtilo
cé=1((c7'r)) kunéc H

osoittaa, ettd o H C 7H ja vastaavasti yhtalo

€ =0((c7'7)€) kunéc H
osoittaa, ettd 7TH C oH. O

Lemma 4.20. Olkoon ryhmdit H ja N ryhmdn G aliryhmid, ja mddritellddn
ryhmdn G osajoukko H - N seuraavasti:

H-N={&w|{ € HveN}.

Jos N on ryhmdn G normaali aliryhmd, niin H - N aliryhmd ryhmdlle G ja
H NN on normaali aliryhmd ryhmdlle H. Jos lisiksi |G|/|N| = p, missdi p
on alkuluku, ja G on ddrellinen niin joko H - N = N tat H- N = G.

Jos H-N =N, nisn HC N, joten HNN = H.

Jos H-N = G, nuin kaikki ryhmdan N sivuluokat ryhmdassd G ovat muotoa

EN jollekin £ € H.
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Todistus. Leikkauksen H N N normaalius ryhméan H aliryhméné seuraa suo-
raan siitd, ettd N on sen normaali aliryhmé&. Samoin voidaan helposti tarkis-
taa, ettd H - N on aliryhmi ryhmaille G:

Sen neutraalialkio 1 kuuluu molempiin ryhmiin H ja N, joten niiden tulo
1-1=1€ H-N.

Ryhm& H - N on suljettu laskutoimituksensa suhteen, koska alkioille
£1,& € H ja vy, v € N pitee

(&) (&ove) = (&1&) (&5 T i&)m),

missi (&, '11&) € N, silli N oon ryhmiéin G normaali aliryhmi.
Lopuksi tarkistetaan, ettd H - N sisiltdd kaikille alkioilleen vasta-alkiot.
Nyt mielivaltaisille alkioille ¢ € H ja v € N,

(@) =g e ) eN.
Ollaan siis saatu ketju aliryhmia
GDOH-NDN.

Jos |G|/|N| = p niin lemman 4.17 nojalla joko H - N = N tai H - N =
G. Ensimméisessd tapauksessa H C N, sillda H sisdltyy ryhmadn H - N.
Jalkimmaisessi tapauksessa voidaan 10ytaé jokaiselle alkiolle o € G, sellaiset
alkiot £ € H jav € N, etta

o=¢v.
Nyt lemman 4.19 avulla saadaan
oN =&N,
eli kaikki ryhmén N sivuluokat ovat haluttua muotoa. O

Nyt lopuksi palataan huomautuksessa 4.2 mainittuun viitteeseen, ettei
jaottomilla polynomeilla ole kuin yksoisjuuria.

Lause 4.21. Jos polynomi f(x) on jaoton kunnassa K = Q , niin sen juuret
kaikissa kunnan K kuntalaajennoksissa L ovat yksoisjuuria.

Todistus. Koska f(z) on jaoton ja Of(x) sen derivaatta (muutujan x suh-
teen). Koska f(x) on jaoton ja O f(x) matalampaa astetta, niin syt(f(z),df(z)) =
1, joten f(x) on lemman 4.22 tarkoittama f,(z), jolla on vain ykso6isju-
uria. O]
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Lemma 4.22. Olkoon L kunnan K mielivaltainen kuntalaajennos. Polyno-

mi fs(x) mddritellidn seuraavasti fs(x) = Lx; missd g(x) on polynomin
g(x

f(z) ja sen derivaatan Of(x) suurin yhteinen tekija. Polynomin fs(x) juu-

ret kunnassa K ovat samat kuin polynomin f(x) ja kaikki polynomin fs(z)

Juuret ovat ykséisjuuria.

Todistus. Koska fs(x) on polynomin f(x) tekiji, niin selvisti kaikki sen juu-
ret ovat my6s polynomin f(z) juuria. Olkoon a € K jokin polynomin f(x)
juurista. Sanotaan etti juuri a on polynomin f(x) m-kertainen juuri, kun m
on suurin kokonaisluku, jolle (z — @)™ jakaa polynomin f(z). Lemman 4.23
nojalla tiedetéén, ettd (z — a)™ ! on korkein binomin (x — a) potenssi, joka
jakaa polynomit 0f(z) ja f(x). Néin ollen se on my6s korkein binomin (x —a)
potenssi, joka jakaa polynomin g(z). Nyt siis (x — a) jakaa polynomin f(z),
mutta (r — a)? ei niin tee, joten a on polynomin f,(x) yksdisjuuri. O

Lemma 4.23. Olkoon K = Q. Olkoon f(x) polynomi, jonka kertoimet ovat
kunnassa K siten, ettd f(x) # 0 kaikilla © € K ja a ¢ K sen juuri. Olkoon
m suurin kokonaisluku, jolle (x — a)™ jakaa polynomin f(x). Nyt m — 1
on korkein binomin (x — a) potenssi, joka jakaa polynomin f(x) derivaatan

Todistus. Koska (x — a)™ jakaa polynomin f(x), voidaan se kirjoittaa muo-
toon f(z) = (x — a)™g(x), missd g(x) on polynomi jonka kertoimet ovat
kunnassa K, joka ei ole jaollinen binomilla (z — a). Nyt derivointikaavoilla
saadaan

0f (x) = (z —a)"H(m - g(z) + (z — a)0y(x)),
nyt koska kunta K = @, niin ei ole kokonaislukua m # 0, jolle m - g(z) = 0.
Nyt, koska binomi (z — a) ei jaa polynomia g(z), huomataan, ettd m — 1 on
korkein binomin (z — a) potenssi, joka jakaa derivaatan 0f(z). ]

Kun Galois ja Abel sekd muut 1800-luvun alun matemaatikot paini-
vat ratkeavuuden kanssa, ei heilld ollut tyckaluna nykyiseen tapaan hyvin
méariteltyja reaalilukuja, vaan heille peruskuntana K toimi rationaaliluku-
jen kunta. Onneksi ei tarvitse kuitenkaan todistaa kaikkea tatd uudestaan
esimerkiksi reaali- ja imagindariluvuille, silld seuraavan lauseen nojalla, jos
f(z) = 0 on juurilausekkeilla ratkeava kunnassa K, on yhtilo sitd myos sen
kuntalaajennoksessa L.

Lause 4.24. Olkoon f polynomi, jonka kertoimet ovat kunnassa K C C. Jos
f(z) = 0 on juurilausekkeilla ratkeava kunnassa K, niin se on juurilausek-
keilla ratkeava katkissa kunnissa L, jotka sisdltdvdt kunnan K.
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Todistus. Olkoon R kunnan K juurilaajennos, joka sisiltdd polynomiyhtdlon
f(z) = 0 juuren r. Osoitetaan, ettd R sisiltyy johonkin kunnan L juurilaa-
jennokseen S.

Osoitetaan tdma induktiolla juurilaajennoksen R korkeuden A suhteen.
Jos h = 0, niin R = K ja voidaan valita S = L.

Jos h =1, olkoon R = K (u), missd u? = a jollekin a € K, jolle a # b”
millekddn b € K. Olkoon M C C polynomin 2P — a juurikunta, joka siséltaa
kunnan L. Koska u on polynomin 2P — a juuri, niin v € M ja vield lisiksi
koska kaikki murtolausekkeet, jotka on rakennettu alkiosta u ja kertoimista,
jotka kuuluvat kuntaan K, eli siis juurilaajennos R, kuuluvat kuntaan M.
Voidaan siis jatkossa olettaa, ettd R on kunnan M alikunta.

Jos a # P millekdén ¢ € L niin L(u) on kunnan L juurilaajennos, jonka
korkeus on 1, ja joka sisaltdd kunnan R, silld se sisdltad sekd alkion u ettéd
kunnan K. Niin ollen se tiayttda juurilaajennokselle S asetetut ehdot.

Jos a = cP jollekin ¢ € L, niin koska u? = a = ¢ saadaan

(C) =1

Néin ollen u/c on p. ykkosenjuuri ja lauseen 3.13 nojalla 16ytyy kunnan L
juurilaajennos S johon alkio u/c kuuluu. Lisdksi koska ¢ € L, niin u € 5,
josta edelleen saadaan R C S ja niin ollen todistus on valmis tapauksessa
h=1.

Jos h > 2 seuraa vaitteemme suoraan induktio-oletuksesta ja tapauksesta
h = 1. Loydetdan kunnan R alikunta R;, joka on h—1 korkuinen juurilaajen-
nos kunnalle K ja jolle R on 1 korkuinen juurilaajennos. Induktio-oletuksen
nojalla Ry siséltyy kuntaan S, joka on kunnan L juurilaajennos ja tapauksen
h = 1 perusteella R voidaan osoittaa kunnan S alikunnaksi, joka vuorostaan
on kunnan S; juurilaajennos. Niin ollen S on kunnan L juurilaajennos.

Néin ollen polynomiyhtilé f(x) = 0 on juurilausekkeilla ratkeava myos
kunnassa L. O]
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Luku 5

Polynomiyhtaloiden Galoisryhmat

Kun on edelld osoitettu, ettd Galoisryhmien ratkeavuus kertoo meille sen,
ovatko ne juurilausekkein ratkeavia, on tullut aika tarkastella, millaisia po-
lynomiyhtéloiden Galoisryhmét itseasiassa ovat.

Lause 5.1. Olkoon f(x) = 0 n. asteen polynomiyhtilé kunnassa K, silloin
sen Galoisryhmd G (f) on symmetrisen ryhmdan S, aliryhmd.

Todistus. Suoraan Galoisryhmén mééritelméstd (mééritelmd 3.23) huomataan,
ettd G (f) C S,. Samoin mééritelmiistd seuraa, ettd G (f) on epityhji, sil-
18 sithen kuuluu vihintédén identiteettikuvaus /d. Laskutoimitusten suhteen
se on suljettu, silld juurten permutaatioiden yhdiste on juurten permutaatio.
Kadnteisalkioiden olemassa olo seuraa siitd, ettd jos juuret voidaan vaihtaa
keskenéddn, niin ne voidaan vaihtaa molempiin suuntiin. O]

Nyt kun on todettu polynomiyhtéiloiden galoisryhmien olevan symmetris-
ten ryhmien aliryhmié, niin on aika katsoa milloin Gk (f) = S,.

Lause 5.2. Olkoon K reaalilukujen alikunta. Jos f(x) on p. asteen jaoton
polynomi kunnassa K, jossa p on alkuluku ja jos polynomilla f(x) on tasan
kakst ei reaalista juurta kompleksitasossa, niin G (f) = S,.

Todistus. Olkoon ¢; ¢ R yksi polynomin f(x) juurista. Koska polynomin f(x)
kertoimet ovat kaikki reaalisia, tdytyy myos juuren ¢; kompleksikonjugaatin
¢; olla polynomin f(z) juuri ja siten ¢ = ¢; jollakin j € {1,...,p} kun j # 1.
Olkoon E polynomin f(z) juurikunta, joka sisiltyy kompleksitasoon. Otetaan
kuvaus o, joka kuvaa kompleksiluvut konjugaateilleen. Kuvaus o on selvésti
K-automorfismi ja se kuvaa polynomin f(x) juuret toisilleen seuraavasti ¢; —
cj, ¢; > ¢ jacg— ¢ kun k€ {1,...,p} \ {4, }. Toisin sanoen transpositio
(4, 7) kuuluu yhtélon f(z) = 0 Galoisryhméaan G (f).
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Koska f(x) on jaoton kunnassa K, ovat kaikki sen juuret ¢,, n =1,...,p
kunnan K ulkopuolella. Loytyy K-automorfismi oy @ K(c;) — K(c;) jolle
o1(¢i) = ¢;. Nyt tdmi kuvaus oy voidaan laajentaa K-automorfismiksi o :
K(ey,...,¢p) = K(c,...,¢,) ja titd kuvausta o vastaava juurten permu-
taatio o; € G (f), jolle o;(c;) = ¢;." Galoisryhmé G (f) siis on niin sanottu
transitiivinen permutaatioryhmé (Mééritelma 5.3).

Galoisryhmé Gy (f) on siis transitiivinen permutaatioryhmé, jossa on
ainakin yksi transpositio, joten lemman 5.4 nojalla Gx(f) = S,. O

Maiéaritelmi 5.3. Joukon E permutaatioryhméai H kutsutaan transitiivisek-
si permutaatioryhmaéksi jos kaikille z,y € E on olemassa o € H jolle o(z) =

Y.

Lemma 5.4. Jos p on alkuluku ja H C S, on joukon {1,...,p} alkioiden
transitiivinen permutaatiojoukko, joka sisdltdda transposition (a,b), niin H =

S,.

Todistus. Olkoona € 1,...,pjaM ={je{l,...,p}| j=atai(a,j) € H}
ja olkoon o € H. Osoitetaan, ettd jos o(M) N M # () niin o(M) = M.
Oletetaan siis, ettd on olemassa i € M siten, ettd o(i) € M. Osoitetaan
ensiksi, ettd o(a) € M. Selviisti ndhdédén, ettd jos a = ¢ tai o(a) = a, niin
o(a) € M. Niin ollen oletetaan, ettei o(a) ole o(i) tai a. Nyt koska (a,7)
ja (a,0(i)) kuuluvat joukkoon H, saadaan myds 7o (a,i) o 7! € H, missi
T = (a,0(i)) o 0. Koska (a,i) on transpositio, saadaan

To(a,i)or ' = (7(a),7(i)) o7 = (c(a),a) = (a,0(a))

ja ndin ollen o(a) = M. Nyt olkoon j mielivaltainen joukon M jésen. Osoite-
taan, ettd o(j) kuuluu joukkoon M. Jos j = a tai o(j) = a, niin o(j) € M
edelld osoitetun nojalla. Néin ollen oletamme, ettei o(j) ole o(a) tai a. Nyt,
koska (a,j) € H saamme myos po (a,j)op™t € H, jossa p = (a,0(a)) oo tai
p = o riippuen siitd, onko o(a) = a vai o(a) # a. Nyt voidaan edetd kuten
edelld ja huomaamme, etti

po (auj) © p_l - p(a)7p(j)) = (CL,O'(j))

joten o(j) € M. Néin ollen o(M) C M. Koska M on &irellinen ja koska o

on joukon {1,...,p} alkioiden permutaatio, niin saadaan (M) = M.
Koska jokaiselle o € M pitee joko o(M) = M tai o(M) N M = ), huo-

mataan, ettd {c(M) : o € H} on joukon {1,...,p} ositus. Koska H on

kuvausten o, ja o olemassaolon todistukset 16ytyviit teoksesta [3] korollaari 38.6 5.421
ja lause 49.5 s.542
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transitiivinen, on jokaiselle k € {1,...,¢q} olemassa ¢ € H, jolle o(a) = k
jolloin k € o(M); lisdksi jos j € 7(M) N p(m), missd 7, p € H, niin saadaan
e MN77top(M). Niin ollen M = 7=(p(M)) ja siten 7(M) = p(M)
edelld osoitetun nojalla. Kaikilla osituksen osilla on selvisti yhtd monta alkio-
ta, joten joukon M alkioiden maidrd m jakaa alkuluvun p. Koska a,b € M,
niin m > 2 niin m = p ja tdmén vuoksi M = {1,...,p}. Lisdksi (a,s) € H
kaikilla s € {1,...,p}. Nyt huomattiin siis, ettd H sisaltai kaikki transpo-

sitiot alkioiden 1,...,p kesken. Koska H on ryhmaé, se sisidltid myos kaikki
transpositioita yhdistelemélld saatavat syklit, joten helposti ndhdian etti
H =5,. O

Esimerkki 5.5. Polynomi z° — 4z + 2 on lauseessa 5.2 tarkoitetun kaltainen
polynomi. Tutkimalla polynomifuktiota f(z) = 2° — 4x + 2 huomataan, etti
f(2) <0, f(0) >0, f(1) < 0, f(2) > 0 joten silld on ainakin 3 reaalista
juurta. Toisaalta kun tarkastellaan funktion f(z) kulkukaaviota huomataan,
ettd silld on enintddn kolme reaalista juurta, joten silld on kaksi juurta jotka
eivit ole reaalilukuja.

Polynomin jaottomuuden voi tarkistaa Eisentseinin kriteerilld, jonka esit-
tely jaa tdmén tutkielman ulkopuolelle.

Nyt kun ollaan havaittu, ettd kysymyksemme polynomiyhtéaloiden ratkeavu-
udesta pelkistyy symmetristen ryhmien ratkeavuuteen, on tullut aika tarkastel-
la niita.

5.1 Symmetristen ryhmien ratkeavuus

Lause 5.6. Symmetrinen ryhmd S,, on ratkeava kun 1 <n < 4.

Todistus. Kaydaan tapaukset yksi kerrallaan 14pi:

en =1: S; = {Id}, on triviaalisti ratkeava

en = 2: Sy = {Id, (12)}. Helposti ndhdddn, ettd Id < Sy ja ettd
So/Id = Sy. Selviéisti Sy on vaihdannainen, silld identiteettikuvaus on ryh-
mén neutraalialkio, joten Id o (12) = (12) o Id. Ryhmé S on siis ratkeava.

en = 3: S; = {Id,(12),(13),(23),(123),(132)}. Lemman 5.7 avulla
Az < S; ja koska Az = {Id, (123), (132)}, niin selvisti Id < Az. On siis saatu
luotua normaalien aliryhmien ketju Id <t Az < S3.

Tekijaryhmé As/Id = As, jonka vaihdannaisuus on helppo todeta laske-
malla: (123)0(132) = Id = (132) o (123) seké tietenkin Ido (123) = (123)old
ja Ido (132) = (132) o Id.

en =4: 5, ={1d,(12),(13),(14), (23), (24), (34), (12)(34), (13)(24),
(14)(23), (123), (132), (134), (143), (124), (142), (234), (243), (1234), (1243),
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(1324), (1342), (1423), (1432) }. Lemman 5.7 avulla saamme A4 <1 Sy. Loyde-
tadn ryhmalle A, normaali aliryhmi V, = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},
niin sanottu Kleinin neliryhméi. Edelleen 16ydetidédn sille normaali aliryhmé&
H ={Id,(12)(34)}. Nyt ollaan saatu rakennettua normaaleista aliryhmisti
ketju Id<H <V, <1As < Sy

H on syklinen ryhma C5 ja Kleinin neliryhmi on vaihdannainen joten
H/Id ja V;/H ovat vaihdannaiset. Tekijaryhm& A,/V, on syklinen ryhmé
C3. Koska (142) = (123) o (13)(24) = (134) o (12)(34) = (243) o (14)(23) niin
saadaan luokaksi a = {(123), (142), (134), (243)}. Vastaavasti a®> = {(132),
(142), (143), (234)} sills (234) = (132) 0 (13)(24) = (124) 0 (12)(34) = (143)
(14)(23). Ryhmiin V jdsenet muodostavat luokan a® = e. Viimeiseksi pitdi
osoittaa, ettd Sy/A4 on vaihdannainen, mikd onnistuu lemman 5.8 avulla. [

Lemma 5.7. Vuorotteleva ryhmda A, on symmetrisen ryhmdn S,, normaali
aliryhmd.

Todistus. Olkoon p parillinen permutaatio, eli p = pips...p,, Missd n on
parillinen luku ja p; on transpositio. Nyt kaikille permutaatioille ¢ € 5,
patee,

¢ 'pg=q (pip2- . pa)p = (¢ 'p10) (¢ 'p2q) - - - (¢ ' Png)

jossa (g~ p;q) on selviisti transpositio. Niinpé ¢~ 'pq on parillinen permutaatio
ja vuorottelevan ryhmin A, méiritelmin nojalla ¢~ A,q C A,,.

Kiintien, kaikille parillisille permutaatioille p’, ¢qp'p~ = (¢71)™'p'¢! on
parillinen permutaatio. Niin ollen p' = ¢~ (qp'q"")q € ¢ ' A,q, josta seuraa
A, CqtA.q

Niin ollen A, = ¢ 'A,q, joka osoittaa, etti A, on symmetrisen ryhmén
S, normaali aliryhma. O

Lemma 5.8. Tekijiryhma S, /A, on isomorfinen syklisen ryhmdan Cy kanssa.

Todistus. Koska kaikkien parillisten permutaatioiden kdanteiskuvaus 16ytyy
ryhmiésta A,,, muodostaa niiden ekvivalenssiluokka neutraalialkion e ja parit-
tomat muodostavat alkion a. Parittomien permutaatioiden yhdiste on parilli-
nen, samoin parillisten. Koska parillisten permutaatioiden luokan jisenet ovat
tassa tekijaryhmassa ekvivalentti identiteettikuvauksen kanssa, niin saamme
seuraavat yhtdlot aoa = e, eoe = e ja ace = eoa, joten S, /A, on isomorfinen
syklisen ryhmén C5 kanssa. O

Lause 5.9. Symmetrinen ryhmd S,, ei ole ratkeava kun, n > 5.

Todistus. Aloitetaan todistamalla, ettei symmetriselld ryhmaélld S,, ole muita
normaaleja aliryhmié kuin S,,, A, ja Id. Oletetaan ettd H on symmetrisen
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ryhmén S,, normaali aliryhmé. Nyt HNA,, on ryhméan A, normaali aliryhma.
Lemman 5.10 nojalla joko H N A, = A, tai HN A, = {Id}.

Jos HN A, = A, niin H DO A, jolloin joukon H koko m jakaa joukon S,
mahtavuuden n! ja on vuorottelevan ryhmén A, mahtavuuden %’ monikerta.
Niin ollen pédtee joko m = n! jolloin H = S,, tai m = %' jolloin H = A,,.

Jos HN A = {Id} niin H = {Id}, silli ei ole ryhmén S, normaalia
aliryhmaé joka koostuisi vain parittomista permutaatioista ja identiteettiku-
vauksesta, jonka todistamme seuraavaksi:

Jos H sisiltdd vahintdén 2 paritonta permutaatiota o # 7 niin se sisiltia
myos permutaatiot o2 ja o7 jotka ovat molemmat parillisia ja vain toinen on
identiteettikuvaus. Toisaalta symmetriselld ryhmalla S, ei ole aliryhmid K,
jonka mahtavuus on 2 ja joka olisi normaali. Olkoon K = {Id, o}, missd o
on pariton permutaatio jolle 02 = Id(jotta K tdyttdi ryhmén vaatimukset).
Néin ollen 16ytyy j € 1,...,n jolle o(j) # j, ja koska n > 5 loytyy k €
1,...,n jolle o(j) # k # j. Nyt olkoon transpositio (o(j)k) = p € S,,). Nyt
saadaan

(pop™)(j) = po(j) =k

1 ei kuulu ryhméén K ja néin ollen K ei ole ryhmén S,

ja néin ollen pop~
normaali aliryhma.

Nyt siis jaa ainoaksi tutkittavaksi ketjuksi I'd < A,, <1 S™.

Lemman 5.8 nojalla S,,/A,, on vaihdannainen, joten riittda tutkia, onko
A, /Id = A, vaihdannainen. Helposti selvitimme vastaesimerkin

(123) 0 (234) = (13)(24) # (12)(34) = (234) o (123)

avulla, ettei A, ole vaihdannainen.
Néin ollen S,, ei ole ratkeava kun n > 5. ]

Lemma 5.10. Vuorotteleva ryhmd A,, on yksinkertainen, eli sen ainoat nor-
maalit aliryhmat ovat A, ja {Id} kun n >5 tain = 3.

Todistus. Tapaus n = 3 on triviaali, silld huomataan, ettd ryhmén As ainoat
aliryhmét ovat se itse ja {Id}, joista molemmat ovat triviaalisti sen nor-
maaleja. Riittda siis tutkia tapaus n > 5.

Olkoon H vuorottelevan ryhméin A, normaali aliryhmé, jossa on enem-
mén kuin yksi alkio ja olkoon m suurin kokonaisluku k, jolle H sisdltaa
kahden erillisen permutaation yhdisteen, joista toinen on k-sykli. Koska eril-
liset permutaatiot ovat vaihdannaiset, loydetdan permutaatio p € H, jolle
p = (a1as...an)q, jossa q on identiteettikuvaus tai erillisten permutaatioiden
vhdiste, jonka kaikki jasenet ovat erillisid permutaatiosta (ajas .. .a.,).

Tapaus 1: m > 3 Permutaation (ajaza3) kidnteiskuvaus (ayazas) on myos
erillinen permutaatiosta ¢, joten ryhméaan H kuuluu my6s
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a1a2a3)(a10s . . . am)q(arazaz) g~

arasas)(ayas . . . an)(aiazas) tqq
a2a3ay . . . ap)(a1ay . . . ap) "

a1a2a4)

[(a1asaz)p(arasas) g

= (
= (
= (
= (

nyt H siséltdéd kolmisyklin ja lemman 5.11 perusteella H = A,,.

Tapaus 2: m = 3. Niin ollen jokainen permutaation ¢ tekija on joko trans-
positio tai kolmisykli, mutta jos jokin sen tekijoista olisi kolmisykli (asasag)
niin ¢ = (a4asag)r, missd r on joko identiteettikuvaus tai yhdiste kuvauk-
sista, jotka ovat erillisid paitsi toisistaan, my0s permutaatioista (ajasas) ja
(asasag). Nyt siis (asaqaz) = (azazay)™" on erillinen permutaatiosta r ja ryh-
méan H kuuluisi

[(azasas)p(agasas)™"]p
= (asasay)(aiasa3)(asasag)r(asasas) v~ (asasas) " (arazas) ™
= (asasay)(aiasa3)(agasas)(azasas)rr=" (asasas)(a1asas)

= (CL1G4CLQCL36L5) s

joka on ristiriidassa oletuksen m = 3 kanssa. Niinpd permutaation ¢ kaikkien
tekijoiden tiytyy olla transpositioita ja silloin ¢> = Id. Koska lisiiksi ¢ on
erillinen permutaatiosta (ajasas) voidaan kirjoittaa

P = [(a1a2as)q][(a1a2as)q] = (ara203)*¢* = (arasas).

Téastd huomaamme ettd ryhméi H sisdltdd myos myos alkion p?. Ja saamme
jélleen lemman 5.11 perusteella H = A,,.

Tapaus 3: m = 2. Tullaan huomaamaan, ettd oletuksesta n > 4 tulee
seuraamaan, ettei téllaista tapausta padse muodostumaan. Silld jos m = 2,
niin p on parillisten permutaatioiden yhdiste, joten p = (ajas)(asay)r, mis-
sid r on joko identiteettikuvaus tai sellaisten toisistaan erillisten permutaa-
tioiden yhdiste, jotka ovat erillisid myGs transpositioista (ajas) ja (agas).
Nyt (agaqaz) = (asazas)™ ja (asazay) ovat permutaatiosta r erilliset, joten
H sisaltaa

[(azasaq)p(asazas)']p~!
= (agasas)(araz)(asas)r(asasay) " r~ (aias)(asay)
= (agasas)(a1as)(asas)(azagas)rr="(a1a;)(asay)

= (a1a4)(agagz).
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Koska n > 5, on olemassa as, joka ei ole mikdan a4, as, as, ay. Nain ollen H
sisaltad

[(a2a4as)[(a1as)(aza4)] (a1a4a5)_1] (a1a4)(azaz)
= (a1a4a5)(a1a4)(azas)(ar1asa4)(ar1a4)(azas)

= (a1a5a4),
mika on ristiriidassa oletuksen m = 2 kanssa. O

Lemma 5.11. Jos H on vuorottelevan ryhmdn A, normaali aliryhmd ja se
sisdltdaa kolmisyklin niin H = A,,.

Todistus. Tapauksissa Asz ja A4 , helposti ndhdain, ettd lemman viite pitida
paikkansa, joten riittdd keskittya tilanteeseen n > 5. Olkoon (abc) € H ja
(ryz) mielivaltainen kolmisykli ryhméssd A,,. Selvisti on olemassa permu-
taatio p; siten, ettd p; :a— x, p1 : b— yjap;: c— z. Olkoon p = py, jos
p1 on parillinen ja olkoon p = (ij)p;, missi (ij) on syklistd (xyz) erillinen
transpositio, jos p on pariton. Nyt p on parillinen ja siksi

(ryz) = p(abe)p™ € H.

Néin ollen H sisdltdd kaikki kolmisyklit ja niin lemman 5.12 nojalla pétee
H=A,. O

Lemma 5.12. Jos n > 3 niin kaikki ryhmdn A, jasenet saadaan kolmisyk-
lien yhdisteend.

Todistus. Koska kaikki kolmesyklit ovat parillisia permutaatioita kuuluvat
kaikki ryhmén S, kolmisyklit aliryhméin A,. Riittdd osoittaa, ettd kaik-
ki ryhmén A, jisenet voidaan rakentaa kolmisykleistd. Koska (12)(34) =
(123)(143) ja (12)(13) = (123) kaikki parilliset transpositioiden yhdisteet
voidaan esittdd kolmisyklien yhdisteeni, olivat ne sitten erillisia tai eivat. [

Lauseiden 5.6 ja 4.3 perusteella siis kaikki polynomiyhtalot f(x) = 0
ovat ratkeavia kun deg f(x) < 4. Vuorostaan lauseista 5.9 ja 5.2 seuraa,
ettd esimerkin 5.5 polynomista rakennettu yhtilo z° — 4x + 2 = 0 ei ole
juurilausekkein ratkeava.
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