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Luku 1

Johdanto

Téassé tutkielmassa esitelladn stokastisten prosessien yksinkertaisia esimerkkejd ja niiden
sovellusmahdollisuuksia lukiomatematiikassa. Stokastiset prosessit ovat todennékoisyys-
laskennan osa-alue. Tutkielmassa pyritddn mahdollisimman yksinkertaisiin esitystapoihin,
joten ymmartdminen ei tarvitse stokastisten prosessien aikaisempaa tuntemusta. Luvussa
2 esitellddn todenndkoisyyslaskennan peruskasitteitd, jotka helpottavat stokastisten pro-
sessien ymmaéartamistd. Luvussa 3 esitellddn stokastisten prosessien perusominaisuuksia,
kuten ajan osuutta stokastisissa prosesseissa, tila-avaruutta ja millaista satunnaisuutta
stokastiset prosessit sisaltévit.

Luvuissa 4, 5 ja 6 esitelldin kolme erilaista stokastista prosessia, Bernoullin prosessi,
satunnaiskulku ja Poissonin prosessi. Néissdkin esittelyissd pyritddn yksinkertaisuuteen,
jotta prosesseja olisi mahdollista soveltaa lukiomatematiikkaan.

Viimeisessa luvussa kiydéan ldpi lukion uuden opetussuunnitelman tavoitteita ja sisil-
t0d, jotka liittyvit stokastisiin prosesseihin. Myos joitakin tieteellisid julkaisuja kiydadn
lépi, joita voidaan soveltaa stokastisten prosessien opettamiseen lukiossa. Stokastisista
prosesseista yksinkertaisin on Bernoullin prosessi, johon kisittely pidaasiassa keskittyy.

Tutkielmaan sisdltyvit kuvaajat on tehty r-ohjelmistolla ja taulukot Google Sheetsilla.



Luku 2

Todennakoisyyslaskennan
peruskasitteita

Téssé luvussa kiyn lapi todennikoisyyslaskennan peruskésitteité, joita esiintyy myos laa-
jalti tutkielman edetessd. Madritelmissad on kiytetty padasiassa ldhteind Ibe Oliverin kir-
jaa Fundamentals of Applied Probability and Random Processes vuodelta 2014, James
K. Lindeyn kirjaa Statistical Analysis of Stochastic Processes in Time vuodelta 2014 sekd
Ionut Florescun kirjaa Probability and Stochastic Processes vuodelta 2015.

2.1 Perusjoukko ja tapahtumat

Kokeet ja tapahtumat ovat keskeisié késitteitd todennakoisyyslaskennassa ja myos téssé
tutkielmassa. Todennékoisyyksid tutkittaessa koe on mikéd tahansa havainnointiprosessi.
Koetta, jonka lopputulosta ei voida etukéteen tietdd, kutsutaan satunnaiskokeeksi. Satun-
naiskokeen kaikkien mahdollisten tulosten joukkoa kutsutaan perusjoukoksi. Mahdollisia
tuloksia voidaan esimerkiksi merkitd w;, ¢+ = 1,2,3,.... Perusjoukosta kiytetddn usein
merkintdd , eli perusjoukko annetaan muodossa 2 = {wy, wo, ..., w, }.

Tapahtumiksi taas kutsutaan joko ennalta méaéritettyd tai mitd tahansa kokeen lop-
putulosta. Tapahtuma on siis perusjoukon osajoukko. Esimerkiksi yhden nopan heitossa
mikd tahansa luvuista 1-6 voi olla lopputulos. Télléin perusjoukko on

(2.1) Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Voimme méaritelld kokeen halutuksi tapahtumaksi parittomat luvut eli osajoukon
Q2 =1{1,3,5}.



2.2 Satunnaismuuttujat

Kuvitellaan satunnaiskoetta, jossa perusjoukkona on testiavaruus €2. Olkoon w mallipiste
avaruudesta ). Meitéd kiinnostaa luoda reaaliarvo jokaiselle w € (). Satunnaismuuttuja
X (w) on reaalifunktio, joka antaa vain yhden arvon jokaiselle mallipisteelle w € €. Télla
tavoin saamme tila-avaruuden arvot muutettua reaaliluvuiksi, joka mahdollistaa niiden
késittelyn.

Esimerkki 2.2. Kolikonheitossa on kaksi erilaista mahdollista arvopistettd: kruuna ja
klaava. Télloin voimme maaritelld satunnaismuuttujan X seuraavasti:

X (kruuna) =1,

X (klaava) = 0.

2.3 Diskreetit satunnaismuuttujat, pistetodenniakoisyys-
funktio ja kertymafunktio

Diskreetti satunnaismuuttuja tarkoittaa darellisen tai numeroituvasti darettoman méaérin
arvoja saavaa satunnaismuuttuja. Diskreetille satunnaismuuttujalle X voidaan mééritella
pistetodennékoisyysfunktio px () seuraavasti:

(2.3) px(x) = P[X = z].

Kokonaistodennékoisyys jakaumalle on aina 1. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio
voidaan madrittda py(x) avulla seuraavasti:

(2.4) Fx(z) =Y px(k).

Esimerkki 2.5. Oletetaan, ettd olemme méérittdneet seuraavan pistetodennikoisyys-
funktion X:lle,

1 _
s, kun z =0,
g, kun z =1,
pX(I) =32
2 kun z =2,
9]
0, muussa tapauksessa,

josta malli kuvassa 2.1 ja kertyméfunktion,

0, kun x <0,

1

= <
Fe) =45 kun 0 <z < 1,

%, kun 1 <z < 2,

1, kunx > 2,
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jonka kuvaaja 16ytyy kuvasta 2.2.

Kuva 2.1: Pistetodennikéisyysfunktio
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2.4 Jatkuvat satunnaismuuttujat ja tiheysfunktio

Jatkuvat satunnaismuuttujat méaaritelliin hieman eri tavalla kuin diskreetit satunnais-
muuttujat. Jatkuvat satunnaismuuttujat maaritellian jollakin reaalilukuakselin osavalilla
ja niiden yhteydesséd kiytetdan yleensa tiheysfunktiota kuvaamaan arvojen jakautumista.
Madritelladn satunnaismuuttuja X olemaan jatkuva satunnaismuuttuja, jos on olemas-
sa epdnegatiivinen funktio fx(z) médriteltynd kaikille arvoille z € R. Téll6in kaikille
osajoukoille A voidaan maaritelld tiheysfunktio:

(2.6) PIX € A] = /Afx(x) da.

Funktiota fx(x) kutsutaan tiheysfunktioksi. Funktion F’x ollessa derivoituva tiheysfunktio
voidaan méaritelld kertyméfunktion derivaattana,

2.) x(e) = - Fx (o).

2.5 Odotusarvo ja varianssi

Odotusarvolla tarkoitetaan satunnaisen ilmién arvojen odotettua arvoa. Yleenséd odotusar-
vo on jakauman painotettu keskiarvo, jossa painoina ovat todennikoisyydet. Diskreetille
satunnaismuuttujalle X, joka saa arvot x, todennikoisyyksilla pg, saadaan odotusarvo
seuraavasti:

(2.8) E(X) =) zpx

Jatkuvalle jakaumalle odotusarvo saadaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktion f(x)
avulla,

(2.9) EX|=p= /_oo zf(x)dx.

Varianssilla kuvataan satunnaismuuttujan hajonnan mittaa. Varianssi saadaan satunnais-
muuttujan toisen momentin E[X?| ja odotusarvon nelion E[X]? erotuksesta:

(2.10) var(X) = o = E[X? — E[X]*.



Luku 3

Mita ovat stokastiset prosessit?

Stokastiset prosessit kuuluvat matematiikassa todennéakoisyyslaskennan osa-alueeseen. Sto-
kastiset prosessit kuvaavat jonkin satunnaisilmion kehittymistd ajan edetessa. Stokastista
prosessia tutkitaan tarkastelemalla muuttujien arvoja eri ajanhetkilld [3|. Stokastiset pro-
sessit ovat siis vain kokoelma satunnaismuuttujia ja niiden analysoinnissa kdytetadn eri-
laisia jakaumia [4]. Yleisid esimerkkejd stokastisista prosesseista on bakteerikannan kasvu
tai kaasumolekyylin litke. Molempien esimerkkien ennustettavuus on hankalaa ja niihin
liittyy monia erilaisia muuttujia. Méaritellddn aluksi stokastiset prosessit:

Miaritelma 3.1. Stokastinen prosessi (z;);er on satunnaismuuttujien z;, ¢ € T, jarjes-
tetty jono, jossa aikaindeksi ¢t € T' maérittda satunnaismuuttujien z; jirjestyksen jonossa.

Kisittelen tutkielmassani lihinné diskreettejd stokastisia prosesseja, eli aikaindeksit
ovat kokonaislukuja, T" C Z. Stokastisten prosessien kuvailu onnistuu siihen liittyvien
satunnaismuuttujien x;, ¢t € T, tunnusluvuilla:

1. Odotusarvo: Elz,| =, teT.
2. Varianssi: var(z;)=E[(x; — pu¢)?|= D*(2;) = 0%, teT.
3. Kovarianssi: cov(zy, xs)= El(x; — ) (xs — pis)] = 1s,  t, s €T.

Téassdkin tutkielmassa kdytdmme néité erilaisien stokastisten prosessien ldpikdynnissa.
Tarkeimmat ominaisuudet, joita stokastisissa prosesseissa tarkkaillaan, ovat:

1. Niiden aikapisteiden tiheys, joilla tarkkailua tehd&én.
2. Kaikkien mahdollisten tutkittavien arvojen joukko ja havaintojen tila, tila-avaruus.

3. Satunnaisuuden eri muodot ja satunnaismuuttujan realisaation arvojen riippuvuu-
det.



4. Tarpeeksi suuri méira kopioita prosesseista, jotta mallinnukseen saadaan riittavisti
tietoa.

Kisitelladn viela hieman lisda naitd alakohtia.

3.1 Ajan osuus stokastisissa prosesseissa

Kuten jo aiemmin mainittiin, stokastisia prosesseja tutkitaan ajan edetessd. Havaintoja
voidaan ottaa tasaisin valiajoin, jolloin aika on diskreettid. Muussa tapauksessa havainnoi-
tava aika on jatkuvaa. Téysin jatkuvalla ajalla havaintoja ei kuitenkaan voida tehda, silla
havaintoja tulisi tehd& ddreton méara pienelldkin havaintojen tutkintavélilld. Diskreetin
ajan mallit vaativat tasaisesti jaoteltuja havaintovileja. Jatkuvan ajan malleja voidaan
kiyttad kaikkeen dataan, mutta niiden rakentaminen saattaa olla kompleksisempaa. Huo-
mio stokastisissa prosesseissa voi keskittyd eri asioihin, kuten:

1. havaintojen tila eri aikapisteissa,
2. tapahtumat eli havaintojen tilojen muutokset eri aikapisteissa tai

3. tapahtumien ilmaantumisajat.
Esittelen kaksi yksinkertaista esimerkkia:

e Voimme mitata jonkin alan tyottomyyttd kuukausittain, missa aika on vain tasava-
lein jakautunut indikaattori, jolla havainnointia tehddan. Ty6ttomyyden maédrd voi
vaihdella mitattuina kuukausina. Téallaisessa tilanteessa voimme kiinnittda huomiota
esimerkiksi tyottomyyden méadrain, eli havaintojen tilaan tai muutoksen suuruuteen
eli havaintojen tilojen muutoksiin.

e Kuvitellaan tilanne, jossa lddkéri tallentaa potilaan toistuvia infektioita. Talloin
havaintojen tila voidaan esimerkiksi méaritelld infektioiden kokonaismé&ariksi ennen
jokaista aikapistettd. Jokainen havainnointikerta on sama tapahtuma, potilas saa
infektion. Térkedd tilanteessa on infektioiden vélinen aika.

3.2 Tila-avaruus stokastisissa prosesseissa

Kaikissa prosessin aikapisteissi prosessilla on jokin tila. Prosessin eri tiloja havainnoidaan
tallentamalla vastemuuttujaa y; arvoja ajan hetkell ¢. Kaikkien mahdollisten tilojen jouk-
koa kutsutaan tila-avaruudeksi. Tila-avaruus voi olla rajoitettu, jolloin se tuottaa katego-
risoidun vastemuuttujan, tai paattymaton tuottaen diskreetin tai jatkuvan vastemuuttu-
jan. Jatkuvan vastemuuttujan tallentaminen on kuitenkin empiirisesti mahdotonta, silla
jokainen tallennus olisi tapahtuma, joista yksikdén ei olisi samanlainen.



Kategorisoidulla tuloksella tarkoitetaan yleensé rajoitettua méaraé erilaisia mahdol-
lisia prosessin tiloja, joita tarkkaillaan. Kuitenkin yleensd kiinnostus keskittyy yhteen
tiettyyn vastauksen tilaan ja tuloksia tallennetaan bin&irisesti. Joissakin tilanteissa saa-
tetaan maarittad useampi vastemuuttuja. Tall6in ¢, on vektori sisidltden useampia arvoja.
Esimerkkind saatamme madrittad kategorisoidun arvon, kuten bindari-indikaattorin, jol-
la madritetddn sataako vai ei, lisdnd kvantitatiivinen arvo sateen maarasta. Useimmiten
jatkuvia malleja voidaan soveltaa diskreetteihin malleihin.

3.3 Satunnaisuus stokastisissa prosesseissa

Stokastisiin prosesseihin kuuluu satunnaisuus tai arvaamattomuus. Empiirisessd havain-
noinnissa satunnaisuus voidaan rinnastaa tietimattomyytteen. Téllaista tietdmattomyyt-
td pyritddn késittelemddn todennidkoisyysteorialla. Stokastisilla prosesseilla ei pystytd
médrittdmadn tarkkoja lopputuloksia, mutta niiden todennikdisyyksid voidaan kuiten-
kin laskea.

Stokastisiin prosesseihin voi siséltyd satunnaisuuden erilaisia muotoja, joiden méara
voi kasvaa tarkkailumenetelmien epatarkkuuksista riippuen. Kuitenkin tieteellisessd mal-
lintamisessa keskitytddn prosessin kannalta tarkeimpéaéin satunnaisuuteen.

Satunnaisuuden eri tyypit, jotka pitda sisillyttaé stokastisen prosessin mallinnukseen,
voivat olla muun muassa seuraavista lahteista:

1. Monissa tieteellisissa systeemeissi on vaihtelua, jota ei ole mahdollista mitata. Esi-
merkiksi kvanttimekaniikassa ja monissa biologisissa prosesseissa.

2. Léhes poikkeuksetta kaikkia prosessin méarittavia mitattavia tekijoita ei voida ottaa
huomioon. Esimerkkind ympariston olosuhteet voivat muuttua prosessin aikana.

3. Alkuolosuhteita voi olla hankala méaarittaa tarkasti.

Valitettavasti epdsopiva malli voi my0s luoda yliméddraista satunnaisuutta. Usein sto-
kastisten prosessien mallintamisessa kiytetddn muun muassa Poissonin, binomi- ja nor-
maalijakaumaa.

3.4 Stationaarisuus ja tasapaino

Stokastisen prosessin saamat arvot y, ovat harvoin riippumattomia. Siksi kiytetyilla mene-
telmilld on oltava mahdollista luoda asianmukaisia riippuvuuksia [3]. Tieteessd yritetddn
valttaa liilan kompleksisia malleja, joten tavoitteena on kiyttdd mahdollisimman yksinker-
taisia menetelmif. Stokastinen prosessi ()7 on stationaarinen, jos [12]:
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1. Odotusarvo ei riipu ajasta:

E(z;) = p kaikilla t € T.

2. Varianssi on &érellinen, eiki riipu ajasta:

var(z;) = 0° < oo kaikilla t € T.

3. Satunnaismuuttujien x; ja x, vilinen kovarianssi ei riipu ajanhetkistd ¢ ja s, vaan
ainoastaan ndiden aikojen erotuksesta:

cov(xy, xs) = s kaikilla t € T

Néiden ominaisuuksien perusteella stokastista prosessia voidaan kutsua heikosti statio-
naariseksi. Stokastinen prosessi X (¢) on vahvasti stationaarinen, jos sen kertyméfunk-
tio on invariantti ajan siirron suhteen. Toisin sanoen prosessi X (t) kertymifunktiolla
Fx(x1, 29, ...,xy; 11, ta, ..., t,) on vahvasti stationaarinen jos kertyméfunktio on identtinen
milld tahansa mielivaltaisella X (¢4¢). Néin ollen vahvasti stationaarisella prosessilla pétee

(32) Fx(l’l,l'g, ...71771;151,252, ,tn) = FX(xl,x2, ...7I'n;t1 + €,t2 + g, ...,tn + 8)

kaikilla n € N.

Stokastinen prosessi ei véilttadmétta ole stationaarinen alkaessaan. Se saattaa saavuttaa
tasapainotilan riittdvin ajan kuluessa riippumatta alkuolosuhteista. Toisin sanoen, kun
tasapainotila on saavutettu, todennédkdisyys, ettd prosessi on kussakin tietyssa tilassa tai
kussakin tilassa vietetyn ajan osuus suppenee vakioksi, riippumatta lihtoolosuhteista.

11



Luku 4

Bernoullin prosessi

Bernoullin prosessi on sveitsildisen matemaatikko Jacob Bernoullin mukaan nimetty sto-
kastinen prosessi. Kyseinen prosessi on yksi yksinkertaisimmista stokastisista prosesseista.
Bernoullin prosessi kiisittelee yleisesti ottaen bindéristd satunnaismuuttujaa eli se ottaa
vain kaksi arvoa, yleensd 0 ja 1. Molemmilla tapahtumilla on oma todenndkdisyytensa.
Bernoullin prosessi koostuu joukosta riippumattomia Bernoullin kokeita.

4.1 Bernoullin koe ja Bernoullin jakauma

Bernoullin koe méaritellddn kokeena, jonka mahdollisia lopputuloksia ovat: onnistuminen
ja epdonnistuminen. Esimerkkind on kolikonheitto, jossa lopputuloksena on kruuna tai
klaava. Bernoullin kokeessa epdonnistuminen ja onnistuminen mééritelldin seuraavasti:
P[Onnistuminen] =p, 0<p<1,
P[Epéonnistuminen| = 1 — p.
Miaritelladn Bernoullin koe satunnaismuuttuja X kanssa, jolloin kokeen tuloksen ollessa

onnistuminen, X = 1, ja kokeen ollessa epdonnistuminen X = 0. Satunnaismuuttujaa X
kutsutaan Bernoullin satunnaismuuttujaksi. Sen pistetodennikdisyysfunktio saadaan:

1_p7 ZE:O,
(4.1) px(x) = {
P, r =1

Pistetodennékoisyysfunktio voidaan esittdd kuten kuvassa 4.1. Kertyméfunktio puoles-
taan saadaan seuraavasti:

0, x <0,
(4.2) px(x)=<1—-p, 0<z<1,
Ds r =1

12



Odotusarvo satunnaismuuttujalle X on
(4.3) E[X]=0(1-p)+ Lp) =p.
Varianssi lasketaan odotusarvon avulla:

(4.4) o? = E[X?| - E[X)* = 0°(1 —p) + 1*(p) —p* =p —p* = p(1 — p).

Kuva 4.1: Bernoullin kokeen pistetodennékoisyysfunktio

px ()
P s e
1 —iime= S

4.2 Binomijakauma
Kuvitellaan tilanne, jossa teemme n miaaridn Bernoullin kokeita ja kuvaamme onnistu-
misten maarad kokeissa satunnaismuuttujalla X (n). Talloin satunnaismuuttuja X (n) on

binomijakautunut parametreilla (n,p). Pistetodennikéisyysfunktio satunnaismuuttujalle
X (n) saadaan seuraavasti:

n —z
(4.5) Pxn)(T) = (x)pm(l — )", =0,1,..,n.

13



Binomilauseen avulla saadaan

> () =3 (1) - pr e = ot (L) =1 = 1

=0

Odotusarvo binomijakaumalle voidaan johtaa seuraavasti:
. n X n—x
Zme(n =Yz (x>p (1-p)
=0
n! n!
— 7\ly! — Y (r —=1)!
—~ (n— )l (n—z)l(x—1)!

S - =

=1

Olkoon m = x — 1, jolloin x = 1 kun m = 0, jos my0s * = n kun m = n — 1. Talloin
saamme

R By ST IR0 DY (e PR

=nplp+ (1 —p)]"~" =np(1)"!
= np.

Varianssia varten selvitetddn ensin toinen momentti:

n n

BLX){X(0) ~ 1)] = 3ol = Do) = Y- alo = 0 ()=
x(x — 1)n!
; (72 — x)?x, pr(1—p)*

14



Olkoon m = x — 2, jolloin kun x = 2, niin m = 0, ja kun x = n, niin m = n — 2. Talloin
saamme

(n—2)!

E[X(n){X(n) — 1}] = n(n — 1)p” (n—m — 2)Im!

pm(l _ p)nfme

=n(n—1)p? z_: (nn_l 2)1?’“(1 —p)m
=n(n—1Dp*[p+ (1 —p)]"?
=n(n - 1)p’

Koska E[X (n)X (n) — 1] = E[X2(n)] — E[X(n)], niin
E[X*(n)] = E[X(n){X(n) — 1}] + E[X(n)] = n(n — 1)p* + np.
Niin ollen saamme varianssin:
(46) var(X(n)) = ok = E[X*(n)] = (E[X (n))* = n(n — 1)p* + np — n*p’
= np(l —p).

Esimerkki 4.7. Kuvitellaan tilanne, jossa sarja riippumattomia kolikonheittoja todenné-
koisyydelld p saadaan kruuna milld tahansa heitolla. Olkoon Y,, kruunien miard, miarin
n heittoja jalkeen. Arvioidaan todennikéisyyttaa tapahtumalle Yiq = 8.

P[Y1o = §]

— (180> 0.5%(1 — 0.5)?

=45-0.5%(0.5)*
= 0.0439453125.

Kuvassa 4.1 on esitetty tilanne binomijakaumana.

4.3 Geometrinen jakauma

Bernoullin kokeissa kdytetddn geometrista jakaumaa kuvaamaan kokeiden madrda kun-
nes onnistutaan ensimmadisen kerran. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa kokei-
den méairda ensimmaéiseen onnistumiseen asti, mukaanlukien ensimmaéinen onnistuminen.
Ensimméisen onnistumisen tullessa kokeessa x, tiedimme epidonnistumisia olleen z — 1.

15



Kuva 4.2: Esimerkki binomijakaumasta
Kolikon heitto 10 kertaa

Todennakbisyys
010 015 020 025
| | | |

0.05
|

0.00
|

i I I I I |
0 2 4 6 \aj 10

Kruunien lukumaara

Koska kokeet ovat riippumattomia, pistetodennakoisyysfunktio satunnaismuuttujalle X
saadaan:

(4.8) px(x)=p(l—p)" 7t 2=1,2 ..,

missd p on onnistumisen todenndkdisyys. Kuten kuvasta 4.3 huomataan, pistetodenna-
koisyysfunktio on eksponentiaalisesti laskeva x:n kasvaessa.

Esimerkki 4.9. Repussa on 7 sinistd ja 3 keltaista palloa. Palloja nostetaan satunnai-
sesti repusta yksi kerrallaan, kunnes keltainen pallo nostetaan. Jokaisen noston jilkeen
nostettu pallo korvataan ennen seuraavaa nostoa. Milld todenndkoéisyydelld ensimméii-
nen keltainen pallo nostetaan viidennelld yritykselld. ratkaisu: Olkoon X nostojen kunnes
haluamme nostaa keltaisen pallon. Koska pallot korvataan aina noston jilkeen, todenné-
koisyys keltaisen pallon nostolle pysyy vakiona p = 3/10 = 0.3. Sininen pallo nostetaan
todennikdisyydelld 1—p = 0.7. Ennen onnistumista tulisi siis nostaa sininen pallo 4 kertaa
ennen keltaista palloa. Talloin haluttu todennékéisyys saadaan:

(4.10) PIX =5] = px(5) = p(1 —p)5 — 1 = p(1 — p)* = (0.3)(0.7)* = 0.07203.
Kuvassa 4.3 geometrinen jakauma keltaisen pallon ensimmaéisen noston todennédkoisyydel-

le.
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Kuva 4.3: Esimerkki binomijakaumasta

Keltaisen pallon nosto

Todennakbisyys
000 005 010 015 020 025 030
|

| I\_/l | | 1
2 4 ] 8 10 12

Nostojen lukumaara

4.4 Bernoullin prosessin maaritelméi

Maéritelmd 4.11. Bernoullin prosessi on joukko satunnaismuuttujia {X;,i = 1,2,...}.
Joukko itsenéisisd, Bernoullin kokeita on X;. Jokaisessa kokeessa X;:

P(X; = 1) = P(onnistuminen kokeessa i) = p,
P(X; = 0) = P(epdonnistuminen kokeessa ¢) = 1 — p,missd 0 < p < 1.

Bernoullin kokeessa on n maira kokeita, joista jokaisella kokeella on vaihtoehtona on-
nistuminen tai epdonnistuminen. Onnistumisen todennakoisyytta merkitdin todennakoi-
syydelld p ja epdonnistumista todennékoisyydelld ¢ = 1 —p. Jokainen koe on riippumaton,
eli se ei ole riippuvainen muiden kokeiden tuloksista. Oletetaan myos, ettd jokaisessa ko-
keessa todennékoisyys p pysyy samana, eiké se ole riippuvainen ¢:std. Satunnaismuuttujan
X noudattaessa Bernoullin jakaumaa, sen odotusarvo ja varianssi méaritelladn seuraavas-
ti:

E(X)=p ja var(X)=pg,

silla

EX)=p-14+q-0=p, EX})=p-12+¢-0°=p
ja

var(X) = E(X?) = [E(X)]? = p—p* = p(1 — p) = pq.
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Esimerkki 4.12. Heitetddn kolikkoa 10 kertaa ja lasketaan kruunien maééria. Kolikko
on painotettu ja todennékoéisyys saada kruuna on 0.6 ja klaava 0.4. Jokainen kolikon-
heitto on koe ja voidaan olettaa, ettid kokeet ovat riippumattomia. Jokaisessa kokeessa
on kaksi mahdollista lopputulosta, kruuna (onnistuminen) ja klaava (epdonnistuminen).
Onnistumisen todennékoisyys on p = 0.6 ja epdonnistumisen todennékoisyys on p = 0.4.

Bernoullin prosessi on sarja satunnaismuuttujia {X;,7 = 1,2, ...}. Esimerkin 3.2
kaltaisissa Bernoullin prosesseissa voimme olla kiinnostuneita esimerkiksi onnistuneiden
kokeiden maéristd, niiden méairdsti ennen ensimmaéisti onnistumista tai k& méarin
onnistumisia saamiseksi tarvittavan madrian kokeita.

Maaritellaan satunnaismuuttuja Y, seuraavasti:

Yn:ilXi n=12 ..

Talloin Y,, kuvaa Bernoullin kokeiden onnistumisten mairda n méadrissia kokeita, jonka
tieddmme olevan binomijakautunut. Satunnaismuuttujan Y,, pistetodennékoéisyys saadaan
tunnetusti seuraavasti:

n
py, (k) = <k)p’“(1 —p)" K k=0,1,2,...,n.

Maéritetddn satunnaismuuttuja L; kuvaamaan testien ensimmaéisen onnistumisen aikaa.
Ly on siis kokeiden maédrdn ensimmaisen onnistumisen saapumiseen asti. L; on geomet-
risesti jakautunut satunnaismuuttuja parametrilla p, talloin pistetodennikoisyysfunktio
Lq:1le on:

(4.13) pr. (1) = p(1 —p)'".

Esimerkki 4.14. Kuvitellaan tilanne, jossa sarja riippumattomia kolikonheittoja toden-
nakoisyydelld p saadaan kruuna milld tahansa heitolla. Olkoon Y,, kruunien mééra n maa-
ran heittoja jalkeen. Arvioidaan todennakoisyyttad tapahtumalle Y, = 3, Y7 = 4, Yi5 = 10.
Ratkaistaan ongelma tutkimalla seuraavia ei-padllekkiisid intervalleja ja niihin liittyvid
onnistumisten maaria.

3/4:37Y7_}/4:]-7Y15_3/7:6
Nama ei-paillekkiiset intervallit Yy, Y7 — Y, ja Y5 — Y7 ovat riippumattoa binomijakau-

tuneita satunnaismuuttujia, joten
PlY,=3Y;,=4Y5=10]=P[Y; =3,Y;: - Y, = 1,Y15 — Y7 = (]

3
Yy = 3|P[Y; — Yy = 1P[Yi5 — Y7 = 6]

1= (3o =2 (3 -

I
~——~ U
o
Nl
=

Py



Luku 5

Satunnaiskulku

Satunnaiskulku esittdd satunnaisesti otettuja askelia jossakin matemaattisessa avaruu-
dessa. Kuvitellaan Bernoullin kokeita, joissa p on onnistumisen todennédkéisyys ja p — 1
kuvaa epdonnistumisen todennékoisyytti. Koe tehdddn jokaisessa ajan T hetkessa ja X
kuvaa kokeen k lopputulosta. Oletetaan siis pistetodennékoisyysfunktion olevan seuraa-

vanlainen:
1-— D, T = _17
PXx, (I) = {

P, r=1.

Miaritelladn satunnaismuuttuja Y, seuraavasti:
(5.1) Yo=Y Xp=Y,1+X, n=12 ., misi Y =0.
k=1

Kiaytetdin X, mallintamaan prosessia, jossa kokeen k ollessa onnistuminen, otetaan
askel oikealle ja epdonnistuessa otetaan askel vasemmalle. Tall6in satunnaismuuttuja Y,
kuvaa prosessin tilaa suhteessa aloituspisteeseen kokeen n jilkeen yksiulotteisessa avaruu-
dessa. Tuloksena saatavaa kuvaajaa xy-koordinaatistossa, missi x kuvaa aikaa ja y kuvaa
sijaintia annetun ajan hetkelld, kutsutaan yksiulotteiseksi. Yhtélosta (5.1) voimme tehda
yleisemmaén médritelmén satunnaiskulusta prosessina, missé sen hetkinen satunnaismuut-
tujan arvo on edellisten arvojen ja uuden havainnon summa. Olkoon siis X7, Xo, X3, ...
sarja riippumattomia ja identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia. Jokaiselle kokonais-
luvulle n > 0, olkoon Y,, = X; + Xy + X3 + ... + X,,. Télloin sarjaa osittaisia summia
Y1, Y5, Y;, ... kutsutaan satunnaiskuluksi.

Maérittelemme satunnaisprosessin

Yt)=Y, n<t<n+l.

Talloin kuva 5.1 néyttdd esimerkkipolun Y;, missd jokaisen askeleen pituus on s. Se
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Kuva 5.1: Esimerkkipolku satunnaiskulusta

-23
-35

on portaikko, jossa on epdjatkuvuuksia hetkillda t = kT, k = 1,2,.... Oletetaan, etta
hetkelld n on tisméilleen k& méard onnistumisia. Talloin meilld on k askelta oikealle ja
n — k askelta vasemmalle. Siten

(5.2) Y(nT) =ks— (n—k)s=(2k —n)s =rs,

missd 7 = 2k — n. Télléin Y (nT') on satunnaismuuttuja, joka olettaa arvot rs, missi r =
n,n—2,n—4,...,—n. Tami tarkoittaa, etta tapahtuma {Y (nT) = rs} on {k onnistumista
n médrissi tapahtumia}, missid k = (n + r)/2. Nyt voimme muodostaa:

. . n ntr n—r
onnistumista| = (.. |p 2 (1—p)z.
2

n—+r

(5.3) PY(nT)=rs]=P

Huomioidaan myos, ettd n + r téytyy olla parillinen luku. Koska Y (nT) on summa n
méaarasta riippumattomia Bernoullin satunnaismuuttujia, odotusarvo ja varianssi saadaan
seuraavasti:

(5.4) E[Y(nT)] = nE[X] = nfps — (1 - p)s] = (2p — 1)ns,
(5.5) BEIX{] =ps*+ (1 -p)s* =5,
(5.6) U%/(nT) =nok, =nls® — *(2p — 1)*] = 4p(1 — p)ns”. [1]

Erikoistapauksessa, missé p = 1/2, niin E[Y'(nT)] = 0 ja 03, = ns®.
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5.1 Uhkapelaajan vararikko

Asken méiritellyssi satunnaiskulussa oletetaan, ettii prosessi voi jatkua loputtoman pit-
kdan. Oletetaan, ettd satunnaiskulku on rajoitettu, eli sille voidaan méarittda rajat. Rajat
voidaan médritella heijastaviksi, jolloin kulun osuessa rajaan kulku muuttaa suuntaansa.
Voimme my6s méadritella rajat niin, ettd kulku loppuu niihin osuttaessa [6].

Kuvitellaan seuraavassa tilanteessa, ettd kulun osuessa rajaan se pysihtyy. Téllaista
tilannetta kutsutaan yleensd nimelld "Uhkapelaajan vararikko". Oletetaan, ettd uhka-
pelaaja pelaa sarjan pelejd vastustajaa vastaan. Hanelld on aluksi k& euroa ja jokaisessa
pelissd hin voittaa 1 euron todennikéisyydelld p ja havida todennikoisyydelld ¢ = 1 — p.
Jos p > q, pelaaja todennikoisemmin voittaa. Pelaaja voi esimerkiksi olla taitavampi kuin
vastustaja tai pelin sdinnot ovat pelaajan puolella. Jos p = ¢, peli on reilu, kun taas jos
p < q, vastustajalla on etu.

Oletetaan, ettéd pelaaja lopettaa, kun hénelld on N euroa, jolloin hanella on (N — k)
euroa aloitusmédran k euroa lisiksi. Haluamme laskea todenndkéisyyden 7y, jolla pelaaja
hévida kaikki rahansa.

Huomioidaan, ettd ensimméisen pelin jilkeen pelaajalla on (k + 1) euroa, jos hin
voittaa ja (k — [) euroa hinen hévitessddn. Niin ollen pelaajan voittaessa ensimméisen
pelin todennékoisyys, ettd hdn havida kaikki rahansa on ry; ja hdvion tilanteessa ry_;.
Téassd ongelmassa on kaksi rajatilannetta.

1. rg = 1, silla pelaaja ei voi pelata, jos hanelld ei ole rahaa.

2. ry =0, silld hén on hévinnyt kaikki rahansa.
Nyt voimme luoda seuraavan yhtalon:

e = qrg—1 + pres1, 0 < kE < N.
Koska p + ¢ = 1, voimme merkita:
(p+q)re = qri—1 + pris1,0 < k < N.
Taméi voidaan kirjoittaa muodossa:
P(reyr — e = q(rr — Th1),

joka saadaan muotoon:

Tre1 — Tk = (q/p)(r — 16-1),0 < k < N.
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Talloin
ro — 11 =(q/p)(r1 — o) = (q/p)(11 — 1)

T3 — 19 =(q/p)(1r2 —11) = <Q/P)2(7"1

1
ra —rs =(q/p)(rs —r2) = (¢/p)*(r1 — 1

),
)7
Tk+1 — Tk Z(Q/P)k(rl —1).
Nyt,
re—1=mr—1o=(rg —rp_1) + (rg—1 —T6—2) + ... + (r;1 — 1)
= [a/p)* "+ (a/p) 2+ .+ 1(r = 1)
[0, o
1{7(7”1 — ].), P =4q.

Rajaehto ry = 0 antaa, ettd

1—(q/p)
r o= 1 - 1—(q(jp])3N’ p 7é q,
- %7 p=4q,

joten
(a/p)*=(a/p)™
=) @y 0 PTG
1— 4, p=q.

Esimerkki 5.7. Opiskelija haluaa menné kylidin isovanhemmilleen. Bussilippu maksaa
25 euroa, mutta opiskelijalla on vain 5 euroa. Laheisella kasinolla on korttipeli, jossa yksi
kierros maksaa 1 euron. Voitosta tienaa euron ja hiviostd menettdd euron. Opiskelijan
pelatessa yhden pelin voiton todenndkdisyys on 0,6. Milld todennékoisyydelld opiskelija ei
saa tarpeeksi rahaa matkaan? Tésséd esimerkissd k = 5 ja N = 25. Méaritetddn a = q/p,
missd p = 0.6 ja g =1 — p = 0.4. Télloin a = 2/3 ja todenn#koisyys, ettd hin menettid
kaikki rahansa on

(¢/p)° — (q/p)* _ (2/3)° —(2/3)*
(5.8) o= 1@ " 0.132...

eli opiskelija padsee suurella todennakoisyydella matkalle.

~ 0.13
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Luku 6

Poissonin prosessi

Poisson-prosessia kiytetdén useimmiten jonoon saapumisen mallintamisessa [5]. Poisso-
nin prosessia voidaan esimerkiksi kiyttdd satunnaistapahtumien mallintamiseen, kuten
asiakkaan saapuminen liikkeeseen. Ennen Poissonin prosessin méérittelemisté, kisitelladn
muutama perusmaaritelma.

6.1 Laskuriprosessi

Satunnaisprosessi X (t), ¢ > 0 on laskuriprosessi, jos X (¢) kuvaa tapahtumien kokonais-
médrid, jotka ovat ilmentyneet vililla [0,¢). Esimerkkind laskuriprosessista on asiakkaiden
saapuminen kauppaan sen aukeamisesta johonkin ajanhetkeen ¢. Laskuriprosessi noudat-
taa seuraavia vaatimuksia:

1. X(t) > 0, joten tapahtumat eivit saa negatiivisia arvoja.

2. X(0) =0, eli tapahtumat alkavat ajan hetkelld 0.

3. X (t) saa vain kokonaislukuarvoja.

4. Jos s < t, niin X(s) < X(t). Télloin funktio on kasvava ajan suhteen.

5. X(t) — X(s) kuvaa niiden tapahtumien méa#ras, jotka tapahtuvat aikavalilld [s, ¢]

Kuvassa 8.1 on esimerkkipolku laskuriprosessista. Ensimmaéinen tapahtuma on ajan het-
kelld t;. Seuraavat tapahtumat ovat ajanhetkilla ¢o, t3, t4. Tall6in tapahtumien méara vi-
lilla |0, t4] on nelja.
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Kuva 6.1: Laskuriprosessin esimerkkipolku

[

6.2 Riippumattomien lisiysten prosessit

Laskuriprosessi maaritellddn riippumattomien lisdysten prosessiksi, jos tapahtumien m&a-
rat erillisilla aikavileilld ovat riippumattomia satunnaismuuttujia. Esimerkiksi kuvassa 7.1
voidaan tarkastella kahta erillisté aikavilid [0,¢1] ja [t2,t4]. Jos tapahtumien méérdt mo-
lemmilla aikavéleilld ovat riippumattomia toisistaan, niin prosessi on riippumattomien
lisdysten prosessi. Talloin {X;, t > 0} on riippumattomien lisdysten prosessi, jos jokaiselle
ajanhetkelle to = 0 < t; < ty < to < ... < t,, lisdykset X (t1) — X (to), X(t2) — X(t1), ...,
X(t,) — X (t,—1) ovat keskenddn riippumattomia satunnaismuuttujia.

6.3 Stationaariset lisaykset

Laskuriprosessilla { X (¢), t > 0} on stationaariset lisdykset, jos jokaisella ajanhetkelld

to =0< tl < tQ < t2 < ... < tn hsaykset X(t1>—X(t0), X(tg)—X(tl), ceey X(tn)—X(tnfl)
ovat identtisesti jakautuneet [1]. Yleisesti odotusarvo riippumattomien lisdysten prosessille

{X(t)} stationaarisilla lisdyksilld on muodossa

(6.1) E[X(1)] = mt,
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missi vakio m on odotusarvo ajanhetkella t = 1. Eli m = E[X (1)]. My0s varianssi saadaan
muotoon

(6.2) Var[X (t)] = o’t,

missd vakio o2 on varianssi ajanhetkelld ¢ = 1, eli 0% = Var[X(1)].

6.3.1 Poissonin jakauma

Diskreettid satunnaismuuttujaa K kutsutaan Poissonin satunnaismuuttujaksi parametril-
la A, missd A > 0, jos sen pistetodennikoisyys on muotoa:

N

(6.3) pr (k) = T k=0,1,2,..

Kertymaéfunktio puolestaan saadaan seuraavasti:

(6.4) Fi(k)=PK <k =) e

n=0

Odotusarvo satunnaismuuttujalle K saadaan muotoon:

00 0 )\k _)\ e’} )\k _)\
k=0 n=0 k=1
DL A
=X —A A
G Z_O<m>'
= de et

mutta




Niin ollen toinen momentti saadaan muotoon:

& k—1
(6.5) EKP =X (:A i = Ae M1+ A) = A2+ ),

k=1

joten varianssi satunnaismuuttujalle K on:
(6.6) var(K) = o; = E[K?] — (E[K])* =M+ A= X =\

Esimerkki 6.7. Matin kiinteistonvélitysfirma myy keskimédérin 2 taloa piivassa. Milla
todennékaisyydelld firma myy 3 taloa huomenna? Odotusarvo myynnille on E[K] = A = 2.
Tutkittu miard myytyja taloja on k£ = 3. Talléin

3

2
(6.8) (k) = pr(3) = 56—2 ~ 0.180.

6.4 Poissonin prosessin maaritelméit

Nyt voimme maédritelld Poissonin prosessin. Méadritelladn prosessi kahdella eri tavalla,
joista ensimmiinen menee seuraavasti. Poissonin prosessi on laskuriprosessi { X ()}, missi
tapahtumien méédrd milld tahansa valilla (0,¢) on Poisson jakautunut odotusarvolla At.
Télloin kaikilla s,t > 0,

(6.9) P X(s+t)—X(s) =n] = (/\t)ne_’\t, n=0,1,2,...

Maéritelladn Poissonin prosessi { X (¢)} myos seuraavasti. Olkoon prosessi laskuripro-
sessi stationaarisilla ja riippumattomilla lisdyksilla. Talloin saapumisintensiteetille A > 0
patee:

1. PIX(t+ At) — X(t) = 1] = AMAt + o(At). Téama tarkoittaa, ettd yhden tapahtuman

todennékoisyys pienelld aikavililla on arviolta AAt, missd o(At) on funktio, joka

o(At)
~ = 0.

ldhestyy nollaa nopeammin kuin At¢. Talléin lima;_,g

2. P[X(t+ At) — X (t) > 2] = o(At), jolloin kahden tai useamman tapahtuman toden-
nakoisyys pienelld aikavélillda At on o(At). Todenndkoisyys on siis hédvidvén pieni.

3. PIX(t+At)— X(t) =0] =1 — MAt + o(At).
Asetetaan nyt odotuarvo ja varianssi Poissonin prosessille seuraavasti:

(6.10) E[X(t)] = At,
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(6.11) Var(X(t)) = At.

Odotusarvon ollessa At voimme padtelld, ettd A on oletettu saapumisten méara aikayk-
sikossé Poissonin prosessissa. Téstd syystd parametria A kutsutaan prosessin saapumis-
tiheydeksi. Jos A on riippumaton ajasta, Poissonin prosessia kutsutaan homogeeniseksi
Poissonin prosessiksi. Saapumistiheyden ollessa riippuvainen ajasta esitetdan se muodos-
sa A\(t). Téllaisia prosesseja kutsutaan epdhomogeenisiksi Poissonin prosesseiksi.

Esimerkki 6.12. Erdiseen pieneen kalastusliikkeeseen tulee péivissa keskimédrin 4 asia-
kasta. Millad todennakdisyydelld liikkeeseen tulee erddné péivana 6 asiakasta. Odotusarvo
tilanteessa on A = 4 ja n = 6,

4)° 4
(6.13) P(n=6) = "¢ ! =0.1042.. ~ 0.104

Todennékoisyys 6 asiakkaan saapumiselle on siis vain hieman yli 10%.
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Luku 7

Stokastiset prosessit matematiikan
lukio-opetuksessa

Luvussa pohditaan, miten stokastisia prosesseja voitaisiin soveltaa lukion todennékoisyys-
laskennan kursseilla. Lukiossa otetaan kiytt60n uusi opetussuunnitelma syksysta 2021 al-
kaen [9]. Ennen syksy& 2021 lukion aloittaneet kdyvét lukion loppuun vanhan opetussuun-
nitelman mukaan, mutta tissi tutkielmassa kisitelldin vain uutta opetussuunnitelmaa.
Uudessa opetussuunnitelmassa nimitys “kurssi” on korvattu termilld "moduuli”. Kasitel-
lyisté stokastisista prosesseista Bernoullin prosessi ja satunnaiskulku yksinkertaisilla esi-
merkeilld voisivat soveltua lukio-opiskelijoille ja varsinkin pitkdn matematiikan opiskeli-
joille. Opetussuunnitelman siséllot ja tavoitteet on otettu suoraan lukion uudesta opetus-
suunnitelmasta [8].

7.1 Pitkin matematiikan opetussuunnitelma

Uuteen opetussuunnitelmaan sisiltyy moduuli MAAS - Tilastot ja todennékoisyys. Mo-
duulin tavoitteissa méadritelldédn kohdat:

e Opiskelija osaa havainnollistaa diskreettid tilastollista jakaumaa sekd méaarittad ja
tulkita jakauman tunnuslukuja

e Opiskelija perehtyy todennékoisyyden kisitteeseen ja laskusddntoihin

e Opiskelija ymmértda diskreetin todennikoisyysjakauman késitteen ja oppii madrit-
tdmaidn jakauman odotusarvon ja tulkitsemaan sitéd

Kurssin sisdllossd on myos méaaritelty:

e binomijakauma
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e diskreetti todennikoisyysjakauma
e diskreetin jakauman odotusarvo

Yksinkertaisia stokastisia prosesseja voi soveltaa MAAS8 -kurssille, silld ne siséltévit to-
dennakoisyyslaskennan laskusdantojé ja diskreettejd todennakoisyysjakaumia. Myo6s odo-
tusarvoja voidaan selvittdd ja laskea. Yksinkertaisena stokastisena prosessina Bernoul-
lin prosessi sisaltdéd binomijakaumia, diskreettejd todennikoisyysjakaumia seké diskreetin
jakauman odotusarvon laskemista, jotka on suoraan mééritelty kurssin sisillossi. Esi-
merkissi (4.7) kdytettiin binomijakaumaa ja myos jakauman kuvaajan tulkintaa, jotka
l6ytyvit suoraan opetussuunnitelman tavoitteista ja sisdllostd. Binomijakauma méaéaritel-
lddn Bernoullin prosessin kautta ja Bernoullin prosessin maéritelma soveltuisi kaytavaksi
binomijakauman esittdmisen yhteydessa.

7.2 Lyhyen matematiikan opetussuunnitelma

Lyhyen matematiikassa on kaksi todennédkdisyyslaskennan moduulia "MABS Tilastot ja
todennékoisyys” ja "MAB9 Tilastolliset ja todennikdisyysjakaumat”. Moduuli MAB5 on
kaikille pakollinen, mutta sen siséllossid ei ole stokastisiin prosesseihin soveltuvia aihea-
lueita. Valinnaisessa moduulissa "M AB9” on mééritelty tavoitteissa:

e Opiskelija tutustuu binomijakaumaan matemaattisena mallina

e Opiskelija tietdd, kuinka lasketaan tilastollisiin jakaumiin liittyvid tunnuslukuja ja
todennékoisyyksia

Moduulin siséllossd on méaaritetty seuraavat kohdat:
e Toistokoe
e Binomijakauma

Aivan kuten pitkdn matematiikan MAAS8- kurssilla, téllakin kurssilla voidaan kiyda Ber-
noullin prosessia ainakin pintapuolisella tasolla. Satunnaiskulku ei suoraan sovellu ope-
tussuunnitelman tavoitteisiin tai sisaltéihin, mutta sen pintapuolinen ldpikiynti voisi so-
veltua lukioon. Varsinkin kappaleessa 5.1 kisitelty "Uhkapelaajan vararikko” voi herattas
mielenkiintoa oppilaissa.
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7.3 Tieteellisii julkaisuja todennikoisyyslaskennan opet-
tamisesta

Ymmartadksemme jokapaiviiseen elaméin kuuluvia satunnaisilmiditd meidén on opittava
joitakin todennékoisyyslaskennan konsepteja. Trevethan, Kataoka ja Oliveira késittelevét
artikkelissaan satunnaiskulun opettamista high schoolissa. High school on rinnastettavis-
sa suomen lukioon, silld USA:ssa high school kattaa vuosiluokat 9-12. Todenn#koisyys-
laskennan ymmaértdmisen pohjalla on kolme perusasiaa: sattuman kisite, ajatus satun-
naiskokeesta sekd todennékoisyyden késite [13]. Seuraavassa luvussa kisitellddn "Monican
satunnaiskulku”, joka auttaa nididen késitteiden ymmartamisessa.

Taufiq, Sulistyowati ja Usman késittelevit artikkelissaan "Binomial distribution at high
school: An analysis based on learning trajectory” high schoolissa tapahtuvaa oppimista
binomijakaumaa opetellessa [10]. Artikkelissa nostetaan esille ongelmana opiskelijoiden
ymmaérrys binomijakaumasta. Jos oppilailta kysytddn, mikd on binomijakauma, vastaus
on useimmiten:

n o
”binomijakauma on: b(n;p,x) = ( )pg”q”_L7 r=0,1,2,...n"
T

Vastaus ei ole vdarin, mutta osoittaa oppilaiden ymmarryksen binomijakaumasta olevan
vajavainen. Binomijakauman opetuksessa ei kiytetd tarpeeksi selvidid rakennetta ja oppi-
minen tapahtuu ulkoa opettelemalla. Kuvassa 7.1 on malli mahdollisesta oppimispolusta,
joka opiskelijoiden pitéisi kiyda ldpi. Ymmaértidkseen binomijakaumaa on ensin ymmér-
rettdva satunnaismuuttujat, jotka jaetaan vield alaluokkiin jatkuvat sekd diskreetit. Ta-
man jilkeen voidaan siirtyd tutkimaan erilaisia todennakéisyysjakaumia. Binojakauman
kautta paastdan Bernoullin kokeisiin, joita kasiteltiin luvussa 4.1. Bernoullin toistoko-
keista on suomalaisissa lukiokirjoissa hyvin vihidn mainintoja. Bernoullin kokeet ovat bi-
nonilaskennan perusta ja késitteend, Bernoullin kokeet on hyva kiyda lapi perustasolla.
Binomijakauma my0s méaaritelliin Bernoullin prosessin kautta, joten sekin on kisitteend
erittdin soveltuva lukion todennékoisyyslaskennan kurssille.

Carmen Batanero ja Manfred Borovenik kisittelevit kirjassaan “Statistics and pro-
bability in high school” erilaisia esimerkkeji todennikdisyyslaskennan opetustilanteista,
joiden avulla opettajat voivat kehittdd omaa opetustaan. Kirja keskittyy 14-18-vuotiaiden
koululaisten opetukseen. Binomijakauman opettamista voi ldhestyd tutkimalla sitd ensin
kiytdnnossd eli kokeilemalla kolikonheittoa ja taulukoimalla tuloksia [2]. Tamén jélkeen
voidaan analysoida tuloksia ja niiden luotettavuutta.

Opettajan tulee aina miettid, miten asiat opetetaan. Seuraavassa luvussa on kaksi
esimerkkié stokastisten prosessien esille tuomisesta lukion matematiikan opetuksessa.
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Kuva 7.1: Binomijakauman oppimispolku (I Taufiq et al 2020)
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7.4 Stokastisten prosessien hyodyntiminen lukio-opetuksessa

Population and

Sample

Stokastisen prosessit ovat todennédkoisyyslaskennan osa-alue. Stokastiset prosessit tarkoit-
tavat sattumanvaraisesti etenevié prosesseja, eli tapahtumia tai tapahtumien sarjaa, jonka
lopputulosta ei voida varmasti tietdd. Stokastisiin prosesseihin kuuluu paljon erilaisia pro-
sesseja, joista esimerkkeiné toimivat satunnaiskulku ja Bernoullin prosessi. Yksinkertaisin
mahdollinen esimerkki Bernoullin kokeesta on kolikonheitto. Kolikkoa heitettidessa, lop-
putuloksena voi olla kruuna tai klaava. Lopputulosta emme voi tietdd varmasti, mutta
voimme selvittad sille todennédkoisyyden.

Esimerkki 7.1. Jokainen luokan opiskelija heittda kolikkoa 100 kertaa ja taulukoi tu-
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Taulukko 7.1: Malli opiskelijan kokoamasta taulukosta

1. Esimerkki yhden opiskelijan 20 ensimmiisestad
heitosta

Heitto  Kruunien maaré otoksissa:

N Tulos ] 10 20
1 0
2 0
3 1
4 0
5 1 2
6 1
7 1
8 1
9 0
10 1 4 B
1 1
12 0
13 0
14 1
15 1 3
16 0
17 0
18 1
19 0
20 0 1 4 10

lokset ylos kruunalle arvon 1 ja klaavalle arvon 0. Tamén jalkeen opiskelijat analysoivat
saamiaan tuloksia.

1. Jaetaan 100 saatua tulosta 5 ryhmiin ja médritellddn kruunien miara (0, 1,...,5)
jokaisessa otoksessa (taulukossa 7.1 esimerkkiné oppilaan 20 ensimmaéisté heittoa).

2. Lasketaan suhteellinen frekvenssi kruunille jokaisessa viiden otoksen joukossa ja kiy-
tetddn sitd todenndkoisyyden p arviointiin. Taulukkoon 7.2 on koottu esimerkki 10
oppilaan saamista tuloksista.

3. Rakennettaan saamistamme tuloksista pylvisdiagrammi ja verrataan sitd ohjelmis-
tolla tehtyyn binomijakaumaan tilanteesta.

Esimerkissd 7.1 késiteltiin todennikoisyyslaskentaa kirja ”"Statistics and probability in
high school” esimerkkien mukaan. Esimerkki auttaa havainnollistamaan satunnaismuut-
tujan ja Bernoullin kokeen kisitettd. Otoskoon kasvaessa todennikoisyys ldhestyy bino-
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Taulukko 7.2: 10 oppilaan tulokset kokeessa

b. 10 oppilaan havaintojen frekvenssitaulukko

Todenndkdisyyden p arviot 5 heiton otoksista

Kruunien  Otoksen Suhteellinen
madara osuus Frekvenssi frekvenssi
0 0.00 6 0.030
10.20 22 0.110
2 0.40 77 0.385
30.60 56 0.280
4 0.80 32 0.160
51.00 710.035
Yhteensa 200 1.000

mijakauman mallia ja pienelld otoskoolla ei saada valttamatta vield selvid yhtenevaisyyk-
sia. Tapahtumille voidaan laskea todennékoisyyksid, mutta tehtdva auttaa ymmartamain
satunnaisuuden ldsndolon todennékoisyyslaskennassa. Kuten tutkielman luvussa 3 mai-
nittiin, stokastinen prosessi vaatii tarpeeksi monta kopiota prosessista, jotta sitid voidaan
analysoida riittdvan luotettavasti.

Bernoullin kokeessa ei kuitenkaan tarvitse olla yhta suuri todennédkéisyys molemmilla
vaihtoehdoilla, kuten edellisessid esimerkissd. Bernoullin kokeessa mahdollinen lopputulos
on onnistuminen, jota merkitddn luvulla 1 ja todennédkoisyydelld p tai epdonnistuminen,
jota merkitdén luvulla 0 todennékdisyydelld 1—p. Bernoullin kokeita toistettaessa n maara
saadaan aikaiseksi binomijakauma. Binomijakauma mééritelldén siis Bernoullin prosessin
kautta.

Esimerkki 7.2. Jaakko, Pekka ja Marja ovat yhtd taitavia koulussa. Heiddn mahdolli-
suutensa saada vihintddn arvosana 9 kokeesta noudattaa Bernoullin jakaumaa todennéa-
koisyydelld 0.8. Mikd on todennikoisyys, etti:

1. Tésmailleen yksi heistd saa vihintdan arvosanan 9.
2. Tasmalleen kaksi heistéd saa vahintddn arvosanan 9.

3. Kaikki kolme saavat vahintddn arvosanan 9.
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4. Kaikki saavat arvosanaa 9 huonomman arvosanan.

Ratkaisu:
Kyseessa on binomijakautunut muuttuja, jota voimme kutsua nimelld B. Talloin

B ~ Bin(3,0.8)

1. Lasketaan todennékoisyys P(B = 1). Jos yksi opiskelijoista onnistuu, kahden muun
pitda epdonnistua. Todennakéisyys yhden opiskelija onnistumiselle on siis
0.8-0.2-0.2=0.032.

Koska kuka tahansa kolmesta opiskelijasta voi saada arvosanaksi 9, lasketaan:
P(B=1)=3-0.032 = 0.096.

2. Lasketaan todennékéisyys P(B = 2). Todennékéisyys kahdelle onnistumiselle saa-
daan seuraavasti: 0.8 - 0.8 - 0.2 = 0.128. Téassdkin tehtdvassi pitdd muistaa, ettd
mahdollisia kombinaatioita on (3), joten P(B = 2) = (3) - 0.128 = 0.384.

3. Lasketaan P(B =3). P(B=3)=0.8-0.8-0.8=0.512.
4. Lopuksi lasketaan todennékoisyys P(B =0) =0.2-0.2-0.2 = 0.008.
Kasitellddn lopuksi vield esimerkkitehtévd yksinkertaisesta satunnaiskulusta.

Esimerkki 7.3. Monica on kuvassa 7.2 vasemmassa alakulmassa. Hén asuu samalla alu-
eella kavereidensa kanssa, joiden asunnot ovat neljan korttelin padssd Monican talosta.
Jérjestyksessd vasemmasta ylakulmasta oikeaan allakulmaan asuvat: Ari, Mira, Maarit,
Pekka ja Panu. Monica péitti, ettd hdn menee jollekin ystédvistddn kyladn satunnaisuuden
avulla. Monica heittds jokaisessa risteyksessd kolikkoa. Kruunan tullessa Monica menee
pohjoiseen ja klaavan tullessa Monica menee itddn yhden korttelin verran. Téssa tilantees-
sa ruudut kuvaavat kortteleita. Tehtavassa voitaisiin esimerkiksi selvittad kaikkien reittien
mairda tai todennidkoisyyksid, ettd kenelle kaverilleen Monica paatyy.

Todennakoisyyslaskennassa satunnaisuus ja stokastiset prosessit ovat mukana useissa
tehtévissd. Lukio-opetuksessa niitd ei kuitenkaan mainita. Satunnaisuuden parempi ym-
mértidminen voisi olla mahdollista varsinkin ylld olevien esimerkkien avulla ja samalla
voidaan kiyda lapi stokastisten prosessien késite.
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pro.)

Kuva 7.2: Monican satunnaiskulku
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