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Luku 1

Johdanto

Todennékoisyyslaskenta on aina kiinnostanut minua, koska se on niin konkreettinen mate-
matiikan osa-alue ja sitd voi soveltaa arkielimé&ssa monissa eri tilanteissa. Olen my6s aina
ollut kiinnostunut urheilusta ja erilaisista peleisté, joissa voidaan hyddyntaid todennakoi-
syyslaskentaa monella tavalla. Olen kuitenkin huomannut, ettd yleisesti todennakoisyys-
laskenta jakaa ihmisten mielipiteitd hyvin voimakkaasti. Muistan omalta lukioajaltani,
kuinka joillekin todenndkdisyyslaskennan kurssi oli todella helppo, kun taas monet, jotka
parjasiviat muuten hyvin matematiikassa, olivat sen kanssa suurissa ongelmissa. Omien
kokemuksieni perusteella vaittiisin, ettd selked enemmistd opiskelijoista koki kuitenkin
todennékoisyyslaskennan hankalana. Téhén samaan ilmiéon olen términnyt myohemmin
my6s yliopistolla, opettajan sijaisena, sekd jutellessani tuttavieni kanssa.

Ennen lopullista aiheeni valintaa kyselin vield joiltakin tuttaviltani, miten he olivat ko-
keneet todennékoisyyslaskennan lukiossa. Namé késitykset vastasivat varsin hyvin omaa
kokemustani. Parin ystidvini mielestd kurssi oli ollut helppo ja he kokivat sen mukavan
kiytdnnonn laheisend. Suurin osa tuttavistani piti todennékdéisyyslaskentaa kuitenkin to-
della vaikeana. Lainaan téssd suoraan erdan pitkin matematiikan lukeneen ystédvini kom-
menttia todenndkoisyys ja tilastot -kurssista: "Oli tosi vaikea kurssi, meiddn ryhmasta
oli kaikki ihan pihalla. Laskut sinénsi yksinkertaisia, mutta tehtivinantoja oli vaikea
hahmottaa ja siten lausekkeen muodostaminen oli vaikeaa.” Viimeistddn ndiden palaut-
teiden perusteella valitsin, ettd tdma oli sellainen aihe, johon halusin syventyd tarkemmin.

Téassé tutkielmassa pyrinkin selvittaméan miké tekee todennédkéisyyslaskennasta erilaista
muuhun lukio matematiikkaan verrattuna ja miksi se on joillekin niin vaikeaa. Pohdin
my06s voitaisiinko tdhdn vaikuttaa jotenkin opetuksellisin keinoin. Koska tyon laajuden
kurissa pitamiseksi jonkinlaisia rajauksia on pakko tehda, keskityn tutkielmassani nime-
nomaan lukion pitkdan matematiikkaan ja senkin osalta tarkastelen erityisesti klassista



todenndkoisyytta ja todennakoisyyden laskusddntoja.

Edelld mainituissa keskusteluissa tuttavieni kanssa huomasin myos, ettd monien mielesté
todennékoisyyslaskennan vaikeudet johtuvat siitd, ettd on vaikeaa muodostaa sanallisessa
muodossa olevasta konkreettisesta ongelmasta matemaattista kaavaa tai lausetta. Tas-
td syystd lahestyn aihetta osittain kielentdmisen ja sanallisten tehtdvien kautta. Tama
niakokulma on siindkin mielessé perusteltu, ettéd lahes kaikki lukion matematiikan toden-
nikoisyyslaskennan tehtivit voidaan luokitella sanallisiksi tehtéviksi.

Tulevana matematiikan aineenopettajana toivoisin, ettd tdmé tutkielma antaisi minul-
le eviitd auttaa tulevaisuudessa niitd oppilaitani, jotka kokevat todennédkdisyyslaskennan
haastavaksi. Omien opettajaopintojeni aikana minulle ei ole tullut missaén vaiheessa vas-
taan todennikoisyyslaskentaan liittyvid pedagogisia havaintoja tai ndkokulmia. Téssikin
mielessd koen taméan tyon tarkeand ja toivon, ettd siitd voi olla apua muillekin tuleville
opettajille, jotka pohtivat todennakoisyyslaskentaan ja sen opettamiseen liittyvid kysy-
myksia.



Luku 2

Todennakoisyyslaskenta

Téssa luvussa esitelladn tyon taustaksi hieman todennikoisyyslaskennan historiaa ja pe-
rusteita, aikaisempia tutkimuksia seké todennéikdisyyslaskennan kurssien sisaltojé lukiossa
ja yliopistossa.

2.1 Todennakoisyyslaskennan historiaa

Todennékoisyyslaskennan katsotaan saaneen alkunsa uhkapeleistd ja juuri niihin liittyen
todennakdisyyteen liittyvid kysymyksiad on pohdittu pitkdén. Varhaisimmista kirjallisista
tarkasteluista voidaan mainita italialaisen Cardanon noin vuonna 1526 kirjoittama kirja
noppapeleistd, jossa han esittdd mm. todennikoisyyksien kertolaskusdinnon. Vield aikai-
semmin on esitetty juutalaisessa laissa, Talmudissa, sddnt6ja yhdistettyjen todennakoi-
syyksien laskemiseksi. N&itd kiytettiin hyvéksi juridisissa tarkasteluissa. (Lehtinen, 2012.)

Varsinaisen todennikoisyyslaskennan alkuna pidetdén Chevalier de Meren Blaise Pasca-
lille (1623-1662) 1600-luvulla esittimid kahta uhkapeleihin liittyvad kysymysti. Pascal
késitteli naitd kysymyksié kirjeenvaihdossaan Pierre de Fermat'n (1601-1665) kanssa. En-
simmainen kysymys késitteli pelid, jossa jokaisessa erédssid molemmilla pelaajilla on yhta
suuret mahdollisuudet voittaa. Panoksena olevan rahasumman voittaa se pelaaja, joka en-
simmadisena voittaa kuusi erad. Miten rahat tulisi jakaa, jos peli keskeytetdan tilanteessa,
jossa toisella on 5 erdvoittoa ja toisella 37 Kirjeenvaihdossa molemmat padtyivét siihen
tulokseen, ettd rahat tulisi jakaa suhteessa 7:1, tosin eri tavoilla. Toinen kysymys liittyi
kahden nopan heittoon. He pohtivat kuinka monta kertaa noppia pitdéd heittdi, ettd kan-
nattaisi lyodé vetoa sen puolesta, ettd sarjassa on kaksoiskutonen. Tahin kysymykseen
teoreettisen ratkaisun pystyi 1600-luvun puoli vilissi esittdméin hollantilainen Christiaan
Huygens (1629-1695), joka hyodynsi ratkaisussaan odotusarvon ideaa ja sai vastaukseksi



25. Hanté pidetdin Fermat’'n ja Pascalin ohella ensimmaiisind klassisen todennékoisyys-
laskennan kehittdjind. 1700-luvun alussa todennikoéisyyslaskennan kehitykseen vaikutti
merkittdvimmin saksalainen Jakob Bernoulli. Haneltd on perdisin muun muassa yleisen
binomijakauman késite ja hdnen ansiokseen voidaan laskea my6s todennikdisyyskasityk-
sen laajentaminen pelkistd uhkapeleista arkitodellisuuteen. (Lehtinen, 2012.)

1700-luvun puolenvilin jalkeen analyysin voimakas kehitys johti myos todennékdisyyslas-
kennan kehitykseen. Télld ajanjaksolla todennékoisyyslaskentaan voidaankin liitta4 samo-
ja nimié, jotka olivat esillda muidenkin luonnontieteiden yhteydessia: Abraham de Moivre
(1667-1745), Pierre Laplace (1749-1827), Simeon Poisson (1781-1840) sekd Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). Klassisen todennékdisyyslaskennan rinnalle tuli nyt tilastollisen to-
dennikoisyyden kisite, jota pystyttiin hyodyntdméadn monissa eri tilanteissa mm. luon-
nontieteissi ja yhteiskuntatieteissi. Erityisesti tdssé voisi nostaa esille normaalijakauman,
jolla on hyvin monia eri sovellus mahdollisuuksia. (Lehtinen, 2012.; Koskenoja, 2002.)

1800-luvun alkupuolelle asti todennédkoisyyslaskenta kehittyi siis pitkélti analyysin rin-
nalla ja sen itsendisen kehityksen voidaan katsoa alkaneen 1800-luvun puolivilissd. Tés-
sd, merkittavissi roolissa olivat venéldiset matemaatikot, etuneniissid Pafnuti Tsebysev
(1821-1894). Hanen ansioikseen lasketaan mm. satunnaismuuttujan ja odotusarvon késit-
teiden kehittdminen. Todenndkoisyyslaskennan yleisen teorian loivat, niin ikdan venéldi-
set, Andrej Kolmogorov (1903-1987) ja Aleksander Hintsin (1894-1959). Teoria perustuu
Kolmogorovin vuonna 1933 julkaisemiin todennékoéisyyslaskennan aksioomiin, jotka toi-
mivat edelleen todennikoisyyslaskennan perustana. (Koskenoja, 2002.)

2.2 Klassinen todennikoisyyslaskenta

Klassisessa todennikoisyyslaskennassa tutkitaan tilanteita, tai ilmicité, joissa esiintyy sa-
tunnaisuutta. Naitd kutsutaan satunnaiskokeiksi. Klassiseen todennakoisyyteen liittyy, et-
td satunnaiskoetta on voitava toistaa samoissa olosuhteissa rajattomasti siten, etta toistot
ovat toisistaan riippumattomia.

Satunnaikokeen mahdollisia tulosvaihtoehtoja kutsutaan alkeistapauksiksi. Klassisessa to-
dennédkoisyydessd alkeistapauksia on aina ddrellinen méadrd ja ne kaikki toteutvat yhta
suurella todennakoisyydelld, eli ovat symmetrisia. Téasta esimerkkina toimii yhden kuusi-
sivuisen nopan heitto. Siind alkeistapauksia ovat luvut 1,2,3,4,5,6 ja todennikoisyys kai-

kille luvuille on %.



Alkeistapauksista muodostettuja mielivaltaisia osajoukkoja kutsutaan todennédkéisyyslas-
kennassa tapahtumiksi, ja niitd merkitdin usein isolla alkukirjaimella. Esimerkiksi nopan
heitossa merkinnalld, A=[2,4,6|, tarkoitetaan tapahtumaa "nopanheiton tulos on parilli-
nen”. Yleisesti tapahtuman A klassinen todennékoisyys méaritellddn lukuna

jossa n(A) on joukon A alkioden lukuméiri, eli tapahtumalle A suotuisten alkeistapaus-
ten lukumaéiré, ja n on kaikkien alkeistapausten lukuméara. Tastd méaarittelysta seuraa,
ettd tapahtuman, joka ei sisilla yhtaan suotuista alkeistapausta, todennékéisyys on 0, eli
tapahtuma on mahdoton ja vastaavasti kaikki alkeistapaukset siséltdvin joukon kisittavin
tapahtuman todennékéisyys on 1, eli tapahtuma on varma. Kaikkien muiden tapahtumien
todennakdisyys on jotain siltd valiltd. Tapahtuman A todennékéisyydelle péitee siis aina

0< P(A) < 1.

Klassisen todennikoisyyden maéritelméaa voidaan sellaisenaan soveltaa vain harvoihin, sen
ehdot tdyttiviin tilanteisiin. Tadma mairitelmé toimii kuitenkin pohjana muun muassa
geometrisen todennikdéisyyden ja tilastollisen todennéikdisyyden kisitteille, joiden avulla
voidaan tutkia todennédkoisyyksid myos yleisemmissa tapauksissa, kuten tilanteissa, joissa
alkeistapaukset eivit ole identtisid. (Koskenoja, 2002.)

2.3 Todennikoisyyslaskennan aikaisempaa tutkimusta

Shaugnessy (1990) pyrkii kirjallisuuskatsauksessaan kokoamaan yhteen siihenastisen to-
dennikéisyyslaskennan ja tilastotieteen opettamiseen liittyvan tutkimuksen tuloksia. Ku-
ten edelld esitetystd katsauksesta todennékoisyyslaskennan historiaan kiy ilmi, toden-
néikoisyyslaskenta on kehittynyt muihin matematiikan haaroihin verrattuna varsin myo-
hdan. Osittain tdstd johtuen todennékoisyyslaskenta on kouluissakin varsin uusi aihe, eiké
sille ole annettu muihin matematiikan osa-alueisiin verrattuna kovin paljon painoarvoa.
Néin ollen myoskiddn todennidkoisyyslaskennan opettamista ja oppimista ei ole tutkittu
kovin paljon. Katsauksessa kuitenkin todetaan, ettd tulevaisuudessa todennékoéisyyslas-
kennan ja tilastotieteen perusteiden arvo yhteiskunnassamme kasvaa, ja niiden hallintaa
vaaditaan monilla eri aloilla. Téstéd syystd Shaugnessy pitdd sitd monille koululaisille jo-
pa tarkeimpanid matematiikan haaraana, joten my6s todennédkoisyyslaskennan oppimisen
tutkimusta olisi syyta lisatd. Han jakaa todennékoisyyslaskennan tutkimuksen karkeasti
kahteen eri toimintatapaan. Toisessa vain tarkkaillaan ja pyritdan selvittdmaéaédn tutkitta-
van ryhmén kisityksis todennikoisyyslaskennasta, kun toisessa mallissa tutkijan ote on
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osallistuvampi ja hén pyrkii my6s vaikuttamaan tutkittavien todennékéisyyslaskentaan
liittyviin késityksiin ja uskomuksiin. Artikkelin mukaan ensimmaistd tapaa hyodyntavit
ldhinna psykologit ja jalkimméistd matematiikan kouluttajat. Yhteistyota ndiden tahojen
valilla olisi artikkelin mukaan kehitettdvi, jotta padstdan parhaaseen mahdolliseen loppu-
tulokseen erityisesti todennikdisyyslaskennan opettamisen kannalta. (Shaugnessy, 1990.)

Kirjallisuuskatsauksessa késitellyt tutkimukset osoittavat, ettd merkittava tekijé, joka vai-
kuttaa todennikoisyyslaskennan oppimiseen, on oppilaiden virheelliset ennakkokésitykset.
Tama kévi ilmi useissa erilaisissa tutkimuksissa. Yksi tyypillisimmista virhekésityksista
on se, etti pienen otoksen pitéisi edustaa koko perusjoukon todennikéisyysjakaumaa. Esi-
merkiksi kuusilapsisen perheen kohdalla pidetdian todennakoisempéanad, etta kolme lapsista
on poikia ja kolme tyttojé, kuin esimerkiksi tilannetta, jossa kaikki lapset olisivat poikia.
Toinen yleinen virhekésitys on, etti jos toistokokeessa yksi vaihtoehto on toistunut useas-
ti perakkiin, vaihtoehtoisen tapahtuman todennédkdisyys kasvaa. Jos esimekiksi kolikolla
on heitetty monta klaavaa perdkkiin, monet uskovat, ettd seuraavaksi kruunan todenna-
koisyys on suurempi, vaikka todellisuudessa yksittdisen heiton kohdalla todennékoisyydet
saada kruuna tai klaava ovat aina yhta suuret. Monissa tilanteissa myos inhimilliset tekijét
vaikuttivat koehenkildiden vastauksiin tilastollisia faktoja enemmén. Esimerkiksi kokees-
sa, jossa henkilo valittiin satunnaisesti joukosta, jossa 70 % oli lakimiehis ja 30 % insi-
noorejd, suurin osa vastaajista piti henkilén kuvauksen perusteella todennidkoisempéana,
ettd hin oli insin6ori. Koehenkiléiden mielipiteisiin vaikutti voimakkaasti sekin, kuinka
helppo heidén oli muodostaa esimerkkejé annetuista joukoista. Téstad esimerkkind suu-
rin osa vastaajista oli sitd mieltd, ettd kymmennen henkilén joukosta voidaan muodostaa
enemméin kahden henkilon pareja, kuin kahdeksan henkilon ryhmié, vaikka todellisuu-
dessa molempia voidaan muodostaa yhtd monta. Thmiset perustavat usein arvionsa myos
omiin henkilokohtaisiin kokemuksiinsa. Tadmén tapaiset virhekésitykset ovat usein vahvo-
ja, ja niitd voi olla hankala muuttaa. Myos todennikdoisyyslaskentaa opiskelleet henkilot
perustivat monissa tilanteissa arvionsa intuitioon matemaattisten mallien sijaan. Heille
erityisen vaikeita kisitteitd néyttivit tutkimuksien mukaan olevan riippumattomuus ja
ehdollinen todennékoisyys. Esille nousi myos vaikeudet sanallisten tehtavien tulkinnassa.
Tahan vaikuttaa erityisesti se, ettd todenndkdisyyslaskennassa on kiytéssa monia sellaisia
termeja, jotka ovat oppilaille arkielamésta tuttuja, mutta joilla on matematiikassa hieman
eri merkitys. (Shaugnessy, 1990.)

Matematiikan kouluttajien tekemdit tutkimukset jaetaan katsauksessa edelleen kolmeen
kategoriaan. Ensimmaisessd kategoriassa pyritddn selvittdméin, mitd todenndkoisyyslas-
kennan siséltoja oppilaat pystyvit missikin ifissa sisdistaméain, toisessa etsitdin yhteyksia
todennikoisyyslaskennan opettamisen sekd oppimisen, ja muiden tekijéiden, kuten asen-
teen tai matemaatiikan kielen kidyttdmisen vélille ja kolmannessa vertaillaan erilaisten



opetuksellisten ldhestymistapojen toimivuutta. (Shaugnessy, 1990.)

Fischbein ja Gazit pyrkivit tutkimuksessessaan etsimiidn vastauksia ensimméiseen ka-
tegoriaan liittyviin kysymyksiin. He jarjestivit 10-13 -vuotiaille oppilaille 12 oppituntia
sisdltdneen todenniksisyyslaskennan kurssin, jossa késiteltiin todennédkdisyyslaskennan
perusteita. Oppitunneilla tehtiin myos jonkin verran kokeellista tyoskentelyé, esimerkiksi
heiteltiin noppia ja nosteltiin eri virisid marmorikuulia. Tutkimukseen osallistui yhteenséa
noin kolmesataa oppilaista, joille ei oltu aikaisemmin opetettu todennikdisyyslaskentaa.
Kurssin jialkeen oppilaat vastasivat kahteen kysymyslomakkeeseen, jotka sisdlsivit erilaisia
todennékoisyyteen liittyvid tehtdvid. Ensimmaiselld lomakkeella testattiin suoraan heidan
kurssilla opiskelemiaan asioita. Toisen lomakkeen tarkoituksena oli selvittda, miten kurssi
on vaikuttanut episuorasti heidén todennikdisyyteen liittyviin ennakkokésityksiinsa. Téa-
mén selvittdmiseksi lomake teetettiin myos saman ikéisten oppilaiden verrokkiryhmalla,
jotka eivit olleet saaneet minkddnlaista todenndkéisyyslaskennan opetusta. Ensimmaisen
lomakkeen vastauksista ndkyi selvisti, ettd oppilaiden ikd vaikutti oppimistuloksiin mer-
kittavasti. 10-vuotiaista jokaisen kysymyksen kohdalla oikein vastasi selvisti alle puolet
oppilaista, kun taas 11-vuotiaista kysymyksesti riippuen oikean vastauksen tiesi 60-70 %
vastaajista. 12-13 -vuotiailla vastaava luku oli jo 80-90 %. Taméan perusteella vaikuttai-
si siis siltd, ettd 11-12 vuotta olisi otollinen iké aloittaa todennédkdisyyslaskennan opetus
kouluissa. Toisella lomakkeella saadut tulokset olivat vihan ristiriitaisempia. Niissdkin
oli nahtavissa idn selvi vaikutus, mutta todenndkoisyyslaskennan opettamisen merkitys
todennakoisyyskésityksen kehitykseen ei ollut yhta selked. Joidenkin kysymysten osalta
tutkittava ryhmaé selvisi kylla verrokkiryvhméa paremmin, mutta esimerkiksi tehtavissa,
jossa kysyttiin, onko todennédkoisempéa voittaa lotossa kiyttden aina samaa rivid, kuin
muuttamalla sitd, verrokkiryhméstd useampi vastasi oikein, eli ettd vaihtamisella ei ole
merktystd voiton todennakoisyyteen, kaikissa ikdryhmissa. Néin ollen todennédkéisyyslas-
kennan opettamisella naytti olevan osittain myd6s haitallisia vaikutuksia oppilaiden intui-
tiivisiin kasityksiin todennédkoéisyydesta. Tutkijat kuitenkin uskoivat, ettd kurssin opetusta
kehittamalla tastd ongelmasta voitaisiin padsti eroon. Muuten kurssin vaikutukset olivat
kuitenkin varsin positiivisia. (Fischbein & Gazit, 1984.)

Shaugnessy tutki itse opiskelijoiden kehittymistd todennikdisyyslaskennassa jérjestdmal-
ld4an kokeellisella kurssilla. Kurssilla kiytettiin toimintamallia, jossa oppilaille aluksi ker-
rottiin, millainen satunnaiskoe aiottiin tehdi. Sen jdlkeen oppilaat arvioivat itse, minké-
laisia tuloksia kokeesta saadaan. Seuraavaksi koetta testattiin kokeellisesti pienryhmissa
ja tulokset kirjattiin yl6s. Naiden tulosten pohjalta sitten muodostettiin teoreettinen malli
kyseisesta ilmiosta. Lopuksi naitd tuloksia verrattiin keskenéén ja Shaugnessyn kokemuk-
sen mukaan tadmé oli todella tehokas tapa virheellisten ennakkokésitysten korjaamiseen.
Muut tutkimukset ovat myos osoittaneet, ettd omien ennakkokésitysten vertaaminen ko-



keellisesti saatuihin tuloksiin on varsin toimiva ratkaisu. Naissdkddn tutkimuksissa virhe-
késityksié ei kuitenkaan kaikkien oppilaiden osalta saatu korjattua, mikéi osoittaa kuinka
hankalaa niistd on péistd eroon. Ensimméinen askel oppilaiden virhekésitysten korjaa-
miseen on kuitenkin opettajan omien virhekésitysten korjaaminen, muuten oppilaita on
vaikea auttaa. Tutkimuksessa nimittidin havaittiin, ettd myos monilla opettajilla oli edelld
mainittuja vaikeuksia todennékoisyyden kasitteiden kanssa. Shaugnessy nostaakin opetta-
jan roolin todennékoissyylaskennan opettamisessa todella tirkedin asemaan. Hin myos
toteaa, ettd jotta oppilaat voisivat oppia kiyttidméidn todennikodisyyden matemaattisia
malleja, heiddn on ensin pystyttdva luopumaan omista virheellisista ennakkokasityksis-
tddn. Juuri tdssd ammattitaitoisen opettajan rooli korostuu. (Shaugnessy, 1990.)

Vaikka todennékoisyyslaskentaa on oppitunneillakin helppo tutkia kokeellisesti, on té-
méan ldhestymistavan kanssa oltava varovainen. Kuten Shaugnessykin tutkimuksessaan
huomasi, oppilaat sisdistavit ja uskovat helposti sen, minkéa itse niakevit ja kokevat. To-
dennikoisyyden kisitteeseen liittyy kuitenkin aina satunnaisuutta, jota oppilaiden voi olla
vaikea ymmartdd. Jos matematiikan tunnilla heitetdén 12 kertaa kolikkoa, eikéd saadakaan
samaa maaraéd kruunia ja klaavoja, oppilaat eivit vilttaméattd hyviksy teorian paikkansa-
pitdvyytta. Pahimmassa tapauksessa téllaiset kokeet saattavat jopa muuttaa oppilaiden
alunperin oikeita késityksié, kuten kivi ilmi myo6s Fischbeinin ja Gazitin tekemésta tutki-
muksesta. Toisaalta myoskddn puhtaasti teoreettinen ldhestymismalli ei ole tukimuksissa
osoittautunut tehokkaaksi, joten opettajan on tasapainoiltava néiden vilissd. My6s tdma
tekee todennékoisyyslaskennan opettamisesta haastavaa. (Hawkins & Kapadia, 1984.)

Tehdéén lopuksi vield lyhyt katsaus Jani Kiviharjun tutkielmaan. Se on erityisen mielen-
kiintoinen, koska tutkimuksen ldhtokohdat ovat siind hyvin samankaltaiset oman tutkiel-
mani kanssa. Kiviharju pyrkii selvittdméaan lukio-opiskelijoiden kisityksia todennakoisyys-
laskennasta ja lukion todennékoisyyslaskennan kurssista. Myos hin on tehnyt havainnon,
ettd todennikoisyyslaskenta koetaan lukiossa hyvin poikkeavaksi muihin matematiikan
aihealueisiin verrattuna ja hén etsii tdlle nikemykselle vahvistusta sekd mahdollisia syité
opiskelijoiden todenndkoéisyyslaskentaan liittyville vaikeuksille. Tutkimusta varten haas-
tateltiin yhdeksdd vapaaehtoista Helsingin normaalilyseon lukion 3. vuosikurssin opiskeli-
jaa, jotka olivat kaikki suorittaneet pitkdn matematiikan todennakoisyyslaskennan kurssin
MAAG6. Haastattelujen perusteella vastaajien kisitykset todennédkéisyyslaskennasta ja to-
dennékoisyyslaskennan kurssista jaettiin neljadn pédluokkaan, jotka olivat erilainen ajat-
telutapa, epavarmuus, irrallisuus ja kiytdnnonldheisyys. (Kiviharju, 2011.)

Kaikki haastateltavat kokivat, ettd todennéksisyyslaskennan tehtidvien tekeminen ja teo-

rian ymmartaminen vaativat muusta matematiikasta poikkeavaa ajattelutapaa. Tata néa-
kemystd haastateltavat selittiviit erityisesti silld, ettd todennékoisyyslaskennassa ei ole

10



juuri mekaanisia tehtdvid ja valmiiden ratkaisumallien puuttuminen korostaa oman ajat-
telun merkitystd. Tdmén takia monen oli vaikea hahmottaa tehtavissd kuvattuja tilantei-
ta, eivitkd he ndin ollen piisseet eteneméin ratkaisussa. Toisaalta osa vastaajista koki
todennédkoisyyslaskennan muuta matematiikkaa kevyempénd, koska laajojen teorioiden
sijaan se perustuu heiddn mukaansa tietyn perusajatuksen ymmartamiseen. Epdvarmuu-
della tarkoitetaan téssé sitéd, ettd osa vastaajista koki ongelmalliseksi, ettd todennakoi-
syydet antavat vain arvion tilanteesta, eivitkd varmaa tulosta, kuten yleensd matema-
tiikassa on totuttu. Tastéd syystd jotkut haastateltavat kokivat todennikéisyyslaskennan
jopa taysin hyodyttoméksi. Todennédkoisyyslaskennan irrallisuus muusta matematiikasta
tuli my6s esille 1dhes kaikkien haastateltavien kohdalla. Kun muut matematiikan kurs-
sit muodostivat yhtendisen kokonaisuuden, todennédkdisyyslaskennan kurssi ei vastaajien
mielestd liittynyt oikastaan milldén tavalla muihin kursseihin. Yksi vastaaja koki, ettd
kurssin sisdlldkin asiat jiivat irrallisiksi. Irrallisuus koettiin ongelmalliseksi, koska kurs-
silla opitut asiat unohtuivat nopeasti, kun niitd ei késitelty muilla kursseilla. Osittain
tastd johtuen moni sanoi, ettei aio kerrata todennédkoisyyslaskentaa ylioppilaiskirjoituksia
varten ollenkaan, tdh&n vaikutti tosin my6s todennékdisyyslaskennan vahiinen painoarvo
kirjoituksissa. Ensimmaéiset kolme péailuokkaa toivat esille ldhinné negatiivisia kisityksia
todennikoisyyslaskentaa kohtaan, mutta kiytdnnonlaheisyys koettiin sen sijaan pelkés-
tddn positiivisena tekijinid. Lihes kaikki vastaajat olivat sitd mieltd, ettd todennakoi-
syyslaskentaa voi hyédyntdad koulun ulkopuolellakin vastaan tulevissa tilanteissa, kuten
tyoelamaissa ja harrastuksissa. Haastatteluissa nousivat esille myos erilaiset havainnollis-
tamiskeinot opetuksessa, kuten kappaleiden nostaminen laatikosta tai korttipakan kayt-
tdminen dokumenttikameralla, jotka olivat lisinneet monien opiskelijoiden motivaatiota
todennékoisyyslaskentaa kohtaan. (Kiviharju, 2011.)

2.4 Todennakoisyyslaskenta lukion opetussuunnitelman
perusteissa

Taméanhetkiset lukion opetussuunnitelman perusteet on otettu kiyttoon vuonna 2003 ja
kaikkien lukioiden opetussuunnitelmat rakentuvat niiden varaan. Tastd syystd on hyvi
kiyda lapi, minkélaiset raamit tdmaé asiakirja antaa todennakéisyyslaskennan opetukselle
lukiossa. Tarkastellaan téssé opetussunnitelman perusteita sekd pitkin, ettd lyhyen ma-
tematiikan kannalta.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa todetaan: "Matematiikan opetuksen tehtdvana on
tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoi-
hin ja rakenteisiin, opettaa kiyttdméin puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd seka
kehittda laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja.” Kaikki edelld mainitut taidot
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ovat olennaisia myds todennékoisyyslaskennassa. Asiakirjassa mainitaan myos, ettd ma-
tematiikan opetuksessa tutkitaan matematiikan ja arkieliméin valisid yhteyksid. Téssikin
todennékoisyyslaskenta on tirkefissd roolissa, koska siinéd kisitelldiin nimenomaan joka-
péiviisessd elamaéssd eteentulevia tilanteita, monilta elamén eri osa-alueilta.

Pitkéssa matematiikassa varsinainen todennikdisyyslaskennan kurssi on MAAG, todenné-
kéisyys ja tilastot. Lukion opetussuunnitelman perusteissa mainitaan, etté kurssin keskei-
sid sisiltoja todennikoéisyyslaskennan osalta ovat: klassinen ja tilastollinen todennikoi-
syys, kombinatoriikka, todennikoisyyksien laskusddnnot, diskreetti ja jatkuva todenné-
koisyysjakauma, diskreetin todennékéisyysjakauman odotusarvo, sekd normaalijakauma.
Kurssin tavoitteena on perehtyé edellaimainittuihin osa-alueisiin ja oppia soveltamaan dis-
kreetin jakauman odotusarvoa, sekd normaalijakaumaa. Lyhyessid matematiikassa toden-
nikoisyyslaskenta on puolestaan siséllytetty kurssiin MABS, tilastot ja todennikdisyys.
Kuten kurssin nimestikin kdy ilmi, painotus on pitkdn matematiikan kurssista poiketen
tilastoissa. Kurssin keskeisid siséltoja ovat jatkuvien ja diskreettien jakaumien tunnus-
lukujen maarittaminen, normaalijakauma ja jakauman normittaminen, kombinatoriikka,
todennidkoisyyden kisite sekd todennédkoisyyden laskulakien ja niitd havainnollistavien
mallien kiytto. (Lukion opetussuunnitelman perusteet, 2003.)

Uudet lukion opetussuunnitelman perusteet otetaan kiayttéon 1.8.2016 alkaen ja opetus-
hallitus on laatinut niistd luonnoksen, joka julkaistiin 14.4.2015. Luonnoksesta jirjeste-
tdan vield virallinen lausuntokierros, jonka perusteella tehddan tarvittavat muutokset.
Tehdédén téssd kuitenkin lyhyt katsaus, miten lukion opetussuunnitelman perusteet to-
dennikoisyyslaskennan osalta olisivat luonnoksen perusteella muuttumassa.

Pitkdn matematiikan osalta todennékoisyyslaskennan kurssin keskeiset sisillét ovat py-
syneet tiasmailleen samana. Kurssin tavoitteetkaan, eivit ole merkittavisti muuttuneet.
Ainoa lisdys on, ettd opiskelijan tavoitteena on osata kiyttdd teknisid apuvilineitd digi-
taalisessa muodossa olevan datan késittelemisessé, jakaumien tunnuslukujen masrittami-
sessd, sekd todennidkoisyyksien laskemisessa annetun jakauman parametrien avulla. Ken-
ties suurin muutos on kuitenkin se, ettd kurssien jarjestystd on muutettu. Todennakoi-
syys ja tilastot on luonnoksessa nimetty kurssiksi MAA1Q, eli se opiskeltaisiin pakollisista
matematiikan kursseista viimeisend. Lyhyessd matematiikassa pakollinen Tilastot ja to-
dennékoéisyys -kurssi on edelleen MAB5, mutta uutena luonnoksessa on valtakunnallinen
syventavi kurssi MABS, Tilastot ja todennikéisyys II. Kyseinen kurssi nostaisi todenné-
koisyyslaskennan painoarvoa lyhyessd matematiikassa selvisti. Kurssien sisdlt6ja on muu-
tettu siten, ettd esimerkiksi normaalijakauma on siirretty kokonaan kurssille MABS, ja
kurssille MAB5 on tilalle otettu regression ja korrelaation kisitteet. Syventdvin kurssin
muita keskeisié siséltojd ovat toistokoe ja binomijakauma seké luottamusvilin kiisite. Myos
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lyhyen matematiikan tavoitteisiin on lisdtty teknisten apuvilineiden kaytto. Todennakoi-
syyslaskennan ulkopuolella merkittdvin muutos tissid luonnoksessa on varmasti se, ettd
jatkossa ensimmaéinen matematiikan kurssi olisi kaikille lukiolaisille yhteinen ja vasta sen
jalkeen jakaudutaan pitkén ja lyhyen matematiikan ryhmiin. (Lukion opetussuunnitelman
perusteet, luonnos, 2015.)

2.5 Todennakoisyyslaskenta lukion pitkin matematii-
kan oppikirjoissa

Tarkastellaan tassd vihan lukion pitkdn matematiikan oppikirjoja, lahinna siltd kannalta,
mitéd lukiossa aiheesta opetetaan. Alussa kiytiin toki jo ldpi lukion opetussuunnitelman
perusteiden antamat raamit, mutta ne ovat varsin suurpiirteiset ja siksi on syyté tutustua
lukion pitkdn matematiikan todenndkéisyyslaskennan sisdltoihin vahan tarkemmin.

Katsotaan ensin kirjaa Pyramidi 6, lukion pitkd matematiikka, todenndkéisyys ja tilastot,
vuoden 2012 painos. Kirjan todennikéisyyslaskennan osio on jaettu lukuihin: Johdanto
todennikoisyyteen, Joukko-oppia, Kombinatoriikkaa, Todennakoisyys kisite, Todennakoi-
syyden laskusdantdja ja Jakauma. Jatetadn kuitenkin viimeinen luku, Jakauma, tissa ka-
sittelemétté, koska en késittele tutkimuksessani jakaumia.

Ensimmadisessd luvussa, Johdanto todenndkdisyyteen, kerrotaan lyhyesti todennékoisyys-
laskennan historiasta. Varsinaisesti aihe aloitetaan kappaleella Joukko-oppia, jossa esi-
telladn todennakoisyyslaskennassa tarvittavia joukko-opin kasitteitd ja merkintdja, kuten
joukko, alkio, yhdiste, leikkaus ja komplementti.

Luvussa Kombinatoriikkaa kiydadn ensin ldpi tulo- ja summaperiaatteet yksinkertaisten
esimerkkien avulla. Sen jéilkeen siirrytddn permutaation késitteeseen. Permutaatioiden lu-
kuméirin laskeminen johdetaan tuloperiaatteen avulla ja niin kertoman idea on helppo
ymmartid. Kappaleessa esitetddn ja johdetaan vield k-permutaatioiden, sekd kombinaa-
tioiden lukumaééarian laskeminen. Permutaatiot ovat siis jonkun joukon A alkioista muo-
dostettuja jonoja, joissa alkioiden jérjestys on oleellinen. Kombinaatiot taas ovat joukon
A osajoukkoja, joten alkioiden jarjestykselld ei ole merkitysté.

Seuraava kappale, Todennikoisyyskisite, aloitetaan satunnaisilmiéiden mallintamisella,
ja siind kdydian selkeésti lapi mallintamisen vaiheet: 1. alkeistapausten maarittdminen,
2. tapahtuman valinta ja 3. todennékoisyyksien madrittdminen. Tdméan jdlkeen kiydain
erikseen lipi tilastollinen, geometrinen ja klassinen todennékoisyys, jotka kuitenkin kaikki
perustuvat samaan ajatukseen, eli jaetaan suotuisten alkeistapausten lukuméara kaikkien

13



alkeistapausten lukumaéralla. Alkeistapausten madrittamistavat vain poikkeavat toisis-
taan naissd kolmessa eri tapauksessa.

Luvussa Todennakoisyyden laskusadntoja harjoitellaan sitten laskemaan todennékoisyyk-
sid erillaisissa tilanteissa. Aluksi késitelliin komplementti— ja yhteenlaskusdannot, jotka
myo0s perustellaan selkedsti. Seuraavaksi esitelldédn ehdollinen todennékoisyys ja sen yhtey-
desséd kertolaskusdantd. Tamén jilkeen kasitelldsin riippumattomuutta ja kertolaskukaava
riippumattomille tapahtumille. Kappaleen lopuksi esitellién vield toistokoe ja binomito-
dennékoisyys. (Kontkanen ym., 2012.)

Tarkastellaan vertailun vuoksi my6s kirjaa Pitkd matematiikka 6, Todennékéisyys ja tilas-
tot, vuoden 2015 painos. Toisin kuin Pyramidissa, tdssd kirjassa tilastoja ja todennékoi-
syyksié ei ole jaoteltu erikseen omiksi kokonaisuuksikseen, vaan niita kisitelldén osittain
lomittain. Kirja on jaettu seuraaviin lukuihin: Todennékéisyys, Todennékoisyyksia alkeis-
tapauksia laskemalla, Geometrinen todennékoisyys, Satunnaismuuttujan odotusarvo, Tu-
loperiaate, Jarjestysten lukumaéréd, Osajoukkojen lukuméiara, Pascalin kolmio, Todenné-
koisyyksid kombinatoriikan avulla, Kertolaskusaianto, Yhteenlaskusadnto, Toistokoe, Dis-
kreetti tilastollinen jakauma, Jatkuva tilastollinen jakauma, sekdi Normaalijakuma. Kes-
kitytddn taas klassiseen todennikoisyyslaskentaan, joten jatetddn tarkastelematta luku
Satunnaismuuttujan odotusarvo, seké jakaumia késittelevit luvut. Luku Pascalin kolmio
on kirjassa opetussuunnitelman perusteiden ulkopuolisena, syventivana asiasisaltona. Ei
mennd sithenkdin tissi sen tarkemmin, mutta on hauska idea, etta opiskelijat voivat niah-
dd binomikertoimien ja potenssin (a + b)" vilisen yhteyden.

Ensimméinen luku, Todennédkoisyys, vastaa sisdlloltdédn pitkalti Pyramidi-kirjan lukua
Todennékoisyyskasite. Tosin geometrinen todennédkoisyys on erotettu tastd omaksi luvuk-
seen ja toisaalta téssd kisitellddn vastatapahtuman todennikoéisyyden laskeminen, joka
Pyramidissa tulee vasta loppupuolella kirjaa. Luvussa Todennékéisyyksié alkeistapauksia
laskemalla harjoitellaan nimen mukaisesti laskemaan todennikdisyyksié tilanteissa, joissa
alkeistapausten madrit pitda laskea erikseen. Sen jilkeen padstddn lukuun Geometrinen
todenndkdisyys.

Seuraavaksi ovat vuorossa luvut Tuloperiaate, Jarjestysten lukuméaéra ja Osajoukkojen
lukuméara. Namé kolme lukua vastaavat sisélloltdédn Pyramidin lukua Kombinatoriik-
kaa. Naiden aiheiden kasittelyjarjestys on molemmissa kirjoissa kdytdnnossa sama, mutta
eroja loytyy termien kiytossa. Pitkd matematiikka-kirjassa kidytetdan padasiassa suomen-
kielisia termejd jarjestysten lukumé&ira ja osajoukkojen lukuméiri, kun taas Pyramidissi
puhutaan enimmaikseen permutaatioista ja kombinaatioista. Mielestini tésséi asiassa suo-
menkieliset termit ovat selkeimpié ja antavat opiskelijoille selkeimmmaéan kuvan, mista
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todella on kyse. Luvussa todennikoisyyksid kombinatoriikan avulla harjoitellaan sitten
laskemaan alkeistapauksien méirda vasta opituilla menetelmilla.

Luvut Kertolaskusdanto, Yhteenlaskusdantoé ja Toistokoe puolestaan vastaavat sisallol-
taan pitkalti Pyramidin lukua Todennikoisyyden laskusddntoja. Suurin ero néissid tulee
ldhinna siind, ettd Pyramidissa kertolaskusdianto ja yhteenlaskusdantd kisitellddn toisin
péin. (Kangasaho ym., 2015.)

Yleisesti voidaan sanoa, ettd sisdlloltdan nama kirjat eivdt juuri poikkea toisistaan, jo-
ka on tosin ymmaérrettivia, koska molempien tulee noudattaa lukion opetussuunnitelman
perusteita. Aiheiden kisittelyjirjestyksessd on sen sijaan varsin suuriakin eroja. Merkit-
tavimpand ehké se, ettd Pyramidi alkaa joukko-opin kisitteilld ja kombinatoriikalla, joita
voidaan sitten hyodyntda todennikoisyyslaskennassa. Pitkdssd matematiikassa taas 1ah-
detddn suoraan liikkeelle todennédkoisyyslaskennan perusteista ja opetellaan sitten joukko-
oppia ja kombinatoriikkaa sen mukaan, kun ne tulevat tarpeellisiksi. Pitkd matematiikka
-kirjassa pyritddn myos karsimaan uusien termien ja merkintdjen kdyttod. Jo mainittu-
jen seikkojen liséksi kirjassa ei esimerkiksi kiiytetd ollenkaan yhdiste- ja leikkaustermeja
eiké -merkint6jd, vaan pelkistdin sanoja ja” ja "tai”. Taméi saattaa osaltaan helpottaa
opiskelijoita keskittyméan olennaiseen, mutta toisaalta jatkon kannalta voisi olla myos
hyodyllistd oppia kiytamaan matematiikassa yleisesti kiytettavia termejd ja merkintoja.

2.6 Todennakoisyyslaskenta Helsingin yliopiston mate-
matiikan aineenopettajan opinnoissa

Tutustutaan vertailun vuoksi lyhyesti myos todenndkdisyyslaskennan opetukseen Helsin-
gin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella. Matematiikan aineenopettajao-
piskelijoiden opintoihin kuuluu pakollisena kurssi Johdatus todennékdisyyslaskentaan (5
op). Koska aineenopettajaopiskelijoilla on varsin vihén (35 op) vapaavalinnaisia matema-
tiikan opintoja, eikd muita todennakoisyyslaskennan kursseja ole mydskadn aineenopetta-
jille suositeltavien kurssien listalla, on kyseinen kurssi monelle opettajalle ainoa suoritettu
todennékoisyyslaskennan kurssi. (Tutkintovaatimukset, 2014). Tésta syysté tarkastellaan
todennékoisyyslaskennan opetusta yliopistossa nimenomaan kyseisen kurssin kannalta.

Kevaalld 2015 pidetyn Johdatus todennédkoisyyslaskentaan -kurssin kotisivujen mukaan
kurssikokeessa kysyttavit asiasisillot 10ytyvat luentokalvoilta, sekd Pekka Tuomisen kir-
jasta Todennékoisyyslaskenta 1, josta on erikseen méaéritelty kurssilla kasiteltavit luvut.
Luennoilla kiydaan kotisivujen mukaan lipi seuraavia asiasisiltoja mainitussa jarjestyk-
sessé: todennédkoisyyden aksioomat, ehdollinen todennékéisyys, riippumattumuus, toisto-
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koe, kombinatoriikka ja otantamallit, satunnaismuuttujat ja niiden tiheys- ja kertymé-
funktiot, Bayes-pééttely, Poisson-aproksimaatio, odotusarvo ja muita jakauman tunnus-
lukuja, varianssi, sekd keskeinen raja-arvolause ja normaalijakauma. (Johdatus todenné-
koisyyslaskentaan, 2015)

Kuten edelld esitetyistd kurssin sisilloistd havaitaan, niissd esiintyy paljon samoja asioi-
ta ja kisitteitd kuin lukio matematiikassakin. Matemaattisen siséllon osalta kyseiselld
kurssilla erityisesti erilaisia jakaumia ja niiden sovellusmahdollisuuksia késitelldin huo-
mattavasti lukiota laajemmin. Téssad tyOssad keskitytadn kuitenkin erityisesti klassiseen
todennékoisyyteen ja todennikoisyyden laskusddntoihin, ja ndiden osalta yliopiston kurs-
silla kdsiteltdavit aihekokonaisuudet eivit juurikaan ole lukion oppiméaraé laajempia. To-
dennikoisyyden késitettd kuitenkin tarkastellaan kyseiselld kurssilla lukiosta poikkeavasta
nikokulmasta, joka selvidd Tuomisen kirjaa tarkastelemalla. Lihtokohtana kirjassa ovat
todennékoisyyden aksioomat, joiden varaan koko todennikoisyyslaskennan teoria raken-
tuu. Aksiomaattinen tarkastelu perustuu todennékoisyysavaruuden késitteeseen, joka on
riittdvin yleinen erilaisten satunnaisilmiéiden matemaattisen kasittelyn perustaksi. To-
denn#koisyysavaruuden muodostaa kolmikko (€2, ), P), jossa  on kaikki alkeistapaukset
sisaltivi perusjoukko, F' on kokoelma 2:n osajoukkoja, joita kutsutaan tapahtumiksi ja
P on kuvaus P : F' — R, jota kutsutaan todennakoisyydeksi, jos se tayttdd tietyt eh-
dot. Kyseinen kolmikko on siis todennédkéisyysavaruus, mikili se tayttad tietyt maaritel-
lyt ehdot. Juuri néité ehtoja kutsutaan todennékoisyyden aksioomiksi. (Tuominen, 1990.)

Todennékoisyysavaruuden késitteen ja todennikoisyyden aksioomien avulla pystytadn pe-
rustelemaan ja todistamaan monia lauseita ja tuloksia, jotka jaivét lukiossa vaille selityk-
sid. Téassd onkin suurin ero yliopiston ja lukion todenndké6isyys kurssien valilld. Yliopistos-
sa kaikki perustellaan huolellisesti ja uudet kisitteet rakentuvat jo opitun tiedon varaan,
koska uusien lauseiden todistuksessa kidytetddn jo oppittuja sisdltoja. Néin todennakoi-
syyslaskennasta muodostuu varmasti opiskelijoille selkeimpi kokonaisuus. Toisaalta tama
edellyttid sen verran syvempii matemaattista osaamista, ettei vastaava toimintamalli ole
ainakaan suoraan siirrettavissa lukio-opiskeluun.
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Luku 3

Matemaattinen osaaminen

Jotta voidaan ymmartaa, miki tekee todennikoisyyslaskennasta oppilaille haastavaa, on
tarpeellista tietdd, mitd matemaattisella osaamisella yleisesti tarkoitetaan. Otetaan tissa
esiin Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin esittdma nédkemys, jonka mukaan yksilon mate-
maattinen patevyys koostuu viidestd osa-alueesta, jotka ovat kasitteelinen ymmartaminen
(conceptual understanding), proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency), strateginen
kompetenssi (strategic competence), mukautuva pédttely (adaptive reasoning), seké yrit-
telidiisyys (productive disposition). Namé piirteet eiviit kuitenkaan ole erillisid, vaan ne
ovat kietoutuneet toisiinsa ja ne kaikki riipuvat toisistaan. (Joutsenlahti, 2005, 96.)

Kasitteelliselld ymmartamiselld tarkoitetaan tissid matemaattisten kisitteiden, operaa-
tioiden ja relaatioiden ymmartadmista. Proseduraalinen sujuvuus taas on taitoa kiyttda
proseduureja joustavasti, huolellisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti. Kaytannossa
tdman osa-alueen voi kiteyttdd laskemisen sujuvaksi osaamiseksi. Strateginen kompetens-
si on kyky formuloida, esittdé ja ratkaista matemaattisia ongelmia. Erityisesti se liittyy
tilanteisiin, joissa oppilas ei tiedd etukdteen, mitd ongelman ratkaisumenetelméd hénen
tulee kiyttaa. Tallaisessa tilanteessa oppilaan on hallittava useita eri ratkaisustrategioi-
ta ja osattava tunnistaa tehtédvistd ratkaisun kannalta olennaiset piirteet. Lisdksi hdnen
pitdd pystyd muotoilemaan ongelma matemaattisesti ratkaistavaan muotoon. Mukautuva
pidttely on pystyvyyttad loogiseen ajatteluun, reflektointiin, selittdmiseen ja todistami-
seen. Toisin sanoen se on kykyid ajatella loogisesti eri kisitteiden ja tilanteiden valisista
suhteista. Yksi sen ilmenemismuodoista on taito osoittaa riittavit perustelut omille ratkai-
suilleen eri tilanteissa. Viimeinen osa-alue, eli yrittelidisyys on kykya ndhdi luontaisesti
matematiikka jarkevina, hyddyllisend ja arvokkaana, sekd uskoa ahkeruuden merkityk-
seen ja omiin kykyihin. (Joutsenlahti, 2005.)

Monet muutkin tutkijat ovat esittdneet omia versioitaan matematiikan osaamiseen vaa-
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dittavista taidoista. Termit ja esitysasu néiden teorioiden vélillad vaihtelevat, mutta usein
ne ovat sisdlloltdin varsin samanlaisia. Otetaan tissd vertailun vuoksi esimerkkind Kru-
tetskiin vuonna 1976 julkaisema malli, jonka mukaan matemaattinen kyvykkyys koostuu
yhdekséstd eri komponentista. Ne ovat:

1.
. Kyky yleistda matemaattisia tuloksia

. Kyky kiiyttdd matemaattisia symboleita, sisidltden numerot.

. Kyky hahmottaa avaruudellisia késitteité.

. Kyky ajatella loogisesti.

. Kyky tiivistad ajattelu prosessia.

. Kyky vaihtaa joustavasti matemaattisesta lihestymistavasta toiseen.

00 =~ O O = W o

Kyky erottaa matemaattisesta ongelmasta formaalit rakenteet ja operoida niill.

. Kyky saavuttaa selkeys, yksinkertaisuus, taloudellisuus seké jérkevyys matemaattisissa

perusteluissa ja todistuksissa.

9.

Kyky muistaa hyvin matemaattisia sisaltoja ja ideoita.

(Orton, 2004, s.143.)
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Luku 4

Sanalliset tehtavat ja kielentaminen

Téassa tyossa on tarkoitus tarkastella todennikoisyyslaskentaa nimenomaan sanallisten
tehtdvien ja kielentdmisen nidkokulmasta. Téssé luvussa esitellddn teoriaa néiltd alueilta
tutkimuksen pohjaksi.

4.1 Sanalliset tehtavat

Todennékoisyyslaskennan tehtévit ovat usein sanallisia tehtévié, joten tarkastellaan téssa
hieman niité ja sitd, minkélaisia haasteita ne asettavat opiskelijoille.

Sanallisia tehtéville on vaikea antaa tarkkaa ja yksiselitteistd méaritelmaéd. Niiden voi-
daan kuitenkin ajatella olevan sanallisia kuvauksia ongelmatilanteista, jotka pyritdan rat-
kaisemaan tehtavissid annettujen numeeristen tietojen avulla, soveltamalla matemaattisia
operaatioita (Verschaffel, 2000). Sanalliset tehtdvit ovat olennainen osa koulumatematiik-
kaa ja siksi onkin syytd hieman pohtia miksi niitd hyddynnetddn muun muassa oppikir-
joissa niin paljon.

Sanallisilla tehtavilld pyritadn kehittdméin opiskelijoiden valmiuksia hyodyntdd mate-
matiikan taitojaan arkielimaissi. Sanalliset tehtavit kisittelevit usein kiytdnnonléheisia
tilanteita, jotta opiskelijat nédkisivat, ettd matematiikkaa on tarpeellista monilla elaméin
eri osa-alueilla. Samalla téllaiset tehtdvit voivat motivoida opiskelijoita matematiikan
opiskeluun. Sanallisten tehtédvien avulla voidaan mydos kehittdé opiskelijoiden luovaa ajat-
telua ja ongelmanratkaisukykyd. Parhaimillaan opiskelijat saattavat sanallisia tehtivia
ratkaistessaan myds oivaltaa itse heille uusia matemaattisia rakenteita ja taitoja. Sanalli-
set tehtivit voivat tarjota opiskelijoille onnistumisen eldmyksié ja siten kohottaa heidén
luottamustaan omiin matematiikan taitoihinsa. (Verschaffel, 2000.)
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Sanalliset tehtdvit vaativat oppilailta monia erilaisia taitoja ja siksi ne koetaan usein
vaikeiksi. Sanallista tehtavid ratkaistaessa oppilaan tulee ainakin ymmaértia lukemansa,
maarittad tehtavissa annettujen kasitteiden viliset yhteydet, karsia tarpeeton tieto, tun-
nistaa tuntematon muuttuja, valita oikeat matemaattiset operaattorit, sekd mahdollisesti
muodostaa ja ratkaista yhtdlo. Vaikka matematiikan opiskelun tarkoituksena voidaankin
pitdd matemaattisten kisitteiden ja niiden vélisten yhteyksien syvillistd ymméartimista,
eli kisitteellistd ymmértamisti, niin tdméan tavoitteen saavuttamiseksi tarvitaan myos pe-
ruslaskutoimitusten kaavamaista opettelua, jota nimitettiin edelld proseduraaliseksi suju-
vuudeksi. Jotta oppilaat pystyisivit ratkaisemaan vaativia matemaattisia ongelmia, tay-
tyy muun muassa edelld mainittujen taitojen osaamisen olla lahes automaattista. Muuten
kaikki ajattelu tdytyy kohdentaa néihin perusasioihin, eiki kapasiteettia jaa endd todelli-
sen ongelman pohtimiseen. Téstd syystd koulumatematiikalle ominainen yksinkertaisten
tehtdvien runsas harjoittelu ja tietyn tyypisen ratkaisumallin ulkoaopettelu on osittain
perusteltua. (Reed, 1999.)

Sanallisten tehtévien kaavamaisesta ratkaisemisesta seuraa kuitenkin usein se, ettd opis-
kelijat eivit ymmaérrd niiden yhteytta reaalimaailmaan, eiviitki tehtévissa esiintyvien ma-
temaattisten kasitteiden todellista merkitystd. Téasta johtuen monet ratkaisevat sanallisia
tehtdvid poimimalla tehtdvinannossa annetut lukuarvot ja muodostavat néiden vilille jon-
kinlaisia laskutoimituksia, joilla ei ole valttdméatta mitddn tekemistd itse tehtdavian kans-
sa. Tdma havainto tehtiin muun muassa tutkimuksessa, jossa 13-14 -vuotiaille oppilaille
useasta eri maasta annettiin ratkaistavaksi sanallisia tehtivié, josta oli selviisti ndhtévissa,
ettd niitd ei voida ratkaista. Téstd huolimatta suurin osa oppilaista tarjosi vastaukseksi
jotain numeerista ratkaisua. (Verschaffel, 2000.)

Vaikka sanallisten tehtdvien avulla pyritddn mallintamaan todellisen maailman tilanteita
ja luomaan yhteyksii matematiikan ja oppilaiden arkieldmén vélille, ndmé kaksi erillisté
todellisuutta eivit aina kohtaa. Sanallisten tehtivien tehtdvinannoissa kiytetddn usein
tietyntyyppista kieltd, jossa eri sanojen ja ilmaisujen merkitys matemaattisessa viiteke-
hyksesséd on opettajalle ilmeistd. Vastaava kielté ei kuitenkaan kiyteta todellisessa maail-
massa ja joillakin sanoilla ja termeilld saattaa olla arkikielessd jopa taysin erilaisia merki-
tyksid. Tasta syystd oppilaiden voi olla joissain tilanteissa vaikea ymmartdd, mita sanalli-
sissa tehtévissa tarkoitetaan, eiké niin yhteyttd matematiikan maailman ja reaalimailman
vilille synny. Sanallisia tehtédvia laadittaessa olisikin tarkedd pohtia, onko kyseinen tilanne
todella mallinnus reaalimaailmasta vai vain irrallinen matemaattinen versio todellisesta
ilmiosta. (Roth, 2009.)

Oppilaille pienestéd pitden opetetussa sanallisten tehtéivien ratkaisumallissa myos suosi-
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taan mahdollisimman tiivistd, matemaattisiin symboleihin perustuvaa esitystd. Téllai-
nen ratkaisutapa ei tue parhaalla tavalla oppilaiden matemaattisen ajattelun kehitysta.
Ratkaisuna tdhin voisi olla matematiikan kielentdmisen systemaattinen opettaminen jo
alaluokilta alkaen. (Joutsenlahti, 2003.)

4.2 Kielentaminen matematiikassa

Matematiikan kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen
avulla suullisesti tai kirjallisesti (Joutsenlahti, 2010). Talld hetkelld ollaan yleisesti sita
mieltd, ettd suullisella ja kirjallisella ilmaisulla on suuri rooli my&s matematiikan oppimi-
sessa. Kouluissa tété ei usein kuitenkaan oteta riittdvisti huomioon, vaan opetus perustuu
pitkilti kaavamaiseen symboleilla ja luvuilla laskemiseen. Matematiikan puhumista har-
joitellaan jonkun verran kotitehtdvien tarkastuksen yhteydessi, kun oppilaat esittelevit
omia ratkaisujaan, sekd mahdollisten kysymysten muodossa, mutta koska oppitunneilla
aika on varsin rajallista, vain hyvin harva oppilas paisee téilla tavoin daneen. Hyva tapa
lisdta keskustelua ja matematiikka-aiheista puhetta oppitunneilla ovat erilaiset ryhméatyot
ja -keskustelut, joissa oppilaat puhuvat matematiikasta keskenéin ja joutuvat selittdméain
omia ajatuksiaan ja kisityksiddn muille. Téllaisen tyoskentelyn kiyttomahdollisuudet ovat
kuitenkin rajalliset, ja lisdksi opettajan on vaikea valvoa ja ohjata useaa ryhmaéé yhta ai-
kaa. Néistd syistd oppilaita olisikin hyvi ohjata myos kirjalliseen kielentdmiseen. Sen har-
joittamiseen ei ole ulkopuolisia esteitd, vaikka monet saattavatkin kokea sen tyoladksi.
(Morgan, 2001)

Kirjallinen kielentdmisen voidaan koulumatematiikassa ajatella koostuvan kolmesta eri
osa-alueesta: matematiikan symbolikielestéd, luonnollisesta kielestéd, sekd matemaattisista
kuvioista. Erityisesti peruskoulussa oppilaita ohjataan oppikirjoissa kiyttadméaan sanallis-
ten tehtédvien ratkaisuissa kiytdnnossd pelkdstddn matematiikan symbolikieltd. Oppilai-
den ohjaaminen kiyttdmadn symbolikielen rinnalla ratkaisuissaan luonnollista kieltd ja
kuviokieltd, voisi auttaa heitd heidan matemaattisen ajattelunsa kehittymisessd ja mate-
maattisten kisitteiden ymmartamisessa. Opettajan on myos helpompi arvioida oppilaiden
osaamista ja auttaa heitd, jos oppilaat avaavat ajatuksenjuoksuaan kirjallisesti tehtavaa
ratkaistessaan. (Joutsenlahti, 2010.)

Kun oppilas selvittdi ratkaisuaan suullisesti, esitys on usein suurpiirteinen ja ajatus saat-
taa poukkoilla paikasta toiseen sen mukaan, missi jirjestyksesséd ratkaisuun liityvit asiat
tulevat mieleen. Yksityiskohtia saatetaan jattdd myoOs mainitsematta, koska yleis6lla on
halutessaan mahdollisuus esittda tarkentavia kysymyksid. Téassdkin mielessd kirjallinen
kielentdminen on tehokas tapa kehittid matemaattista ajattelua. Kirjallisen esityksen on
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oltava sellainen, ettd lukija saa siitd selvdd ilman lisdselvityksid. Téstd syystd sen on ol-
tava kattava ja selked. Liséksi kirjallista ratkaisua laatiessa on enemmaén aikaa ajatella ja
esitystid voi myos tarvittaessa korjata jilkikéteen, joten lopputulos on usein sanallista se-
litystd johdonmukaisempi. Kirjalliseen ratkaisuun voi my0s aina palata jalkikdteen. Néin
oppilaan on helpompi jasentdd ja ymméartad ratkaisuun liityvid matemaattisia kisitteitd
ja niiden vélisié suhteita. (Morgan, 2001).

Jorma Joutsenlahti on konstruoinut nelji kirjallisen kielentdmisen mallia, joita voi kiyttaa
matematiikan tehtdvien ratkaisemiseen. Hin my6s kannustaa opettajia systemaattisesti
opettamaan niiden mallien kiyttoa oppilailleen. Kyseiset mallit hin on nimennyt seuraa-
vasti: "standardi-", "kertomus-", "tiekartta-" ja "paivikirjamalli”.

Standardimallissa kiytetddn pelkistdéin matematiikan symbolikieltd. Téssd mallissa rat-
kaisu esitetdan muodossa, jossa ensin laitetaan paperille tarvittava lauseke, sitten las-
kut ja lopuksi vastaus yksikkéineen. Nain ratkaisijan oma ymmaéartadmisen prosessi ei tule
vastauksessa nikyviin. Kyseinen malli on tyypillinen erityisesti peruskoulun oppikirjoissa.

Kertomusmallia kiytetddn usein lukion oppikirjojen sanallisten tehtivien esimerkkiratkai-
suissa. Siiné ratkaisun perusteiden ja etenemisen kuvaamiseen kiytetdan lunnollista kieltd
ja/tai kuvioita. Mallissa selitetdén vaiheittain mité ja miksi ollaan seuraavaksi tekeméssa
ja myos kiytetyt merkinnit esitelladn sanallisesti. Tata mallia kdyttamalla ratkaisijan on
helppo jiasentidd omaa ratkaisuprosessiaan ja toisaalta myos lukijan on helppo seurata sit.

Tiekarttamallissa ratkaisu esitetdin ensin luonnollisen ja kuviokielen avulla ja sen jil-
keen matematiikan avulla. Ratkaisuprosessi kuvataan ensin kokonaan sanoin, mahdolli-
sesti kuvioita apuna kdyttden. Nain lukija padse heti kirryille, mihin ratkaisu perustuu ja
mitd tekija on sitd tehdessddn ajatellut. Toisen vaiheen matemaattinen ratkaisu noudat-
taa standardimallia.

Paivikirjamallissa ratkaisija etenee paasadntoisesti standardimallin mukaisesti, mutta koh-
datessaan vaikeuksia, hin jasentid ja avaa omaa ajatteluaan sanallisesti tai kuvion avulla.
Kyseisessd mallissa kirjoittamisprosessin tarkoituksena onkin ensisijaisesti omien ajatus-
ten selkeyttdminen, eikd niinkdén lukijan huomioiminen. (Joutsenlahti, 2010.)

Jorma Joutsenlahti toteutti kevaalla 2009 tutkimuksen, jossa kahdelle eri lyhyen matema-
tiikkan ryhmalle opetettiin kyseisten kielentdismallien kiyttod ja opiskelijat harjoittelivat
sitd kurssin, Matemaattisia malleja I, ajan. Tarkoituksena oli selvittia, miten opiskeli-
jat kokevat kielentdmismallien kiyttokelpoisuuden sanallisten tehtidvien ratkaisemisessa.
Tutkimus osoitti, ettd ldhes kaikki (93 %) vastaajista kokivat, etté eri kielentdmismallien
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harjoittelu on hyvé asia. Erityisen hyodyllisend kirjallinen kielentdminen koettiin oman
ajattelun jasentidmiseksi, sekii opettajan arvioinnin helpottamiseksi. Huonoina puolina
nousivat esiin ldhinnd vastausten pituus ja tyoldys. Noin viidesosa oppilaista koki, et-
ta heille ei itselleen ole kirjallisesta kielentdmisestd hyotyd, eiviatka he tule sitd jatkossa
kiayttamaan. Vastaavasti noin kolmas osa vastaajista ilmoitti, ettd he aikovat jatkossa-
kin hyodyntaa kirjallista kielentamista matematiikan opiskelussaan. Jéljelle jadvit puolet
vastaajista eivit olleet vield muodostaneet selvdéd kantaa asiaan, eivitkd osanneet sanoa,
aikovatko kdyttaa tulevaisuudessa kielentdmismalleja apunaan. (Joutsenlahti, 2010.)

Maiju Vayrynen tutki Pro Gradu -tutkielmassaan kielentdmistd avaruusgeometrian ope-
tuksessa. Tutkimus toteutettiin siten, ettd kahdelle 9. luokan matematiikan ryhmaélle,
joissa oli yhteensd 20 opiskelijaa, luotiin kahden kuukauden pituiselle avaruusgeomet-
rian kurssille kurssisuunnitelma, jonka keskeisinéd tyotapoina olivat suullinen ja kirjalli-
nen kielentdminen. Tutkimusaineistoa kerdttiin kahden kuukauden havainnoinnin lisdksi
kursseilla opiskelleille oppilaille suunnatulla kyselylomakkeella. Oppilaat myos palauttivat
kurssin aikana kirjallisena viisi avaruusgeometriaan liittyvad kielentdmisen harjoitustehté-
vid. Kyselylomakkeen vastausten perusteella suurin osa oppilaista koki, etté sekd kuvien
piirtdmisesté, ettd omin sanoin ongelman selittdmisestd on apua tehtdvin ratkaisemises-
sa. Lahes 80 % vastaajista aikoi kiyttdd kirjallista kielentiamistd apunaan jatkossakin.
Avoimissa vastauksissa kirjallisesta kielentdmisestd koettiin olevan eniten hyotyd oman
ajattelun jasentdmisessi ja vastaavasti haittapuolena pidettiin, ettd se vie paljon aikaa.
Kirjallisisten harjoitustehtdvien vastauksista Viyrynen puolestaan tutki edell esiteltyjen
erilaisten kielentdmismallien kiyttod. Ratkaisuissa esiintyi kaikkia malleja, sekd niiden
yvhdistelmid, mutta kaikkein eniten kiytetty oli silti kertomusmalli. Toiseksi eniten kéy-
tettiin tiekarttamallia. Vdyrynen itse koki kirjallisten kielentdmismallien systemaattisen
opettamisen erittdin hyddyllisend, paitsi oppilaiden, my6s opettajan kannalta. Hanen oli
helpompi arvioida oppilaiden suorituksia ja ennen kaikkia hin ymmérsi paremmin heidén
ajatteluprosessiaan tehtévin ratkaisun eri vaiheissa, jolloin my6s mahdollisiin virhekési-
tyksiin oli helpompi puuttua. (Viyrynen, 2012.)
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Luku 5

Tutkimuskysymykset ja -menetelma

Téssa luvussa esitellddn tutkimuskysymysten ja tiedonkeruumenetelmén lisdksi laadulli-
sen tutkimuksen teoriaa.

5.1 Tutkimuskysymykset

Omien kokemusteni perusteella olen huomannut, ettd todennikoisyyslaskenta on monille
lukiolaisille hankalaa. Tdmén tutkimuksen avulla pyrin selvittdméin, pitdiko tdmé ko-
kemus paikkansa ja mitkd tekijit tdhdn mahdollisesti vaikuttavat. Keskityn erityisesti
klassiseen todenndkoisyyslaskentaan ja todennikoisyyslaskennan laskusddntoihin. Tutki-
muskysymykset olen asettanut seuraavaan muotoon:

1. Mitké todennékdisyyslaskennan a) siséllot ja b) tehtédvien ratkaisuvaheet ovat lu-
kion matematiikassa yliopistossa juuri aloittaneille matematiikan aineenopettajaopiskeli-
joille haastavia?

2. Miten mahdollisesti esille nouseviin ongelmiin voidaan vaikuttaa lukio-opetuksessa?

5.2 Laadullinen tutkimus

Kun kyseessi on kvalitatiivinen, eli laadullinen, tutkimuskeino, voidaan tiedonkeruume-
netelméné kiyttdd tutkimuslomakkeen lisiksi myos haastattelua. Toisin kuin kvantita-
tiivisessa tiedonkeruussa, kvalitatiivisessa tutkimuksessa haastatellaan yleensd ennalta-
valittuja henkil6itd. Haastattelun ja kyselylomakkeen perusmuotona kiytetdidn avointa
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kysymysté tai teemaa, minka vuoksi laadullinen aineisto esitetdan usein tekstimuodossa.
Objektiivisuus on térkedd laadullisen tutkimuksen aineiston kokoamisessa. Tutkijan tulee
pyrkid pitaméan erillddn omat uskomukset, asenteet ja arvostukset tutkimusaiheesta, pyr-
kien ymmértiméin haastateltavan henkilon omat ndkokulmat ja ilmaisut. (Virsta, 2002.)

Tiedonkeruuvaiheessa tutkija pyrkii vuorovaikutukseen kohteensa kanssa ja tulkintavai-
heessa saatua aineistoa pyritdan jarjestiméin ja ymmartdméan. Talloin taustateoria on
aineiston lukemisen, tulkinnan ja ajattelun l&htokohtana (Virsta 2002). Alasuutari (2007)
jakaa tulkintavaiheen vield kahteen osioon: havaintojen pelkistdmiseen ja arvoituksen rat-
kaisemiseen. Havaintojen pelkistdminen perustuu siihen, ettd keréttya aineistoa tarkas-
tellaan vain tietystd ndkokulmasta, joka maardytyy teoreettisen viitekehyksen ja valitun
tutkimusmetodin pohjilta. Ndin analyysin kohteena oleva laaja aineisto voidaan pelkistia
hallittavammaksi méariksi erillisid raakahavaintoja. Pelkistdmisté voidaan jatkaa edelleen
yhdistamalld néitd havaintoja. Tahdn padstadn etsimélla havainnoille yhteisid piirteitd ja
muotoilemalla ndiden pohjalta sdantoja, jotka patevit poikkeuksetta koko aineistoon. Ar-
voituksen ratkaisemisella tarkoitetaan tuotettujen johtolankojen ja kiytettivissa olevien
vihjeiden pohjalta tulkitaan tutkittavaa ilmictéd. Johtolangoilla ja vihjeilla Alasuutari tar-
koittaa aineistosta pelkistdmaélla saatuja havaintoja seké teoreettisen viitekehyksessé esille
nostettuja tutkimustuloksia ja kirjallisuutta. Mitd enemmaéan samaan ratkaisumalliin sopi-
via johtolankoja voidaan 16ytad, sitd todenndkoisemmin tutkimuksen johtopaatdkset ovat
paikkansapitdvid. (Alasuutari, 2007.)

Haastattelua verrataan usein keskusteluun. Yksinkertaisin tapa mééritelld haastattelu,
on nimetd se keskusteluksi, jolla on ennalta paitetty tarkoitus. Olennaisin ero keskuste-
lun ja haastattelun valilla on, ettd haastattelu tdhtda informaation kerddmiseen ja on siksi
ennalta suunniteltua, padmadrahakuista toimintaa. Olennaista on myds, ettd haastattelu
tapahtuu haastattelijan johdolla. Erilaisi haastattelumalleja on useita, mutta keskitytain
téssd teemahaastatteluun. Siind ideana on haastatella yksittdistd ihmistd. Haastatteli-
ja suunnittelee etukiteen aiheeseen liittyvid teema-alueita, joita kysymykset késittele-
vat. Kysymyksia ei valttdméatta suunnitella valmiiksi, vaan haastattelu etenee eri teema-
alueiden pohjalta. Kysymysten tulisi aluksi olla hyvin avoimia, jotta ne eivit rajoittaisi
haastateltavan ajatusten ja mielipiteiden ilmaisua. Vastausten perusteella haastattelija
voi sitten esittda tarkentavia kysymyksid, joilla padstiddn kisiksi tutkittavaan asiaan ja
mielenkiintoisiin yksityiskohtiin. Teemahaastattelua voisikin kuvata erdinlaisen suppilo-
mallin avulla. (Hirsjarvi ja Hurme, 1988.)
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5.3 Tutkimuksen toteutus

Toteutin tutkimuksen laadullisen tutkimuksen keinoin. Tutkimuskysymysten selvittdmi-
seksi laadin tutkimuslomakkeen, jossa on aluksi kahdeksan taustatietokysymystd, joilla
pyrin taustojen lisdksi selvittaméadn opiskelijoiden henkilékohtaisia kokemuksia ja asen-
teita todennikoisyyslaskennasta. Lomakkeen toisessa osiossa on kolme sanallista todenné-
koisyyslaskennan tehtévié, jotka vastaavat vaativuudeltaan lukion pitkéin matematiikan
todennédkoisyyslaskennan kurssin perustehtdviia. Tutkimuslomake kokonaisuudessaan 16y-
tyy tutkielman liitteista.

Tutkittavaksi ryhméksi valikoitui tammikuussa 2015 Helsingin yliopiston matematiikan
ja tilastotieteen laitoksella aloittaneet matematiikan aineenopettajaopiskelijat. Tama oli
kiytdnnon jarjestelyiden kannalta helppo jirjestédd, ja myos tutkimuksen tavoitteiden kan-
nalta tdma joukko oli otollinen. Suurin osa heistd on juuri padttinyt lukion ja né&in ol-
len lukio matematiikan sisdltGjen voisi olettaa olevan heilla vield suhteellisen tuoreessa
muistissa. Toisaalta heilld ei myoskidn ole vield yliopisto-opintoja takana, joten heidén
matemaattinen osaamisensa perustuu enimmékseen lukion opetukseen. Koska he ovat ha-
keutuneet opiskelemaan matematiikkaa yliopistoon, voidaan myos olettaa, ettd he ovat
kiinnostuneita matematiikasta yleisesti ja todenndkoisesti ovat parjanneet lukiossa hyvin
matematiikassa. Jos siis osoittautuu, ettd heilli on ongelmia todennikoéisyyslaskennan
kanssa, vastaava ilmi6 on luultavasti havaittavissa yleisemminkin lukio-opiskelijoiden kes-
kuudessa. Liséiksi he ovat itse mahdollisesti tulevia lukion tai peruskoulun matematiikan
opettajia ja ovat néin tulevaisuudessa siirtiméssi omia kisityksiddn ja nikemyksidin to-
dennékéisyyslaskennasta opiskelijoille.

Teetin siis laatimani tutkimuslomakkeen kyseiselle ryhmélle heiddn ohjaajatuutorointi-
tapaamisensa yhteydessa 26.1.2015. Vastauksia sain yhteensé kahdeksan kappaletta ja
niitd ldhdin analysoimaan ja etsim&in niisti vastauksia tutkimuskysymyksiini.

Tutkimuslomakkeen avulla pystyn vastamaan varsin kattavasti 1. tutkimuskysymyksee-
ni, mutta 2. tutkimuskysymysta varten haastattelin vield Helsingin Yliopiston matematii-
kan ja tilastotieteen laitoksella kevaalla 2015 jérjestetyn, Johdatus todennékoisyyslasken-
taan -kurssin ohjaajia. Kyseinen kurssi on esitelty jo edelld. Télla kertaa kurssilla ei ollut
ollenkaan perinteisid laskuharjoitusten tarkastus kertoja, vaan ohjaajat avustivat opiske-
lijoita laskuharjoituksissa tarvittaessa ennalta sovittuina kellon aikoina. Viikon paatteeksi
opiskelijat palauttivat laatimansa harjoitustehtdvien ratkaisut kirjallisena ohjaajille, jotka
tarkastivat kaikilta samat, viikoittain satunnaisesti valitut tehtivit. Néin ollen ohjaajat
saivat hyvin kuvan kurssilla opiskelevien opiskelijoiden yleisesté tasosta todennéikoisyys-
laskennan osalta. Noudatin haastattelussa teemahaastattelun periaatteita, vaikka varsi-
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naisten teema-alueiden sijasta suunnitelinkin kysymykset osittain etukiteen. Haastattelua
varten laadin haastattelulomakkeen, jossa oli yhteensd viisi kysymysta. Pyrin siihen, etta
kysymykset ovat riittdvin avoimia, etteivit ne rajoita haastateltavien antamia vastauksia
turhaan. Haastattelun aikana kysymyksid pystyi sitten tarvittaessa tarkentamaan haas-
tateltavien vastausten pohjalta. Varsinaisessa haastattelutilanteessa minulla oli edessdni
lomake, jonne kirjasin suoraan ylos haastateltavan vastaukset. Haastattelulomake koko-
naisuudessaan 16ytyy tutkielman liitteista.

Johdatus todennékéisyyslaskentaan -kurssilla oli yhteensé seitseméan ohjaajaa, joista haas-

tattelin kahta. Haastattelut jarjestettiin Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen kokous-
tilassa 21.4.2015.
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Luku 6

Lomaketutkimuksen tulokset

Esittelen téssd kappaleessa ensin taustakysymysten vastaukset ja niistd tekeméni johto-
padtokset. Sen jdlkeen kasittelen laskutehtavat yksi tehtiva kerrallaan. Koska olen kiinnos-
tunut nimenomaan todennikéisyyslaskennan sanallisista tehtivisté, analysoin ratkaisuja
sanallisten tehtdvien ratkaisuina.

Kuten aikaisemmin tyossdni kirjoitin, Stephan Reed on listannut sannallisten tehtévien
ratkaisemiseen vaadittavan ainakin seuraavia taitoja: luetun ymmértiminen, tehtévissa
annettujen kisitteiden vélisten yhteyksien méérittdminen, tarpeettoman tiedon karsimi-
nen, tuntemattoman muuttujan tunnistaminen, oikeiden matemaattisten operaattoreiden
valitseminen, sekd yhtdlon muodostaminen ja ratkaiseminen. T&ltad pohjalta pyrin jaka-
maan vastaajien ratkaisut erillisiin vaiheisiin ja tutkimaan, missi néistd ratkaisun vaiheis-
ta vastaajilla on mahdollisesti vaikeuksia. Todennékoisyyslaskennan kontekstiin sovellet-
tuna noudatan ratkaisujen analysoinnissa seuraavaa jakoa: 1. tehtdvinannon ymmarta-
minen, 2. tilanteen matemaattinen mallintaminen ja 3. muodostetun laskutoimituksen
ratkaiseminen. T&ssd voidaan ajatella, ettd 1. vaihe pitdd sisidlladn Reedin listasta kolme
ensimmaistd kohtaa, 2. vaihe kolme seuraavaa kohtaa ja 3. vaihe yhtélon, eli laskutoimi-
tuksen ratkaisun. Jako on télld tavalla pelkistetty siitd syysté, etta kirjallisista vastauk-
sista on hankalaa tarkemmin ndhda vastaajan ajattelun kulkua ja eritelld néin ratkaisun
vaiheita tarkemmin.

Lopuksi pohdin tutkimuksen tuloksia ja sitd, mitd ne kertovat. Etsin my6s yhteyksii
taustakysymysten ja vastaajien laskutehtivissd menestymisen vilille. Taulukossa 6.1. on
esitetty tutkimuksen tulokset tiivistetysti. Taulukkoon on valittu monivalintataustakysy-
myksisti olennaisimmat ja lisiksi on esitetty jokaisen tehtidvin kohdalta, onko ratkaisu
ollut oikein. Jos tehtdvan ratkaisu on virheellinen, taulukkoon on merkitty, missi edelld
esitetyissd ratkaisunvaiheessa virheet ovat tapahtuneet.
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Valmistunut paatto- MAAG Kurssin Kiinnostus 19 2. 3.
vlioppilaaksi | todistuksen | kurssin vaativuus | kurssia Tehtava Tehtdva | Tehtava
arvosana arvosana kohtaan
1990 9 9 vaati- vahan 1.ja 2. 2.ja3. 2.vaihe
vampi kiinnostunut | vaihe vaihe
2014 10 10 sama kiinnostunut | 1.vaihe 3.vaihe | OIKEIN
2012 9 3 sama vahan 2.vaihe OIKEIN 2.vaihe
kiinnostunut
2014 10 10 sama kiinnostunut | 1.vaihe OIKEIN OIKEIN
2014 9 10 sama kiinnostunut | 1.vaihe 2.vaihe | 1.ja2.
vaihe
2010 3 9 sama vahan 2.vaihe 2.vaihe | 1.ja2.
kiinnostunut vaihe
.| 2014 9 10 helpompi | kiinnostunut | 1.vaihe OIKEIN OIKEIN
8. | 2014 10 10 helpompi | kiinnostunut | 2.vaihe OIKEIN OIKEIN

Taulukko 6.1.

6.1 Taustakysymykset

Taustakysymykset sisdlsivit seitseméan monivalintakysymysté ja yhden avoimen kysymyk-
sen. Ohjeena oli, ettd vaikka vastaaja ei muistaisikaan johonkin kysymykseen tarkkaa vas-
tausta, sithen tulisi vastata parhaan arvion mukaan. Kaikki kahdeksan vastaajaa vastasi-
vat kaikkiin kysymyksiin.

Kaikki vastaajat olivat suorittaneet lukiossa matematiikan pitkdn oppiméiran ja he oli-
vat padsseet opiskelemaan Helsingin Yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitokselle
aineenopettajan suoravalinnan kautta. Suurin osa vastaajista oli kirjoittanut ylioppilaaksi
vuonna 2014 ja heilld todenndkdisyyslaskennan sisédltdjen lukion osalta voisi olettaa ole-
van hyvin muistissa. Lisdksi yksi vastaajista oli kirjoittanut ylioppilaaksi vuonna 2012,
yksi vuonna 2010 ja yksi vuonna 1990. Kuten oli odotettavissakin, kaikki vastaajat olivat
saaneet lukion paittétodistukseen matematiikasta korkean arvosanan. Puolilla vastaajis-
ta arvosana oli yhdeksin (9), kolmella kymmenen (10) ja yhdelld kahdeksan (8).

Todennékoisyyslaskennan kurssista puolet vastaajista oli saanut lukion péaattotodistuk-
sen pitkdn matematiikan arvosanaa vastaavan tuloksen. Kolmella vastaajista todenné-
koisyyslaskennan kurssin arvosana oli yhden numeron korkeampi ja yhdelld vastaajalla
yhden numeron matalampi. Vastaavasti kysyttiessd, kuinka vaativaksi he olivat kysei-
sen kurssin kokeneet muihin pitkdn matematiikan kursseihin verrattuna, viiden vastaajan
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mielestd kurssi oli samantasoinen, kahden mielestd helpompi ja yhden vastaajan mukaan
vaativampi. Ndma vastaukset eivit kuitenkaan suoraan korreloineet kurssista saatujen ar-
vosanojen kanssa, koska vastaajista, joiden mielesta kurssi oli muita helpompi, vain toinen
oli saanut siitd lukion paattotodistuksen arvosanaa paremman arvosanan ja myos vastaa-
ja, joka koki kurssin vaikeammaksi, sai kyseisestd kurssista padttotodistusta vastaavan
arvosanan. Vastaavasti viidestd henkilostd, jotka kokivat kurssin samantasoiseksi, kolme
oli saanut paittotodistuksen arvosanasta poikkeavan tuloksen. Sen sijaan kiinnostuksella
todennékoisyyslaskentaa kohtaan oli joidenkin vastaajien osalta merkitysté seké kurssime-
nestykseen, ettd kurssin haasteelliseksi kokemiseen. Kysyttdessi vastaajien kiinnostusta
todennékoisyyslaskennan kurssin sisalt6ja kohtaan asteikolla, olin erittdin kiinnostunut,
kiinnostunut, vahan kiinnostunut tai en lainkaan kiinnostunut, kolme vastaajaa ilmoitti
olleensa vain vahén kiinnostunut. Heistéd yksi sai kurssista lukion paédttétodistusta mata-
lamman arvosanan ja toinen koki kyseisen kurssin muita kursseja haastavammaksi. Tama
havainto tukee my0s edelld esitettyd nakemystd matematiikan osaamisesta, jonka yhten&
osa-alueena on motivaatio. Loput viisi vastaajaa ilmoittivat olleensa kiinnostuneita kurs-
sin sisaltdja kohtaan.

Avoimessa kysymyksessé vastaajilta kysyttiin, mitka asiat he kokivat lukion todenn#koi-
syyslaskennassa vaikeiksi ja mitkd taas helpoiksi. Yhden vastaajan mielestd todennakoi-
syyslaskennassa ei ollut mitdan vaikeaa, mutta muut 16ysivét sieltd itselleen haasteellisia
asioita. Erds vastaajista koki tissd todennédkoisyyslaskennan yleisesti haastavaksi, vaikka
oli aikaisemmin ilmoittanut, ettei se ollut sen vaikeampaa kuin muu lukiomatematiikka.
Muuten useammasta vastauksesta kivi ilmi hieman eri sanoin, ettd todennikoisyyslas-
kennan tehtivid ratkaistaessa on hankala valita, mitd kaavaa tulisi milloinkin kiytt&a.
Yhdessé vastauksessa tata perusteltiin silld, ettd opetettavia asioita ei kurssilla perustel-
tu riittdvan hyvin. My6s toinen vastaaja koki, ettd menestyminen kurssilla oli muistin
varassa. Yhdessd vastauksessa tdtd perusteltiin silld, ettd todennékoisyyslaskenta vaatii
erilaista lahestymistapaa, koska intuitiivinen ajattelu tuottaa vaarid tuloksia. Yksi vas-
taaja kertoi puolestaan etté oli hankalaa, kun tuli niin paljon uusia termejé ja merkintoja.
Esille nousi my0s sanallisten tehtavien tulkinta. Helpoiksi koettujen asioiden lista on sen
sijaan paljon lyhyempi. Sama henkilo, jonka mielestd mikadn ei kurssilla ollut vaikeaa,
mainitsi loogisesti, ettd kaikki oli helppoa. Muista vastaajista suurin osa koki helpok-
si varsinaisten laskutoimitusten suorittamisen. Tadmé on ymmaérrettivid, koska todenné-
koisyyslaskennan laskutoimitukset ovat useimmiten todella yksinkertaisia. Erds vastaaja
my6s mainitsi, ettd kaikki taisi olla haastavaa. Taméa on siind mielessa yllattavaa, etta
kyseinen henkil6 sai todennikoisyyslaskennan kurssista arvosanaksi kymmenen (10).

Yleisesti voidaan todeta, ettd monivalintakysymysten perusteella nayttéisi silté, ettd suu-
rimmalla osalla vastaajista ei ole ollut merkittdvid ongelmia todennikdéisyyslaskennan
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kanssa lukiossa. Avoimen kysymyksen vastaukset ovat siind mielessd vahén ristiriidas-
sa tdméan kanssa, koska niissé suurin osa vastaajista kertoi vaikeuksista todennikoisyys-
laskennan keskeisten osa-alueiden kanssa. Osittain tdma voisi selittyd silld, ettd hyvista
arvosanoista huolimatta, vastaajat ovat kokeneet lukion pitkdn matematiikan yleisesti-
kin haastavaksi. Tutkimukseni kannalta on mielenkiintoista, ettd avoimissa kysymyksissi
esille nousivat vaikeudet sanallisten tehtdvien kanssa. Téarked havainto on myos se, etta
osa vastaajista koki todennikoéisyyslaskennan kaavojen ja termien ulkoaopetteluksi, kos-
ka téllainen mielikuva minulle on itsellenikin lukiosta muodostunut. T&ll4 menetelmélla
saattaa saada kurssikokeesta hyvian arvosanan, mutta todellista todennékoisyyslaskennan
kisitteiden hallintaa silla ei saavuteta, koska matemaattinen osaaminen ei voi rakentua
pelkin ulkoaopettelun varaan, vaan se on monen toisiinsa kietoutuneen tekijin summa,
kuten aikaisemmin esitellysti, Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin teoriasta kiy ilmi.

6.2 1. Tehtava

Yatzy-pelissd heitetddn yhta aikaa viittd noppaa. Milld todennékoisyydelld pelaaja saa
yvhdelléd heitolla kolme samaa numeroa?

Tehtdva on mielestini varsin yksinkertainen ja tdmén tyyppisia tehtavia, joissa tutkitaan
nopan heittoa, lasketaan myos lukiossa paljon. Tehtdva voidaan ratkaista usealla eri ta-
valla, mutta yksinkertaisin tapa on tulkita tilannetta toistokokeena. Tutkimuslomakkeen
kaavakokoelmassa 16ytyi myos toistokokeen laskukaava. Edelld mainituista syistd johtuen
olikin yllattavaa, ettd kukaan kahdeksasta vastaajasta ei saanut ratkaistua tehtavia oikein.

Suurimmaksi ongelmaksi téssd tehtdvissi osoittautui tehtdvinannon tulkinta, eli aiem-
min esitteleméni jaon mukaan tehtdvin ratkaisun 1. vaihe. Peréti viisi vastaajista on
laskenut todennikoisyyden pelkistdan yhdelle erilliselle nopan silméluvulle. Tehtdvinan-
nosta kily kuitenkin mielesténi selvisti ilmi, ettd kolme samaa numeroa voivat olla mitka
tahansa nopan silméaluvuista 1-6. Naisté viidestd ratkaisusta neljd on tehty muuten taysin
oikein toistokokeen laskukaavaa hyodyntamalla.

Muissa kolmessa ratkaisussa tehtdvinanto oli ymmaérretty oikein ja ratkaisuissa pyrit-
tiin ottamaan huomioon kaikki mahdolliset silmaluvut. Néissi ratkaisuissa, ongelmat il-
menivit kuitenkin ratkaisun 2. vaiheissa, eli tilanteen matemaattisessa mallintamisessa.
Lisdksi yhdelld vastaajista, joka tulkitsi tehtdvdn annon vadrin, oli vaikeuksia myd6s téssa
vaiheessa. Kahdessa niista ratkaisuista ei otettu huomioon noppien erilaisia jarjestysmah-
dollisuuksia, vaikka idea oli muuten oikea.

31



Kaksi muuta ratkaisua eteni puolestaan ihan omia raiteitaan ja molemmissa tilannetta
lahdettiin kisittelem&in niin monimutkaisesti, ettd mallinnus ei endi onnistunut. Toises-
sa ideana oli ilmeisesti, ettd kolme ensimmaéistd noppaa voivat olla silméluvuiltaan mité
vain, kunhan kaksi viimeistd ovat silméluvuiltaan yhden niistd kanssa samat. Vastaaja
oli myo6s kirjoittanut, ettd pitdisi ottaa huomioon eri jarjestykset, mutta hin ei osaa sitd
tehda. Periaatteessa idea téssd on oikein, mutta vastaaja ei osannut muodostaa tilan-
netta kuvaavaa laskukaavaa. Toisessa ratkaisussa tilannetta lahdettiin taas késittelemain
klassisen todennédkoisyyden kasitteen kautta. Ongelmaksi osoittautui kuitenkin se, ettd
vastaaja ei osannut maarittdd kaikkien alkeistapausten, eikd suotuisten alkeistapausten
lukumaaraa.

Yhteenvetona voidaan siis todeta, etté ratkaisun 1. vaiheessa ongelmia oli viidelld vastaa-
jista ja 2. vaiheessa neljilld vastaajista. Muodostamansa laskutoimitukset kaikki osasivat
kylla laskea oikein, joten 3. vaiheessa ei téssd tehtavissa ilmennyt ongelmia.

6.3 2. Tehtava

Viikonloppuna pidettéville opettaja-messuille osallistuu yhteenséd 547 opettajaa. Lauan-
taina osanottajia oli 489 ja sunnuntaina 423. Milld todennédkoisyydelld satunnaisesti va-
littu opettaja osallistui messuille vain yhtend paivini?

Tama tehtdvd on luonteeltaan varsin saman tyyppinen, kuin pitkdn matematiikan yli-
oppilaskokeiden 8. tehtévi syksylld 2013. Valitsin tehtidvin tutkimuslomakkeeseen, koska
olen kiinnostunut erityisesti siitd, miten vastaajat selvidvit todennikoisyyslaskennan sa-
nallisista tehtavistd ja kyseisen tehtdvian ratkaisemiseen ei voida suoraan hyodyntdd mi-
tddn todennikoisyyslaskennan laskukaavaa. Minulle tuli hieman yllatyksend, ettd tdma
tehtdvd osattiin paremmin kuin ensimmaéinen. Vastaajista neljd sai ratkaistua tehtivin
taysin oikein.

Oikein vastanneista kaksi lahti tutkimaan tilannetta joukko-opin kautta. He perustivat
ratkaisunsa siihen, ettd molempina paivina paikalla olleiden joukko on lauantaina paikalla
olleiden ja sunnuntaina paikalla olleiden joukkojen leikkaus. Néin he saivat méaritettya
niiden opettajien méirin, jotka olivat paikalla vain toisena péivini ja siten klassisen to-
dennékoisyyden méiritelmén avulla laskettua oikean vastauksen. Kaksi muuta taas pait-
teli, ettd henkilot, jotka ovat paikalla vain lauantaina, saadaan selville kun vihennetain
kaikkien messuilla kivijoiden lukumairastd sunnuntaina messuilla kiiyneet. Samalla ta-
valla saadaan selville vain sunnuntaina paikalla olleet ja laskemalla ndmé yhteen voidaan
klassisen todennikoisyyden médritelmin mukaan laskea oikea vastaus.
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Kolmessa virheellisistékin ratkaisuista tehtdvananto on tulkittu oikein ja on lihdetty méaa-
rittdmadn erikseen niité, jotka ovat olleet paikalla vain lauantaina ja vain sunnuntaina, eli
ratkaisun 1. vaiheessa ongelmia ilmeni vain yhdelld vastaajista. Tilanteen matemaattinen
mallintaminen, eli ratkaisun 2. vaihe on kuitenkin osoittautunut joillekin hankalaksi. Yksi
vastaaja on yrittinyt ratkaista tehtavin siten, ettd todennékoisyys sille, ettd opettaja on
paikalla vain lauantaina, on lauantaina paikallaolon todennikéisyys kerrottuna todenné-
koisyydella, ettd henkils ei ole paikalla sunnuntaina. Samalla tavalla on laskettu todennéa-
koisyys sille, ettd opettaja on paikalla vain sunnuntaina. Vastaaja kiyttdd ratkaisussaan
siis kertolaskusdant6d. Sen ehtona on kuitenkin tapahtumien vélinen riippumattomuus,
joka ei téssd kohtaa toteudu ja siitéd syysté ratkaisu on védrd. Sama vastaaja jattda myos
saamansa tulokset yhdistdmétta ja tekee virheen murtolukujen kertolaskussa, joten hé-
nelld on vaikeuksia myos ratkaisun 3. vaiheessa.

Muista ratkaisuista kahdessa tilannetta tarkastellaan joukko-opin kautta. Toisessa vas-
taaja lahtee ratkaisemaan tapahtumien, ettd opettaja osallistuu messuille lauantaina ja
opettaja osallistuu messuille sunnuntaina, yhdistettd. Téméahin on kuitenkin sama asia,
kuin kaikki messuilla kivijat. Ratkaisu paéttyy yhdisteen kaavaan, jonka hidn on ilmeisesti
kopioinut suoraan lomakkeen kaavakokoelmasta. Téastd ratkaisusta on siis hankala tulkita,
onko vastaaja ymmaéartinyt tehtdvidnannon véadrin, vai onko yhdisteen kisite hdnelle vie-
ras. Toisessa ratkaisussa taas vastaaja on oikeaoppisesti saanut selville molempina paivini
paikalla olevien opettajien méarin, mutta ei ole osannut jatkaa ratkaisua siitd eteenpéin.

Viimeisessé ratkaisussa vastaaja on laskenut erikseen vain lauantaina ja sunnuntaina pai-
kalla olevien opettajien mairat oikein. Ratkaisun loppuvaiheessa vastaaja kuitenkin laskee
todennékoisyyden pelkiastiddn sille, ettd henkilo on paikalla vain sunnuntaina ja saa néin
vaaran vastauksen. Kyseessi saattaa olla vain huolimattomuusvirhe, mutta joka tapauk-
sessa se sattuu ratkaisun 3.vaiheessa. Eli vield koottuna téssé tehtévissd yhdelld vastaa-
jista oli vaikeuksia ratkaisun 1. vaiheessa, kolmella 2. vaiheessa ja kahdella 3. vaiheessa.

6.4 3. Tehtava

Koripallon pelaaja heittdd ensimmaisen vapaaheiton koriin 70 prosentin todennikdéisyy-
delld. Onnistuneen heiton jilkeen hiin tekee korin 80 prosentin todennékoéisyydelld ja epa-
onnistuneen heiton jéilkeen 50 prosentin todennikoisyydelld. Kyseistd pelaajaa rikotaan
kolmen pisteen heitossa ja hidn saa kolme vapaaheittoa. Milld todennékoisyydelld hin saa
ainakin kaksi vapaaheitoista koriin?
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Tamaén tehtavin valitsin siksi, ettd vastaajat joutuvat kisitteleméin tilanteita, jossa al-
keistapaukset eivit ole identtisii. Tehtdvan ratkaisemiseksi ei myoskddn ole mitddn val-
mista ratkaisukaavaa, vaan vastaajat joutuvat itse madrittaméaan tapahtumalle suotuisat
alkeistapaukset. Muuten tehtavin ratkaisu on varsin suoraviivainen ja laskennallisesti yk-
sinkertainen. Nelji vastaajista sai ratkaistua tehtavin taysin oikein.

Oikein vastanneista yksi ratkaisi tehtivin kiyttden hyvéksi joukon, A="ainakin kaksi hei-
toista menee koriin”, komplementtia. Hén siis laski erikseen kaikkien sellaisten tilanteiden
todennékoisyydet, joissa pelaaja teki yhden tai ei yhtadn koria, ja vihensi naiden yhteen
lasketun summan ykkosestd. Joissain tilanteissa tamé voi helpottaa ratkaisua huomatta-
vasti, mutta tassi tilanteessa siité ei ollut hyotya, koska molemmilla tavoilla laskettaessa
joudutaan laskemaan erikseen neljan eri tapauksen todennikéisyydet. Kaikki muut vas-
taajat ldhtivit laskemaan todennékoisyytta suoraan tapahtumalle A.

Virheellisistd ratkaisuista kahdessa on ldhdetty oikein laskemaan erikseen todennakoi-
syyksid tilanteissa, joissa pelaaja saa kaksi tai kolme koria, eli tehtdvdnannossa esiintyva
ilmaisu, “ainakin kaksi”, on tulkittu oikein. Yhdessi ratkaisussa vastaaja on luetellut oi-
kein kaikki mahdolliset tapaukset ja myds ympyroinyt niistéd oikein ne vaihtoehdot, joissa
tehtavissa annettu ehto toteutuu. Taman perusteella nayttiisi siltd, ettd han on ymmar-
tanyt tehtavan oikein, mutta jostain syystd han laskee kuitenkin todennikoisyydet vain
kahden korin tapauksissa. Viimeinen vastaajista on puolestaan tulkinnut tehtavan vaarin
ja kasittelee alusta asti vain kahden korin tapauksia.

Kaikissa neljéssé virheellisessé vastauksessa on ongelmia ratkaisun 2. vaiheessa, eli mate-
maattisessa mallintamisessa. Kolme ndistd vastaajista on ldhtenyt oikeaoppisesti ratkai-
semaan todennikéisyyksia eri tapauksille kertolaskusdant6a hyddyntdmaélla. Pisimmalle
heistd paassyt on saanut laskettua muut tapaukset oikein, mutta tilanteessa, jossa kaksi
ensimmaisti heittoa menee koriin ja kolmas ohi, hén jattdd kolmannen heiton laskussaan
kokonaan huomioimatta. Hin ei myoskidén ole laskenut saamiaan tuloksia yhteen. Sama
vastaaja on jattanyt myos edellisessd tehtdvissi ratkaisun kesken samassa vaiheessa, jo-
ka viittaisi siihen, ettd todennikoisyyksien yhteenlaskukaava ei ole hanelld hallinnassa.
Toinen vastaaja on myds laskenut kolmen korin tapauksen oikein, mutta kahden korin ta-
pauksissa hén ei ole ottanut mahdollisia erilaisia jirjestyksid huomioon, vaan on laskenut
todennikoisyyden vai yhdelle tapaukselle. Kolmannessa ratkaisussa vastaaja on pyrki-
nyt laskemaan todennikoisyydet kolmelle eri tapaukselle, joissa pelaaja saa kaksi koria.
Héan on kuitenkin muodostanut lausekkeet védrin kaikissa tilanteissa. Ongelmana nayttai-
si olevan, ettei hin osaa méaarittda vastatapahtuman, eli sen, ettd pelaaja ei saa jollakin
heitolla koria, todennikoisyyttd. Vastauksessa esiintyy pelkistddn tehtivissd annettuja
todenndkdisyyden arvoja. Edellisestd vastauksesta voidaan tehdi sama huomio. Vastaaja
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el myoskadn osaa yhdistdd tuloksia. Viimeinen vastaaja puolestaan pyrkii ratkaisemaan
tehtdvidn suoraan klassisen todennékoisyyden mééritelmén avulla, jakamalla suotuisten
alkeistapausten lukumé&aran kaikkien alkeistapausten lukuméérilld. Tamé ei kuitenkaan
tassa kohtaa toimi, koska alkeistapaukset eivit ole identtisid, eli ne eivit ole yhta toden-
nakoisia.

Varsinaisissa laskutoimituksissa ei kenellikddn vastaajista sen sijaan ole vaikeuksia. Eli
vield yhteenvetona tissi tehtéivissa vaikeimmaksi osoittautui ratkaisun 2. vaihe, jossa oli
ongelmia puolella vastaajista. Lisdksi hieman tulkinnasta riippuen yksi tai kaksi vastaa-
jista tulkitsi tehtdvaa vaarin.

6.5 Tulosten yhteenveto

Kokonaisuutta tarkasteltaessa kukaan ei siis saanut ratkaistua kaikkia kolmea tehtavaa
taysin oikein. Vastaajista kolme sai ratkaistua oikein tehtavit 2. ja 3. Kyseiset henkil6t
olivat kaikki kirjoittaneet ylioppilaaksi edellisend vuonna ja he saivat todennéakéisyyslas-
kennan kurssista arvosanaksi 10. Vastaavasti kolme vastaajista ei saanut ratkaistua yh-
tddn tehtidvad. Heistd yksi oli kirjoittanut ylioppilaaksi vuonna 1990, yksi vuonna 2010
ja yksi vuonna 2014. Heiddn lukion todennédkoisyyslaskennan kurssin arvosanansa olivat
samassa jarjestyksessa 9, 8 ja 10. Kaksi muuta vastaajaa sai ratkaistuksi yhden kolmesta
tehtavista. Yleisesti voidaan siis todeta, ettd edellisend vuonna ylioppilaaksi kirjoittaneet
selvisivat tehtédvistd paremmin, kuin aiemmin lukionsa paédttineet. Taméa on toki ym-
marrettavii, koska lukiossa opiskellut asiat ovat heilld varmasti tuoreemmassa muistissa.
My®6s todennakoisyyslaskennan kurssin arvosanalla oli odotetusti vaikutusta tutkimuksen
tulokseen, vaikka poikkeuksiakin ilmeni.

Tarkasteltaessa eri ratkaisun vaiheita, voidaan todeta, ettd yleisimmin ongelmia esiin-
tyi ratkaisun 2. vaiheessa, eli tilanteen matemaattisessa mallintamisessa, jossa jokaisessa
tehtévissd noin puolet vastaajista epdonnistui. Ongelmat ratkaisun tdssd vaiheessa eivit
siis olleet sidonnaisia tehtdvidn, vaan vaikeuksia esiintyi tasaisesti jokaisessa tehtavissa.
Vain kaksi vastaajista onnistui mallintamaan jokaisen tehtdvin tilanteen matemaattisesti
oikein. Mallintamisen vaikeudet johtuivat useimmiten todennékoisyyslaskennan késittei-
den puutteellisesta hallinnasta. Ongelmia ilmeni ainakin seuraavissa tilanteissa: alkeista-
pausten médrittdminen, suotuisten tapahtumien tunnistaminen ja niiden eri jérjestysten
huomioiminen, yhteenlasku- ja kertolaskusddnnon kiytto, vastatapahtuman todennakoi-
syyden méarittaminen, sekd tapahtumien identtisyyden ja riippumattomuuden tunnista-
minen. Niiden vastausten perusteella on hankala 16ytad mitdén yhteistd késitetta, jonka
kanssa vastaajilla olisi ollut erityisesti vaikeuksia. Sen sijaan yksittdisid puutteita toden-
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néikoisyyslaskennan teorian hallinnassa oli havaittavissa monilla eri osa-alueilla.

Ratkaisun 1. vaiheessa, eli tehtdviinannon ymmaértdmisesséd, suurimmat ongelmat esiin-
tyivat 1. tehtavassd. Yllattavintd téssa oli se, ettd tédssd oli vaikeuksia nimenomaan niilld
vastaajilla, jotka selviytyivat muuten tehtavisté kaikista parhaiten. Yksi selitys tdhén voi-
si olla koulumatematiikan kaavakeskeisyys, johon mm. Joutsenlahti ja Verschaffel edelld
viittaavat. Vastaajat huomaavat aiempien kokemustensa perusteella tehtédvinannosta he-
ti, ettd tehtdvan ratkaisemiseksi tarvitaan toistokokeen kaavaa. Sen jdlkeen he syGttavit
annetut numeroarvot laskukaavaan ja ratkaisevat sen. Téassd tapauksessa tehtdvinannosta
kdy kuitenkin ilmi, ettd pelkka toistokokeen kaavan ratkaiseminen ei riitd, vaan ratkaisussa
olisi pitanyt ottaa huomioon myos se, ettd kolme samaa lukua voidaan saada aikaan kuu-
della eri nopan silméluvulla. Tamé tulos siis osaltaan vahvistaa kasitysté lukio-opetuksen
kaavamaisuudesta ja siitd, ettd opiskelijoita olisi syytd kannustaa suoraviivaisuuden si-
jaan enemmén ajattelemaan, miten he ratkaisussaan etenevat. Muissa tehtdvissd ongel-
mat ratkaisun 1. vaiheessa liittyivit oikeastaan Rothin mainitsemaan matematiikan kielen
ymmartdmiseen. Todennakoisyyslaskennassa "vain” ja "ainakin” sanoilla on tietyt merki-
tyksensd ja niiden esiintyessd tehtédvinannossa, on toimittava aina samalla tavalla. Vaikka
kyseisten sanojen merkitykset arkikielessé ovatkin vastaavat, on néiden sanojen tulkitse-
minen aiheuttanut yksittdisille vastaajille ongelmia 2. ja 3. tehtavassa.

Tehtdvan ratkaisun 3. vaiheessa, eli laskutoimitusten suorittamisessa, esiintyi ongelmia
vain kahdella vastaajalla 2. tehtivissa. Toinen néistd on selked huolimattomuusvirhe ja
toisessa taas vastaaja laskee murtolukujen kertolaskun véirin. Voidaan kuitenkin tode-
ta, ettd enimmékseen vastaajat selvisivit laskutoimituksista hyvin. TAmé on tosin var-
sin odotettua, koska varsinaiset laskutoimitukset lukion todennédkoéisyyslaskennassa ovat
useimmiten todella yksinkertaisia. Tama tutkimus my0s vahvistaa kasitystani siita, ettd
yleisestikddn opiskelijoiden vaikeudet todennékoisyyslaskennassa eivit johdu varsinaises-
ta laskemisesta.

Tyossa oli ajatuksena myos tarkastella todennédkéisyyslaskentaa kielentdmisen nakokul-
masta. Luokitellaan nyt vastaajien ratkaisut Jorma Joutsenlahden esittdmien erilaisten
kielentdmismallien mukaan. Kyseisistd malleista vastaajien ratkaisuissa esiintyy vain kah-
ta: standardi- ja kertomusmallia, joiden kiyttd jakautuu varsin tasaisesti. Tamé ei ole
sindnsé yllattavia, koska kuten Joutsenlahtikin toteaa, peruskoulussa oppilaat harjoitte-
levat useimmiten kayttamaan pelkistdadn standardimallia vastauksissaan ja vastaavasti lu-
kion matematiikan kirjojen esimerkkitehtavissa kiytetadn padasdantoisesti kertomusmallia.
Vastaajilla ei siis ole todennékéisesti edes valmiuksia muiden kielentdmismallien kdytt&on.

Vastaajista kaksi kiyttaa standardimallia kaikissa tehtévissa ja kaksi puolestaan kertomus-
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mallia kaikissa tehtédvissa. Loput neljd vastaajaa kiyttavat tehtavista riippuen molempia
kielentdmismalleja. Yhteensd standardimallia on kiytetty 13 ratkaisussa ja kertomusmal-
lia 11 ratkaisussa. Standardimallia kiyttivit vastaajat ovat selviytyneet ndistd tehtivista
paremmin, silld kahdeksasta oikeasta ratkaisusta standardimallia on kiytetty kuudessa ta-
pauksessa ja kertomusmallia vain kahdessa. Tdma saattaa osittain selittyd silld, ettd kun
vastaaja hallitsee ratkaisun vaiheet hyvin, hin kiyttda lyhyttad ja ytimekéstd standardi-
mallia. Vastaavasti tilanteessa, jossa vastaaja on epdvarmempi, hin pyrkii jisentelemain
ajatteluaan ratkaisun edetessi myos sanallisesti. Tamé johtopéditos perustuu siihen, etté
useampi eri tehtdvissdd eri kielentdmismalleja kdyttdneistd vastaajista, kiytti standardi-
mallia tehtdvissa, jonka he osasivat ratkaista ja vastaavasti kertomusmallia tehtavissa,
joka tuotti heille ongelmia. Toisaalta 1. tehtdvissa nelja vastaajista kdytti suoraviivaisesti
standardimallia ja laski toistokokeen laskukaavaa kiyttdmalld todennikoisyyden vain yh-
delle nopan silméluvulle. Voidaan pohtia, olisiko téltd virheeltd viltytty kertomusmallia
kiayttamalla, jolloin omaa ajattelua olisi jouduttu avaamaan myos vastauspaperille. Joka
tapauksessa voidaan ainakin todeta, ettd ratkaisujen tarkastamisen kannalta kertomus-
malli on huomattavasti parempi vaihtoehto. Kertomusmallia hyodyntévistd ratkaisuista
on paljon helpompi tulkita vastaajan ajatuksenkulkua ja myos tunnistaa ratkaisussa ta-
pahtuneet virheet.
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Luku 7

Haastattelun tulokset

Tarkastelen tédssd luvussa haastateltavien vastauksia. Ensin tuon esille ongelmia, joita
haastateltavat havaitsivat kurssilla opiskelijoita ohjatessaan ja ohjaajien nikemyksid vai-
keuksien syistd. Toisessa kappaleessa késitelldéin sitd, miten haastateltavien mielestd néi-
hin vaikeuksiin voitaisiin puuttua. Tekstissd kiytetyt haastateltavien nimet, Mika ja Jan-
ne, on muutettu. He ovat molemmat Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen
laitoksen toisen vuoden opiskelijoita, Mikan paddaineena on matematiikka ja Jannella ti-
lastotiede. Kumpikaan ei ole ainakaan talld hetkelld suuntautumassa opettajaksi.

7.1 Kurssilaisilla esiintyneet todennikoisyyslaskennan
vaikeudet ja niiden syyt

Molemmat haastateltavat olivat havainneet, ettd monilla opiskelijoilla oli kurssin aikana
vaikeuksia. Mika kertoi, ettd kurssi voidaan jakaa karkeasti kahteen osaan. Ensimmai-
sessd, osassa kisiteltiin kombinatoriikkaa ja klassista todenndkoisyyslaskentaa ja toisessa
osassa satunnaismuuttujia ja niiden jakaumia. Hanen nidkemyksensd mukaan ensimmai-
selld osalla kéasitellyt asiat olivat yleisesti varsin hyvin hallussa, mutta satunnaismuut-
tujiin siirryttiessd moni putosi kirryiltd. Hianen mielestdin myoskidan sanalliset tehtavit
kurssin alkupuoliskolla eivit tuottaneet opiskelijoille suurempia ongelmia, vaikka joitain
poikkeuksiakin toki ilmeni.

Janne puolestaan koki opiskelijoiden vaikeudet hiukan toisin. Hin ei osannut tarkem-
min eritelld, mitkd kurssin sisélloisté olisivat olleet opiskelijoille erityisen hankalia, vaan
hénen mielestdin heidén oli yleisesti vaikea yhdistdd omaa ajatteluaan todennékoisyys-
laskennan kaavoihin. Han avasi vield tatd ajatusta siten, ettd monet opiskelijat kokevat
tehtavad lukiessaan tietdvinsd miten tehtdva ratkaistaan. Siitd huolimatta heidén ratkai-
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sutapansa on vadrd, eivitkd he saa oikeaa tulosta. Lopuksi Janne tiivisti tdmén yhdel-
1a lauseella: "Opiskelijoiden on vaikea ilmaista ajatuksiaan matematiikan kielen avulla.”
Vaikka haastateltavien vastaukset poikkesivat muuten paljon toisistaan, molemmat nos-
tivat klassisesta todennéakoisyyslaskennasta esille riippumattomuuden késitteen, joka oli
tuottanut monille vaikeuksia.

Erityisesti Jannen vastaus on tutkielmani kannalta mielenkiintoinen. Hinen kokemuksien-
sa mukaan opiskelijoiden vaikeudet todennékéisyyslaskennassa johtuvat siis matematiikan
kielentamisen puutteellisesta hallinnasta. Tahin saattaa tosin vaikuttaa osittain myds se,
ettd opiskelijat eiviit osaa todenndkoisyyslaskennan késitteitd, eivatka laskusdantéja. Na-
ma asiat kulkevat kuitenkin usein kési kidesséd, kuten Joutsenlahtikin edelld esittad. Ma-
tematiikan kirjallisen kielentdmisen systemaattisen opettamisen tavoitteena on nimeno-
maan se, ettd opiskelijat oppivat jisentdméin ja kehittdméain matemaattista ajatteluaan.
Néin olleen uudet matemaattiset kisitteet ja laskukaavat eivit jaa irrallisiksi, vaan ra-
kentuvat jo olemassa olevan tiedon varaan. Talloin kielentdminen onnistuu myos toiseen
suuntaan, eli luonnollisesta kielestd matematiikan symbolikieleksi.

Kysyttiessd ndiden havaittujen vaikeuksien mahdollisia syitd, molemmat haastateltavat
nostivat esiin kurssimateriaalin vaikeaselkoisuuden. Koska suuri osa kurssin opiskelijoista
oli vasta juuri aloittanut yliopisto-opintonsa, lukiosta poikkeava, aksioomiin ja todistuk-
siin perustuva esitystapa oli heille vieras. Mika nosti erityisesti esille kurssilla kiytettavin
Tuomisen Todennédkdisyyslaskenta I-kirjan, joka esittda asiat hyvin abstraktisti. Toisaalta
molemmat olivat kuitenkin sitd mieltd, etti kyseinen ldhestymistapa on kurssilla perustel-
tu. Molemmat kokivat, ettei lukiossakaan voi opiskelijoita oikein tdhin valmentaa, joten
ratkaisuehdotukseksi ongelmaan nousi lahinnd kurssin esitietovaatimusten tarkastaminen.
Yliopistomatematiikkaan sopeutumista ei varmasti helpottanut sekiddn, ettd Jannen mu-
kaan vain harvat ensimmaisen vuoden opiskelijat kivivat pyytdmdissd apua ohjaajilta.
Téta mahdollisuutta hyddynsivit enemmén vanhemmat opiskelijat, joille kiytantd oli en-
tuudestaan tuttu.

Toisaalta Janne oli havainnut, ettd suoraan lukiosta yliopistoon tulleet pérjasivit kurs-
silla paremmin kuin ne opiskelijat, joiden lukio-opinnoista oli pidempi aika, koska heilld
oli todennikéisyyslaskennan késitteet paremmin muistissa. Han kertoi, ettd kurssilla oli
myo6s paljon sivuaineopiskelijoita ja esimerkiksi aineenopettajaksi opiskelevia, joille kurs-
si oli pakollinen. Osalla heistd Janne oli huomannut motivaation kanssa ongelmia, jotka
vaikuttivat suoraan heidan suorituksiinsa. Namé havainnot ovat saman suuntaisia tutki-
muslomakkeella saatujen tulosten kanssa. Ongelmien syistd puhuttaessa Mika toi esille
vield sen ndkokulman, ettd todennakoisyyslaskenta jaa helposti irralliseksi muista mate-
matiikan aihealueista, mikd aiheuttaa opiskelijoille vaikeuksia sekd lukiossa, ettd yliopis-
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tossa. Tamé sama havainto nousi esille myos aiemmin esitellyssa Kiviharjun tekeméssa
tutkielmassa.

7.2 Miten havaittuihin vaikeuksiin voitaisiin puuttua?

Koska téssé tyossa tarkastellaan todennikdisyyslaskentaa erityisesti lukio-opetuksen né-
kokulmasta, tdhinkin kysymykseen etsittiin vastausta ensisijaisesti siltd kannalta, mita
lukioissa voitaisiin tehda toisin nadiden ongelmien korjaamiseksi.

Mika ei osaa sanoa, miten hénen esille nostamiinsa vaikeuksiin satunnaismuuttujien kans-
sa voitaisiin puuttua lukio-opetuksessa, koska ei muistanut miten niitd lukiossa késiteltiin.
Yleisesti hén tiivisti oman késityksensé lukio-opetuksen ongelmista todennékoisyyslasken-
nan osalta siten, ettd sielld opetellaan "miljoona erilaista tapaa laskea”, jotka soveltuvat
erilaisiin tilanteisiin, ja on hankala tietdd, mitd milloinkin pitdisi kayttad. Téassd nousee
siis jilleen esille kokemus siita, ettd lukion todennikdéisyyslaskennan kurssilla ei muodostu
selkedd rakennetta eri kisitteiden vélille, vaan ne jadvat irrallisiksi ja ulkoa opettelun va-
raan. Mika ei kuitenkaan tieda, mité asialle voisi tehdé, koska erilaisia todennékoisyyden
kaavoja ja laskusdintoja ei voida lukiotiedoilla todistaa ja perustella.

Janne puolestaan korostaa téssi asiassa opettajan roolia. Hinen mukaansa kaikki ldhtee
siitd, ettd opettaja hallitsee itse todenndkoisyyslaskennan hyvin. Han onkin huolissaan
siitd, miten vihan tuleville matematiikan aineenopettajille opetetaan todennékéisyyslas-
kentaa. Myos Mika mainitsi omassa haastattelussaan olevansa téstd huolissaan. Janne
nostaa esiin lisdksi motivoinnin tirkeyden. Todennikdisyyslaskenta on kuitenkin varsin
kiaytannonliheistd matematiikkaa ja varsinkin monet todennikoisyyslaskentaan liittyvit
pelit, kuten lotto ja korttipelit, kiinnostavat monia lukiolaisia. Tata kiinnostusta pitéisi
siis hyodyntda opetuksessa esimerkiksi erilaisten laskuesimerkkien kautta. Johdatus to-
dennikdisyyslaskentaan -kurssinkin aikana Janne huomasi, kuinka monet innostuivat ai-
heesta ja selviytyivit sen jalkeen paremmin laskuharjoitustehtivista.

Sekd Mika ettd Janne toimivat laskuharjoitusten pitdjind myos Johdatus tilastolliseen
padttelyyn -kurssilla. Kurssi on tavallaan jatkoa Johdatus todennékoéisyyslaskentaan -
kurssille, ja moni opiskelijakin jatkoi suoraan télle kurssille. Naiden opiskelijoiden kohdal-
la Mika ja Janne huomasivat, ettd verrattuna lahtotilanteeseen, todennékoisyyslaskennan
késitteiden tunteminen ja hyddyntdminen oli mennyt JTN-kurssin aikana paljon eteen-
pdin, vaikka ne eivit vielakidn olleet useimmilla taysin hallussa.
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Luku 8
Pohdinta

Tutkielmani ldhtokohtana oli havainto siitd, ettd lukiolaiset kokevat todennikoisyyslas-
kennan kurssin hyvin erilaiseksi muuhun matematiikkaan verrattuna. Osalle opiskelijoista
todennikoisyyslaskenta on luontaisesti helppoa, mutta monet kokevat sen todella haasta-
vana. Kuten tutkielmassa esitetyistd aiemmista todennédkdisyyslaskennan tutkimuksista
kdy ilmi, tdmé& ilmié on todellinen ja sitd on tutkittu myos aikaisemmin. Téassa tutki-
muksessa tavoitteenani oli selvittdd mistd ndmé vaikeudet voisivat mahdollisesti johtua
ja pohtia milld keinoin niihin voitaisiin lukio-opetuksessa vaikuttaa.

Tutkimuslomakkeiden vastauksista kiy ilmi, etta vaikka kyselyyn vastanneet ensimmaéisen
vuoden matematiikan aineenopettajaopiskelijat eivit itse kokeneet todennikoisyyslasken-
taa muuta lukiomatematiikkaa haastavampana, heilld on kuitenkin merkittivia puutteita
todenndkoisyyden kisitteiden hallinnassa. Varsinaisista lukion pitkin matematiikan to-
dennikoisyyslaskennan kurssin sisélloistd ei noussut esiin mitédin yksittaistd osa-aluetta,
jonka kanssa vastaajilla olisi ollut erityisesti ongelmia. Haastattelujen perusteella voi-
taisiin kurssin sisalldistd tosin mainita tapahtumien riippumattomuus, jonka molemmat
haastateltavat kokivat erityisen haasteelliseksi opiskelijoille. Tamé& havainto tukee myds
Shaygnessyn kirjallisuuskatsauksessa esiteltyd tulosta. Sen sijaan lomakkeen tehtévissi
yleisesti vaikeuksia tuotti kuvattujen tilanteiden tulkinta ja niiden muuttaminen mate-
maattiseen muotoon. Sekd lomakkeen avoimissa kysymyksissi, ettd ohjaajien haastatte-
luissa tuli esiin kokemus siita, ettd todennikoisyyslaskennan tehtéviat eivit ratkea suora-
viivaisesti intuitiivisen ajattelun seurauksena, vaan oikeaa ratkaisua varten omaa ajatte-
lua tiytyy jollakin tavalla muuttaa. Aiemmin esitellyssd Kiviharjun tutkimuksessa tdma
sama havainto nousi myos vahvasti esille. Monissa tilanteissa tdta ajattelun erilaisuu-
den vaatimusta voidaan varmasti perustella Shaugnessyn esittelemilld todennékoisyyden
késitteeseen liittyvilla virheellisilla ennakkokasityksilld. Vaikka tutkimuslomakkeen varsi-
naisten laskutehtdvien ratkaisuista n&itd virhekasityksid on vaikea tunnistaa, ne saavat
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aikaan sen, ettd intuitiivinen ajattelu johtaa opiskelijaa harhaan ja siksi todennékéisyy-
teen liittyvid matemaattisia laskukaavoja on opiskeluvaiheessa vaikea sisdistdd. Osittain
téastd, ja osittain Kiviharjun mainitsemasta irrallisuuden kokemuksesta johtuen, joka nousi
esille my0Os ohjaajien haastatteluissa, opiskelijoille ei muodostu lukiossa kokonaiskésitysté
todennikoisyyslaskennasta, vaan se on monille pelkistdan kaavojen ulkoa opettelua. Téa-
mé kokemus oli ndhtavissd useammankin kyselylomakkeen vastauksista.

Tarkastelen tyossidni todennékoisyyslaskentaa erityisesti sanallisten tehtivien ja matema-
tiikan kirjallisen kielentdmisen kannalta, koska kuten jo edelld mainittiin, suurin osa lu-
kion todennékoisyyslaskennan tehtévistd on sanallisia tehtédvia. Vaikeudet sanallisten teh-
tavien ratkaisemisessa selittdvatkin osittain todennikoisyyslaskennan haasteita, mika kiy
ilmi my6s Shaugnessyn esittelemista tutkimuksista. Tutkimuslomakkeen avoimissa kysy-
myksissi yksi vastaaja totesi, ettd hidn koki omien todennékoisyyslaskentaan liittyvien
vaikeuksiensa johtuvan nimenomaan sanallisista tehtavistd. Merkittdvampi havainto liit-
tyy mielestani kuitenkin tutkimuslomakkeen 1. laskutehtévin ratkaisuihin, joissa peréti
puolet vastaajista jatti nopan eri silmélukujen mahdollisuudet huomioimatta, mutta las-
ki tehtdvin muuten oikein yhdelle silmdluvulle. Mielesténi tétd tulosta ei voida selittia
mitenkidn todennikdisyyslaskennan késitteiden ymmaértimisen, vaan nimenomaan sanal-
listen tehtdvien ratkaisuprosessien kautta, kuten Tutkimuslomakkeen tulokset -luvussa jo
todettiin. Yleisesti ottaen taménkin tutkimuksen osalta on kuitenkin hankala sanoa, joh-
tuvatko vaikeudet jonkin tietyn tehtdvin ratkaisemisessa ensisijaisesti puutteista toden-
nakoisyyslaskennan hallinnassa, vai kyvyista ratkaista sanallisia tehtdvid. Varmasti ndihin
molempiin osa-alueisiin olisi syyté kiinnittid opetuksessa huomiota.

Koska tutkimus toteutettiin vain hyvin pienelld joukolla, ei saatuja tuloksia voida laajem-
min yleistdi. Toinen tekija, joka on tuloksia arvioitaessa otettava huomioon, on etta kaikki
tutkimukseen osallistuneet henkilot ovat kouluttautumassa matematiikan aineenopetta-
jiksi ja he ovat menestyneet lukiossa matematiikassa keskiverto-opiskelijaa paremmin. Jos
sama tutkimuslomake teetettiisiin tavallisella lukion pitkdin matematiikan ryhmaélla, tu-
lokset voisivat olla hyvin erilaiset. Saamani tutkimustulokset ovat kuitenkin varsin hyvin
linjassa aiemman todennékdisyyslaskennan tutkimuksen kanssa ja osoittavat, ettd tallakin
tutkittavalla ryhmaélla on selkeitd ongelmia todennékdisyyslaskennassa. Laadullisen tutki-
muksen perusajatuksenakin on laajojen yleistysten sijaan 16ytad mielenkiintoisia yksityis-
kohtia, jotka joko vahvistavat, laajentavat tai kyseenalaistavat vallitsevaa teoriaa. Lisdksi
kyseisen ryhmén valinta oli hyvin perusteltu, kuten Tutkimuksen toteutus -kappaleessa
on esitetty. Taltd pohjalta on siis mielekdstd pohtia, miten havaittuihin vaikeuksiin voi-
taisiin vaikuttaa lukio-opetuksessa.

Téamaén tutkimuksen tulosten, seké esitetyn teorian perusteella voitaisiin todennéikoéisyys-
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laskentaan liittyvit ongelmat lukiossa tiivistda siten, ettd opiskelijoille ei muodostu sel-
kedd kokonaiskisitystd todennikoisyyslaskennan teoriasta, eikd se rakennu muiden hei-
din oppimiensa matemaattisten késitteiden varaan. Tahén vaikuttavat ainakin virheelli-
set ennakkokasitykset, koulumatematiikan yksipuolinen tapa ratkaista sanallisia tehtavia,
todennékoisyyslaskennan vahidinen painoarvo lukiossa, sekd se, ettd todennikoisyyslas-
kennan tuloksia ei perustella riittavasti.

Miten néihin ongelmiin sitten voitaisiin puuttua? Monet tutkijat ovat nostaneet toden-
nikoisyyslaskennan oppimiseen liittyen suurimmaksi haasteeksi nimenomaan virheelliset
ennakkokésitykset. Taméan perusteella ensimmdéinen askel lukion todennikoisyyslasken-
nan kurssilla pitédisi mielestini olla opiskelijoiden henkil6kohtaisten todennédkdisyys kasi-
tysten selvittaminen. Opiskelijoita on hankala opettaa ja ohjata oikeaan suuntaan, jos ei
ymmérrd kuinka he ajattelevat erilaisissa todennékdéisyyslaskennan tilanteissa. Hyvi rat-
kaisu voisikin olla pitda heti kurssin alussa lyhyt testi, jonka perusteella ndhtiisiin miten
opiskelijat intuitiivisesti vastaavat erilaisiin todennikoéisyyslaskentaan liittyviin tehtéviin.
Talla tavalla voitaisiin kartoittaa tutkimuksissa havaitut yleisimmét virheelliset ennak-
kokésitykset, jotta niihin voidaan opetuksessa heti puuttua. Téssé tullaan kuitenkin heti
opettajan roolin vaativuuteen todennikoisyyslaskennan osalta. Téllainen menettely vaa-
tisi opettajalta paljon aikaa ja vaivannakod ja lisdksi hdnen olisi itse hallittava toden-
nikoisyyslaskentaa niin hyvin, ettd hidn pystyisi tunnistamaan niitd ennakkokésityksia
ja my0s korjaamaan niitd. Ongelmana kuitenkin on usein, ettei opettajalla ole téllaisia
valmiuksia, koska matematiikan aineenopettajan koulutuksessa todennékoisyyslaskenta
rajoittuu kiytinnossd yhteen viiden opintopisteen kurssiin. Molemmat haastatellut Joh-
datus todennékoisyyslaskentaan -kurssin ohjaajatkin kokivat tdméan huolestuttavana. Pa-
himmassa tapauksessa opettaja saattaa itsekin karsid vastaavista virheellisistd todenna-
koisyyden kasityksistéd, kuten Shaugnessyn katsauksesta kivi ilmi. Téssd mielessd lukion
todennikoisyyslaskennan ongelmat eivit ole ratkaistavissa pelkédstdian lukioiden siséisil-
14 toimenpiteilld, vaan myos matematiikan aineenopettajien koulutusta yliopistoissa olisi
syytéa kehittad.

Shaugnessyn tekemissd tutkimuksessa tehokkaaksi tavaksi korjata opiskelijoiden virhe-
kasityksid osoittautui menettely, jossa opiskelijat ensin esittivit oman arvionsa, mitd ku-
vatussa satunnaiskokeessa tulee tapahtumaan, sen jilkeen tilanne toteutettiin kokeellisesti
ja lopuksi verrattiin arvauksia ja saatuja tuloksia teoriaan peilaten. Uskon, ettd tdméin
tyyppinen menettely voisi olla my0s lukio matematiikassa toimiva ja sitda kannattaisi ai-
nakin kokeilla. Tietysti tdméan tyyppisissa tilanteissa nousee aina esille aikataulukysymys,
kun kurssilla on kiytdssa vain rajallinen méara oppitunteja ja kisiteltivid asiasisiltoja on
paljon. Enemmén kysymys on kuitenkin opettajan omasta asenteesta. Kurssin aikatau-
lut on varmasti mahdollista suunnitella siten, ettd oppitunneilla voidaan hyddyntid myos
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kokeellista lahestymistapaa. Opettajan pedagogisissakin opinnoissa painotetaan talla het-
kelld sitd, ettd matematiikassa perinteisesti vallitsevasta opettajakeskeisesté opetuksesta
olisi péaastava siithen, ettd opiskelijat osallistuisivat itse enemmén oppitunnin kulkuun ja
oivaltaisivat asioita oman toimintansa kautta. Monilla matematiikan kursseilla on hanka-
laa keksid mitddn konkreettisia ja kiaytannollisia kokeita, joita opiskelijat voisivat itse to-
teuttaa, mutta todennikoisyyslaskennassa tdma on mahdollista. Kuten ohjaajien haastat-
teluista ja Kiviharjun tutkielmasta kiy ilmi, tdmén tyyppiselle opetukselle olisi kysyntéia
my0Os opiskelijoiden puolelta ja he kokevat sen motivoivana tekijand. Juuri todennékoi-
syyslaskennan luonnetta osana ihmisten jokapdivaista elaméa tulisi korostaa, koska sekin
lisda opiskelijoiden kiinnostusta aihetta kohtaan. Loppujen lopuksi motivaatiolla on kui-
tenkin merkittdva vaikutus oppimiseen, kuten Matematiikan osaaminen -luvussa edelld
todetaan. Kokeellisen ldhestymistavan kanssa on kuitenkin oltava myds varovainen, jotta
viltytddn Hawkinsin ja Kapdian kuvaamalta tilanteelta. Mielestédni oikein esitettyné se,
ettd laskennallinen teoria ei valttdmatta vastaa tdysin satunnaiskokeesta saatuja tuloksia,
voi haitallisten vaikutusten sijaan auttaa opiskelijoita ymméartdmain todennikoisyyden
todellista luonnetta. Se, minkélainen vaikutus kokeella on opiskelijoihin, on siis jilleen
pitkélti opettajan toiminnan varassa.

Kokeellisella ldhestymistavalla voidaan osittain vaikuttaa myos sithen ongelmaan, ettd
todennékoisyyslaskennan tuloksia ei opiskelijoiden mielestd perustella lukiossa riittavas-
ti. Kuten jo edelld todettiin, teoreettisesti monia todennédkéisyyslaskennan tuloksia on
lukiossa mahdotonta todistaa, koska se vaatisi lukion pitkin matematiikan oppim&arian
ylittdvien siséltojen hallintaa. Ihmisilld on kuitenkin tapana uskoa se, mité he itse né-
kevit, joten usein kokeellisesti oikeaksi osoitettu teoria on opiskelijoille riittavésti perus-
teltu. Tata ei tietenkddn voida soveltaa kaikkiin tilanteisiin, mutta joissakin tapauksissa
siitd voi olla hyotya. Todennédkéisyyslaskennan painoarvoa lukion matematiikassa tuskin
tullaan ldhitulevaisuudessa merkittavisti muuttamaan, vaikka uusiin lukion opetussuuni-
telmien perusteisiin ehdotetut muutokset ovatkin pienié askelia sithen suuntaan. Lyhyen
matematiikan uusi valtakunnallinen syventévi kurssi Tilastot ja todennékdisyys 11, antaa
todennédkoisyyslaskennasta kiinnostuneille lyhyen matematiikan opiskelijoille syventya ai-
heeseen tarkemmin. Lisdksi pitkdn matematiikan todenndkéisyyslaskennan kurssin siirté-
minen viimeiseksi pakolliseksi kurssiksi, voi vihentda sen irralliseksi kokemisen tunnetta.
Ehdotuksen mukaan kurssi ei olisi endd muiden toisiinsa liittyneiden kurssien vilissi, vaan
ikdsn kuin ihan omalla paikallaan. Varsinaisesti tdméa muutos ei kuitenkaan auta todenné-
koisyyslaskennan rakentumisessa osaksi muiden matematiikan osa-alueiden muodostamaa
kokonaisuutta, mutta se voi selkeyttad muiden kurssien valistd yhteytta.

Mielestdni yksi tapa, jolla voitaisiin luoda yhteyksid todennékoisyyslaskennan ja mui-
den lukion matematiikan kurssien vilille, olisi omaa ajattelua vaativien sanallisten tehté-
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vien lisiaminen muille kursseille. Tutkimuslomakkeen tehtévien ratkaisujen perusteella on
selvid, ettd vastaajilla oli suuria vaikeuksia kuvattujen tilanteiden mallintamisessa, eika
tdma johtunut pelkistdin todennikoisyyslaskennan kisitteiden puutteellisesta hallinnas-
ta. Tama selittyy ainakin osittain Kiviharjun tutkielmassaan esiin nostamalla havainnol-
la. Moni tutkimuksessa haastatelluista lukiolaisista koki, ettd todennidkdisyyslaskennan
tehtédvat olivat hankalia, koska niihin ei usein ole olemassa mitdin suoraviivaista ratkai-
sumallia kuten muissa matematiikan tehtivissd, vaan ratkaisu piti ajatella alusta alkaen
itse. Tassa torméatian siis samaan ongelmaan, josta Joutsenlahti ja Verschaffel kirjoittavat
sanallisiin tehtdviin liittyen. Koulumatematiikan sanallisetkin tehtdvat ovat usein suora-
viivaisia ja ne ratkaistaan hieman kérjistetysti aina samalla tavalla. Lisdksi kouluissa suo-
sitaan mahdollisimman lyhytta ja ytimekistd ratkaisutapaa, jossa kiytetddn pelkdstadn
matemaattisia symboleja. Tamén tyyppinen toiminta opettaa opiskelijoita hyodyntdmain
valmiita, annettuja ratkaisumalleja, mutta ei kehitd heidin omaa matemaattista ajattelu-
aan. Matemaattinen osaaminen -luvussa esiteltyja viittd osaamisen osa-aluetta kiyttden
opiskelijoiden strateginen kompetenssi ei ole hankalampien ongelmien ratkaisemiseen vaa-
dittavalla tasolla. Kuten edelld esitettiin, Joutsenlahti tarjoaa tdmén ongelman ratkai-
suksi matematiikan kirjallisen kielentdmisen ratkaisumallien systemaattista opettamista,
josta onkin saatu varsin rohkaisevia tuloksia. Tosin todennikéisyyslaskennan osalta me-
netelmda ei ole tietddkseni kokeiltu. Joka tapauksessa naiden kielentamismallien opettelu
ja omaa ajattelua vaativien sanallisten tehtdvien lisiaminen muille matematiikan kurs-
seille antaisi opiskelijoille varmasti paremmat valmiudet todenndkéisyyslaskennan tehté-
vien ratkaisemiseen ja saattaisi myoOs vihentdd kurssin irralliseksi kokemisen tunnetta.
Véyrynen oli omassa Pro Gradu -tutkielmassaan soveltanut niitd kielentdmismalleja pe-
ruskoulun avaruusgeometrian kurssilla ja tulokset olivat varsin positiivisia, kuten edelld
esitettiin. Vastaavanlainen opetuskokeilu olisi mielenkiintoista toteuttaa myos lukion to-
dennékoisyyslaskennan kurssilla.

Téssé on nyt esitelty joitakin ratkaisumahdollisuuksia niihin lukion todennékéisyyslas-
kennan haasteisiin, joita titd tutkielmaa tehdessini havaitsin. Vaikka nditd menetelmia
onkin onnistuneesti kokeiltu erilaisissa yhteyksissa, se ei valttaméatta tarkoita sitd, etti ne
suoraan vastaisivat lukiolaisten ongelmiin todennékoisyyslaskennan kontekstissa. Tuleva-
na matematiikan opettajana néita keinoja on kuitenkin mielenkiintoista pohtia ja haluan
my0s tyossiani kokeilla téllaisia vaihtoehtoisia opetusmenetelmis todennéikoisyyslaskennan
osalta. Loppujen lopuksi opettajalla itselldéin on kuitenkin todella suuri vaikutus siihen,
miten opiskelijat suhteutuvat todenndkdisyyslaskentaan ja mitd he oppitunneilla oppivat.
Téssd mielessd toivoisin, ettd matematiikan aineenopettajien koulutuksessa otettaisiin
huomioon my6s todennidkédisyyslaskennan haasteet pedagogiselta kannalta, jotta tulevil-
la opettajilla olisi valmiudet ymmaértiaa ja korjata opiskelijoiden virheellisid ennakkoké-
sityksid. Historiansa takia todennikdisyyslaskenta yhdistetddn usein vain uhkapeleihin,
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eikd sita valttamatta pidetd yhta tarkednd, kuin joitakin muita matematiikan osa-alueita.
Opettajien tulisikin ndhda se, ettd todenndkdisyyslaskentaa ja tilastojen kisittelyd tar-
vitaan nyky-yhteiskunnassa monilla eri aloilla sekdi ammateissa ja téssd mielessd se on
hyvin tarkea aihe niillekin opiskelijoille, jotka eivit ole suuntautumassa varsinaisesti ma-
temaattisille aloille.

Téamaén tutkielman tekeminen osoitti minulle, ettd todennikoisyyslaskennan opetuksessa
on paljon mahdollisia kehityskohteita, joiden avulla lukiolaisten késityksia todennikoisyy-
destd voidaan muuttaa niin, ettd sitd ei endd koeta ylivoimaisen hankalaksi ja irralliseksi
muusta matematiikasta. Toivottavasti todenndkdisyyslaskennan tarkeys ymmarretaan tu-
levaisuudessa yleisemmin ja nditd toimenpiteitd tehddén jatkossa myds laajamittaisemmin
niin lukioiden, yliopistojen kuin opetusministerionkin toimesta, ettei todennéikoéisyyslas-
kennan opettamisen kehittdminen jai pelkistadn yksittdisten opettajien harteille. Muu-
ten merkittdvia muutoksia lukiolaisten kasityksiin todennékéisyyslaskennasta on turha
odottaa.
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KYSELYLOMAKE

Tassa kyselylomakkeessa on kaksi osiota. Ensimmaisessa osiossa selvitan taustatietoja. Vastaa kysymyksiin
1)-5) laittamalla rasti ruutuun ja tehtdvdan 6) kirjallisesti. Jos et muista tarkkaa vastausta johonkin
kysymykseen, niin vastaa siihen parhaan arviosi mukaan.

Toisessa osiossa on kolme klassiseen todennakaoisyyteen liittyvaa laskutehtavaa. Merkitse paperille myos,
miten olet tehtadvan ratkaissut, pelkkd vastaus ei riitd. Vaikka et osaisikaan tehda jotain tehtavista
kokonaan, niin yritad silti parhaasi ja kirjoita paperille, miten ldhtisit tehtdvaa ratkaisemaan. Tehtavien
ratkaisemisessa saa kdyttaa apuna laskinta. Lomakkeen lopussa on myos lyhyt kaavakokoelma.

Kiitos vastauksistasi!

1) Olen suorittanut lukiossa
O pitkdn matematiikan O lyhyen matematiikan

2) Matematiikan arvosanani lukion paattotodistuksessa oli
a s a6 a7 a 8 a9 d 10

3) Kurssista MAAG6 Todenn&koisyys ja tilastot / MABS Tilastot ja todennakoisyys sain arvosanaksi
a s a6 a7 a 8 a9 d 10

4) Oliko kyseinen kurssi mielestdasi muihin matematiikan pakollisiin kursseihin verrattuna
vaativuudeltaan...?

paljon helpompi

helpompi

samantasoinen

vaativampi

paljon vaativampi

aaaaa

5) Kuinka kiinnostunut olit kyseisen kurssin aihealueista?
en lainkaan kiinnostunut

vahan kiinnostunut

kiinnostunut

erittdin kiinnostunut

aaaa

6) Mitka asiat olivat sinulle hankalia lukion todennakdisyyslaskennassa?

Enta helppoja?




Tehtdvat

1. Yatzy-pelissd heitetdan viittd noppaa. Milld todenndkdisyydellda pelaaja saa yhdelld heitolla
kolme samaa numeroa?

2. Viikonloppuna pidettaville opettaja-messuille osallistuu yhteensd 547 opettajaa. Lauantaina
osanottajia oli 489 ja sunnuntaina 423. Milla todennakoisyydella satunnaisesti valittu opettaja
osallistui messuille vain yhtena paivana?

3. Koripallon pelaaja heittda ensimmadisen vapaaheiton koriin 70 % todenndkdisyydelld. Taman

Klassisen

jdlkeen onnistuneen heiton jdlkeen han tekee korin 80 % todenndkdisyydelld ja
epdonnistuneen heiton jalkeen 50% todennakoisyydelld. Kyseistd pelaajaa rikotaan kolmen
pisteen heitossa ja han saa kolme vapaaheittoa. Milla todennakoisyydella han saa ainakin kaksi
vapaaheitoista koriin?

todennéakoisyyden kaavoja:

Tapahtuman A klassinen todennakadisyys on P(A) = %, jossa n(A) on tapahtumalle A suotuisten

alkeistapausten lukumaaramaara ja n(E) kaikkien alkeistapausten lukumaara.

Erillisille tapahtumille (A, A, ..., A,), P(A; tai A, tai ... A,) = P(A;) + P(A;) + ... + P(A,).

P(A)=1-P(A)

P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B)

Riippumattomille tapahtumille A ja B, P(A ja B) = P(A) - P(B)

P(tulos A tapahtuu toistokokeessa tasmalleen k kertaa) = (:)pkq"_k, jossa n on toistojen maara, p

tuloksen A todenndkaisyys kullakin toistolla ja g on tuloksen A vastatapahtuman todennakdisyys.



Haastattelulomake Johdatus todenndkdisyyslaskentaan—kurssin ohjaajille
Kuinka monta vuotta olet opiskellut matematiikkaa yliopistossa?

Suunnitteletko ty6skentelevasi tulevaisuudessa matematiikan aineenopettajana?
Oletko toiminut yliopistossa ohjaajana muilla kursseilla?

1. Milla todenndkoisyyslaskennan osa-alueella opiskelijoilla oli erityisesti vaikeuksia JTN-kurssilla?

2. Mista kyseiset vaikeudet voisivat sinun mielestasi johtua?

3. Miten naihin vaikeuksiin voitaisiin mielestasi puuttua lukio-opetuksessa?



4. Miten opiskelijat kehittyivat kurssin aikana?

5. Onko sinulla muita kurssiin liittyvia huomioita, joita haluaisit nostaa esiin?
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