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Geometrisen ajattelun kehitys ja kyseisessd prosessissa muodostuvat virhe-
késitykset ovat mielenkiintoinen ja myo6s olennainen aihe koulugeometrian
kannalta. Geometrian opiskelu alkaa jo alkuopetuksessa vuosiluokilla 1-2 ku-
vioiden ja kappaleiden tunnistamisella ja jatkuu opetussuunnitelmien ohjaa-
mana lapi peruskoulun ja lukio-opintojen kohti matemaattista tédsmallista
padttelya. Geometrian rooliin suomalaisessa koulutuksessa tutustutaan lu-
vussa 2.1.

Geometrisen ajattelun kehitys ei ole itsestddn kypsymisen myota tapah-
tuva jatkuva prosessi, vaan onnistuneessa oppimisessa keskeisessd roolissa
ovat sekd oppija ettd opettaja. Geometrisen ajattelun kehitystéd on pyrit-
ty kuvailemaan eri teorioiden avulla. Taméan tutkielman teoriaosion luvussa
2.2 esitellaén yksi tunnetuimmista geometrisen ajattelun kehityksen teoriois-
ta eli Van Hielen teoria seké sen pohjalta jalostettu teoria koulugeometrian
kolmesta néakokulmasta. Liséksi tarkastellaan yleisia virhekéasityksia ja niista
mahdollisesti seuraavia virheitd. Taméa kokonaisuus toimii opetussuunnitel-
mien lisdksi tutkimuksen teoreettisena pohjana.

Tutkielman tavoitteena on selvittaé, millaisia virheita tehdééan ylioppilas-
kirjoitusten avaruusgeometriaan liittyvissa tehtévissa. Tutkimuksen aineisto-
na toimii Ylioppilastutkintolautakunnan kerdamésta korpusaineistosta vuo-
silta 2019-2023 valikoidut nelja matematiikan ylioppilaskoetehtéavia, joista
jokaisesta tarkastellaan sata kappaletta kokelasratkaisuja ja niissd tehtyja
virheita. Virheet luokitellaan virhetyypin mukaan, ja liséksi pohditaan mah-
dollisia syitéa virheiden taustalla. Tutkimus suoritetaan sisdllon analyysina,
jolloin merkittavéssé roolissa on tekijan tulkinta virheisté ja virheluokista.

Tehtévakohtaisesta virheanalyysista tehtiin lopuksi yhteenveto, jossa ylei-
simmisté virheistd muodostettiin viisi yldluokkaa: kappaleiden ja kuvioiden
hahmottaminen, kisitevirheet, virheelliset tai puutteelliset paattelyt, tehta-
vanannon tulkitseminen ja pyoOristysvirheet. Tutkielman tulokset toimivat
suuntaa antavina: suurempien johtopédtdsten tekeminen kokelaiden geomet-
rian osaamistasosta vaatisi jatkotutkimuksia, silld téssd tutkielmassa hyo-
dynnetty aineisto on maéarallisesti pieni.



Avainsanat: Geometria, matematiikan ylioppilaskoe, virheet, virhekésityk-
set



Imoitus kielimallin kdytosta tyossd (pois lukien kypsyysnéyte): tutkiel-
man sisélto ja analyysit ovat tekijéan itsenséd tuottamia. Kielimallia on kay-
tetty tutkimusartikkeleiden hakuun ja tarkasteluun, ehdotuksiin tekstin ra-
kenteen muotoilusta ja tulosten yhteenvetoon. Tekija ottaa tyon sisallosta
tdyden vastuun.
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1 Johdanto

Geometria on matematiikan osa-alue, joka eroaa monin tavoin algebrasta
ja aritmetiikasta, vaikka esimerkiksi koulugeometrian laskuissa ndmé osa-
alueet yhdistyvit. Geometrian kisitteiden kokonaisvaltainen oppiminen no-
jaa vahvasti visuaaliseen hahmottamiseen, mittasuhteiden ymmartamiseen
ja kasitteiden soveltamiseen sekd konkreettisissa ettd abstrakteissa tilanteis-
sa (Houdement ja Kuzniak 2003). Geometrinen ymmérrys ja sen kehittymi-
nen ilmenee yksil6illd eri tavoin (Silfverberg 2018), ja tutkijat ovat pyrkineet
luomaan teorioita kuvaamaan kyseisen prosessin vaiheita mahdollisimman
kattavasti.

Yleisesti geometrisen ajattelun kehitystd kuvaa idkéds, mutta tunnettu
Van Hielen teoria, joka esittdd ajattelun kehityksen tapahtuvan toisiaan seu-
raavissa tasoissa (Silfverberg 2018). Tasolta toiselle eteneminen ei ole suo-
raan sidottavissa oppijan ikédn tai kypsyyteen, vaan keskeinen merkitys on
opetuksen laadulla (Clements ja Battista 1992). Lineaarisen tasoajattelun
rinnalle on luotu koulugeometriaa paremmin vastaava kolmen nakékulman
teoria, joka korostaa oppijan mahdollisuutta liikkua eri osaamistasojen véa-
lilld (Houdement ja Kuzniak 2003).

Geometrisen ajattelun kehitys ndkyy my0s suomalaisen koulutuksen ope-
tussuunnitelmissa, kun geometrian taitoja pyritdédn syventdmaéaén lisaé eri
vaiheissa ikdtasolle sopivasti. Silfverberg luonnehtii artikkelissaan koulugeo-
metrialle tydméaaritelmas seuraavasti: "geometria tarjoaa matemaattisia tyo-
véalineitd spatiaalisten tilasuhteiden tajuamiseen ja niilla operointiin" (Silf-
verberg 2018). Koulugeometriassa painotetaan seké kiytdnnon ongelmanrat-
kaisua ettd matemaattisen péaattelyn taitoja (Opetushallitus 2014, Opetus-
hallitus 2015, Opetushallitus 2019), mutta oppijoiden yksil6lliset erot osaa-
misen tasoissa voivat johtaa virhekéasitysten muodostumiseen, erityisesti sil-
loin, jos opettaja vaatii asian esittdmistd oppilaan osaamistason ulottumat-
tomissa (Houdement ja Kuzniak 2003).

Tutkielman tavoitteena on selvittdd yleisid geometriassa esiintyvia vir-
heitd ja virhekasityksia ylioppilaskirjoitusten avaruusgeometrian tehtéavien
nékokulmasta. Aineistona toimii neljan vuosilta 2019-2023 valikoidun teh-
tavan kokelasratkaisut. Ensin tehd&an teoriakatsaus geometrian kasitteiden
ja virhekésitysten muodostumisen prosesseihin ja sitten esitellddn tutkimus-
kysymykset ja tutkimus. Tutkimus on toteutettu laadullisena siséllon ana-
lyysina, jossa tarkastellaan kokelaiden tekemid virheitd ja luokitellaan nii-
td virhetyypin mukaan. Analyysi ja muodostetut virheluokat ovat tekijan
tulkinta aineistosta, joten lopuksi pohditaan myo6s tutkimuksen ja tulosten
luotettavuutta.



2 Teoreettinen tausta

Téassé luvussa tarkastellaan teoriaa sekd geometrian kisitteiden ettéd niihin
liittyvien virheiden ja virhekésitysten muodostumisesta koulugeometriassa.
Geometrisen ajattelun kehittyminen on moniulotteinen prosessi, jota on py-
ritty kuvailemaan eri tutkijoiden toimesta. Ajattelun kehitys ndkyy myos
suomalaisen koulutuksen opetussuunnitelmissa, missé geometrian taitoja py-
ritddn harjoittamaan ikdtasolle sopivalla tavalla edeten.

2.1 Geometria peruskoulun ja lukion opetussuunnitelmissa

Seuraavaksi tarkastellaan geometrian sisélt6ja ja oppimiselle asetettuja ta-
voitteita suomalaisessa opetuksessa. Perusopetusta késittelevissa osiossa lah-
teend kiytetdan perusopetuksen opetussuunnitelman perusteita POPS 2014
(Opetushallitus 2014) ja lukio-opetusta késittelevéssé osiossa lukion opetus-
suunnitelman perusteita LOPS 2015 (Opetushallitus 2015) ja LOPS 2019
(Opetushallitus 2019) ellei toisin mainita. Lukion opetussuunnitelmakausien
2015 ja 2019 merkittdvin ero on siirtyminen kurssimuotoisesta rakenteesta
moduuleihin. Siirtyméstd huolimatta opiskeltavat sisillét ja tavoitteet ovat
pysyneet ldhes samana, vaikka aihealueita on voitu siirrelld opiskeltavaksi eri
kokonaisuuksien yhteyteen.

Peruskoulun opetussuunnitelmassa OPS2014 geometria esiintyy itsenii-
send sisdltdalueena, ja sen yleisend tavoitteena on kehittaa sekd oppilaan ti-
lan ja mittojen hahmottamista ettd kykya tunnistaa geometrisia késitteita,
muotoja ja kappaleita ikétasolle sopivasti. Geometrialla on keskeinen rooli
matemaattisen ajattelun ja ongelmanratkaisun kehittdmisessa. Lisaksi ope-
tussuunnitelmassa kannustetaan digitaalisten vélineiden, kuten dynaamisen
geometrian piirtohjelmien, kiytt6on opetuksen tukena.

Geometriaan tutustuminen alkaa jo alkuopetuksessa vuosiluokilla 1-2,
jonka opetussuunnitelmassa geometria ja mittaaminen mainitaan omana si-
saltoalueenaan S3. Opetuksessa tutustutaan muun muassa eri muotoihin ja
niiden ominaisuuksiin, sijainnin hahmottamiseen ja symmetriaan. Keskeisia
tyokaluja geometrian alkeiden oppimisessa ovat havaitsemiseen, piirtdmiseen
ja rakentamiseen liittyvét taidot. Myos vuosiluokilla 3-6 geometria ja mittaa-
minen on mainittu omaksi sisdltéalueekseen S4, jonka mukaan opetuksessa
kasitelldadn mm. tasokuvioita ja kolmiulotteisia kappaleita sekid niiden omi-
naisuuksia. Tavoitteena on oppia geometrisia kasitteita, kuten kulmat, suo-
rat, janat ja monikulmiot, sekd niiden luokittelua. Liséksi kehitetdén piirta-
misen ja rakentelun taitoja sekd opitaan mittaamaan, arvioimaan ja laske-
maan esimerkiksi pituuksia, kulmia ja pinta-aloja.

Alakoulusta yldkouluun siirtyessé késitteiden vélisid yhteyksid laajenne-
taan ja yhdistelldan eri sisdltoalueisiin. Vuosiluokilla 7-9 geometrian sisalto-
alueeseen S5 kuuluu esimerkiksi kuvioiden ja kolmiulotteisten kappaleiden,
kuten lierio, kartio ja pallo, tarkastelu seké kulmien, suorien ja monikulmioi-



den Késitteiden ymmértdminen ja soveltaminen. Lisdksi kiiytetdan ja muun-
netaan mittayksikoité erilaisissa pituuden, pinta-alan ja tilavuuden laskuissa.
Péattoarvioinnin arvosanan kahdeksan kriteereissé mainitaan muun muas-
sa Pythagoraan lause ja trigonometriset funktiot, jotka luovat pohjaa lukion
sisélloille yhdistamalld geometriaa ja algebraa.

Lukion opetussuunnitelmien LOPS2015 ja LOPS2019 mukaan geometri-
aa opiskellaan seké pitkassa etta lyhyessa oppiméarassa, mutta tavoitteissa ja
sisélloissd on eroavaisuuksia. Lyhyt oppimédara keskittyy enimmékseen geo-
metrian perusteisiin ja kiytdnnon sovelluksiin, kun taas pitkéssé oppimé&éa-
risséd geometriaa késitelldan syvillisemmin ja analyyttisemmin. Kummankin
oppimaaran keskeisissé tavoitteissa mainitaan siahkoisten ohjelmistojen hyo-
dyntaminen opiskelussa.

Pitkéssd oppiméidrissi geometrian ydinasiat kisitellddn moduulissa MAA3
Geometria, jossa keskeisid sisiltojd ovat yhdenmuotoisuus, sini- ja kosini-
lauseet, ympyrén geometria sekd monikulmioihin ja kappaleisiin liittyvét pi-
tuudet, kulmat, pinta-alat ja tilavuudet. Keskeisid tavoitteita ovat muun
muassa tilan ja muodon hahmottaminen kaksi- ja kolmiulotteisissa tilanteis-
sa sekd yhdenmuotoisuuden, Pythagoraan lauseen ja kolmioihin liittyvén tri-
gonometrian soveltaminen. Lisdksi opiskelijan tavoitteena on harjaantua seka
kuvaamaan tilaa ja muotoa ettd perustelemaan ja kiyttaméaén geometrista
tietoa késittelevia lauseita.

MAA3-kurssilla opittuja sisdltdjd syvennetdén ja laajennetaan muilla pit-
kén oppimééran kursseilla. Opetussuunnitelman vaihtumisen my6ta analyyt-
tinen geometria ja vektorit, jotka LOPS 2015:ssa muodostivat kaksi erillis-
ta kurssia (MAA4 ja MAAD5), on yhdistetty uudessa opetussuunnitelmassa
LOPS 2019:ssa yhdeksi moduuliksi MAA4 Analyyttinen geometria ja vek-
torit. Kummallakin suunnitelmakaudella tarkastellaan pisteitd, etdisyyksié
ja kulmia koordinaatistossa seké ratkaistaan tasogeometrian ongelmia vek-
toreiden avulla. Vanhan opetussuunnitelman MAAS5 kurssiin siséltynyt vek-
toreiden tarkastelu kolmiulotteisessa koordinatistossa on siirtynyt nykyises-
td MAA4-moduulista valtakunnalliseen valinnaiseen moduuliin MAA10 3D-
Geometria. Geometrian taitoja sovelletaan myos kurssilla/moduulissa Inte-
graalilaskenta (LOPS 2015 MAA9 ja LOPS 2019 MAATY) pinta-alojen ja
tilavuuksien méaarittadmisen yhteydessé.

Myés lyhyessd oppiméadrissd geometrian olennaiset sisallot kasitellaan
yhdessd moduulissa MAB 3 Geometria, mutta ndkdkulma ja tavoitteet ovat
pitkddn oppimédrddn verrattuna hieman erilaiset. Sekd vuoden 2015 ettéd
2019 opetussuunnitelmissa kurssin/moduulin tavoitteet painottavat opiske-
lijan kykya havaita ja tehda paatelmia kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuk-
sista, piirtda ja tulkita kaksi- ja kolmiulotteisia kuvioita ja kappaleita sekéa
ratkaista kiytdnnon ongelmia geometrian avulla.

Vaikka geometria esiintyy itsenéisené siséltoalueena vain MAB3:ssa, geo-
metrian taitoja hyddynnetdén myos muilla kursseilla/moduuleissa. Esimer-
kiksi MAB2:ssa Lausekkeet ja yhtdlot liitetddn geometria mittayksikdiden



késittelyyn pinta-ala- ja tilavuuslaskuissa. Liséksi geometrian osaamisesta
on hyotya valtakunnallisessa valinnaisessa Matemaattinen analyysi (LOPS
2015 MAB7 ja LOPS2019 MABS), jossa opiskelijan tulee hahmottaa erilai-
sia kédyrid, minimi- ja maksimiarvoja ja tuloksia graafisesti.

Opetussuunnitelmien perusteissa korostetaan oppiaineen tavoitteeksi op-
pilaan/opiskelijan matemaattisen ajattelun kehittdminen ja tietotaidon ra-
kentaminen aiemmin opitun pohjalta. Sekd OPS2014:ssa ettd LOPS:ssa si-
sallét on suunniteltu niin, ettd ne tukevat matemaattisten kasitteiden ja
taitojen syventédmista asteittain, mikd kuvastaa matematiikan luonnetta op-
piaineena.

2.2 Geometrisen ajattelun kehitys

Seuraavaksi esitellddn geometrisen ajattelun kehitysprosessia ja siithen liitty-
vid virhekésityksié sekd niistd seuraavia virheitd. Geometrisen ajattelun ke-
hittyessa oppilaat siirtyvét intuitiivisesta hahmottamisesta ja konkretiasta
kohti formaalia matemaattista paittelyd. Tamén kehitysprosessin kuvaile-
miseksi on muodostettu teorioita, joista yksi tunnetuimmista on Van Hielen
teoria. Kritiikkidkin herattédnytta idkista teoriaa on jatkojalostettu useiden
tutkijoiden toimesta, yhtend motivaattorina korjata sitd koulugeometriaan
paremmin sopivaksi.

2.2.1 Van Hielen teoria

Silfverberg (Silfverberg 2018) luonnehtii Van Hielen teoriaa yhdeksi keskei-
simmisté malleista geometrisen ajattelun kehittymiselle. Jo 1950-luvulla ke-
hitetyn teorian peruspiirteet hyvéksytadn edelleen laajasti, vaikka sitd on
my6hemmin tarkennettu ja ajankohtaistettu muun muassa koulugeometri-
aan sopivammaksi (Silfverberg 2018). Van Hielen teoria sisdltdd hypoteesin
geometrisen ajattelun rakentumisesta viidessa tasossa, jotka liittyvat oppijan
kykyyn hahmottaa geometrisia muotoja, analysoida niiden ominaisuuksia ja
lopulta ymmaértda matemaattista padttelya (Silfverberg 2018). Jokainen ta-
so rakentuu edelliselld tasolla saavutettujen taitojen varaan, eikd tason yli
voi hypétd (Watan ja Sugiman 2018). Tasolta siirtyminen seuraavalle ei ole
sidottu iké&n tai biologiseen kypsymiseen, vaan keskeisina tekijéinéd ovat op-
pimisprosessi ja sen ohjaus (Clements ja Battista 1992).
Van Hielen tasoja voidaan kuvailla lyhyesti seuraavasti:

Taso 1: Visualisointi

Silfvebergin (Silfverberg 2018) mukaan ensimmaiselld tasolla oppija kyke-
nee tunnistamaan, piirtdméén ja nimedmé&dn geometrisia muotoja niiden
ulkondon perusteella. Péaattely tapahtuu siis enimmékseen ulkomuodon ei-
kd niinkdan ominaisuuksien perusteella. Kuvioiden tunnistamiseen kéyte-



tddn avuksi usein arkielamén esimerkkejé, kuten "suorakulmio on kuin ik-
kuna"(Silfverberg 2018).

Taso 2: Analyysi

Tassa vaiheessa oppija alkaa tunnistaa ja kasitelld geometrisia muotoja nii-
den ominaisuuksien, kuten kulmien ja sivujen pituuksien, perusteella (Silf-
verberg 2018). Maaritetddn muodon ominaisuuksia havainnoinnin, mittaami-
sen, piirtdmisen ja mallintamisen avulla (Watan ja Sugiman 2018). Tasolla
2 oleva oppija kykenee kuvailemaan esimerkiksi suorakulmiota seuraavasti:
"Suorakulmiossa on kaksi pitkdd sivua ja kaksi lyhyttd sivua, sen kulmat
ovat kaikki yhtd suuria"(Silfverberg 2018). Téassé vaiheessa oppija ei kuiten-
kaan taysin viela hahmota tai kykene selittdméaén ominaisuuksien yhteyksia
eri kuvioissa (Watan ja Sugiman 2018), jolloin esimerkiksi nelitta ei pideté
suorakulmiona.

Taso 3: Ominaisuuksien jarjestdminen

Kolmannella tasolla ymmaérretddn, miten eri kuvioiden geometriset ominai-
suudet liittyvét toisiinsa ja pystytdan myos perustelemaan sité epaformaalis-
ti (Watan ja Sugiman 2018). Oppija pystyy muodostamaan yhteyksid omi-
naisuuksien valilla, esimerkiksi ymmartaé, ettd nelikulmiossa vastakkaisten
sivujen ollessa yhdensuuntaiset myos vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret
(Watan ja Sugiman 2018). Lisiksi oppija kykenee paétteleméén yhtenevyyk-
sia eri kuvioluokkien vélilld eli téssé vaiheessa oppija tunnistaa nelion suo-
rakulmioksi ja osaa myos perustella asian (Silfverberg 2018).

Taso 4: Paitteleminen

Paattelyn tasolla oppija kykenee systemaattiseen matemaattiseen paattelyyn
(Watan ja Sugiman 2018). Oppija osaa erottaa méaritelmét, aksioomat ja
lauseet toisistaan ja hyodyntdd niitd loogisen ajattelun tukena (Clements
ja Battista 1992). Oppija pystyy itse todistamaan geometrisia lauseita ja
ymmértaéd, miksi pelkkd visuaalinen havainnointi ei ole riittédva perustelu
matemaattisille véitteille (Silfverberg 2018).

Taso 5: Matemaattinen tidsmaillisyys

Teorian ylimmalld tasolla oppija kykenee itse tulkitsemaan geometriaa for-
maalisti ja jarjestelméllisesti (Silfverberg 2018). T4alld tasolla oleva oppija
kykenee tutkimaan geometrian ongelmia ilman konkreettisia mallikuvia ja
késittelemédan geometrisia jarjestelmid aksioomien, médritelmien ja lausei-
den avulla (Clements ja Battista 1992). Pasttelyn kohteena ovat matemaat-
tisten rakenteiden viliset suhteet eli pystytdan esimerkiksi tarkastelemaan



euklidisen geometrian késitteiden vastineita muissa geometrioissa (Silfver-
berg 2018).

Kun tarkastellaan Van Hielen tasoja peruskoulun ja lukion opetussuun-
nitelmien kannalta, ylakoulun paattavit oppilaat asettuvat tasoille 2-3 eli he
kykenevat analysoimaan ja luokittelemaan geometrisid muotoja niiden omi-
naisuuksien perusteella sekéd tunnistamaan yhteyksia eri kuvioluokkien valil-
l14. Lukio-opintojen aikana opiskelijat suunnitelman mukaan siirtyvéat tasoil-
le 3-4, kohti matemaattisempaa paittelya ja eri matematiikan osa-alueiden
yhdistdmistd, mitd esimerkiksi ylioppilaskokeessa vaaditaan. Tama ei kui-
tenkaan tapahdu automaattisesti, vaan oppijalla ja opetuksella on keskeinen
rooli geometrisen ajattelun kehityksessd (Clements ja Battista 1992).

Joidenkin tutkijoiden mukaan Van Hielen tasojen lisdksi on olemassa niin
sanottu 0-taso, mikd kuvaa oppijoita, jotka eivét vield sijoitu tasolle 1 (Wa-
tan ja Sugiman 2018). Clementsin ja Battistan (1992) mukaan tasolla 0 eli
esitunnistamisen tasolla ovat yleensé lapset, jotka hahmottavat geometrisia
muotoja, mutta heiddn havainnointinsa on puutteellista. He eivat valtta-
mattd tunnista monia yleisid muotoja ja huomio kiinnittyy vain tiettyihin
piirteisiin, kuten kdyriin tai suoriin viivoihin. Esitunnistamisen tasolla oppi-
ja voi erottaa ympyran ja nelion toisistaan, mutta ei valttamaéatta tunnista
eroja saman muotoluokan sisélla.

Van Hielen teoriaa on kritisoitu erityisesti sen lineaarisesta oppimismal-
lista, joka viittaisi geometrisen ajattelun kehityksen tapahtuvan tasaisesti
ja néin poissulkee geometrisen ajattelun monimuotoisuutta (Houdement ja
Kuzniak 2003). Teoriaa on pyritty kehittdméén, ja sen rinnalle on muodos-
tettu nykyistd koulugeometriaa paremmin palvelevia teorioita.

2.2.2 Kolme nikokulmaa koulugeometriaan

Houdement ja Kuzniac (2003) korostavat, ettd oppiminen ei ole lineaari-
nen prosessi. He esittévat ajatuksen, ettd koulugeometria ja sen opettami-
nen on jaettavissa kolmeen nékokulmaan, joiden valilld voivat liikkua niin
opettaja kuin oppilas. Tama haastaa Van Hielen teorian ajatusta siita, etta
oppiminen tapahtuu selkeissi tasoissa. Koulugeometrian kolme nékékulmaa
(G1-G3) on kddnnetty Houdementin ja Kuzniakin artikkelista "Elementa-
ry geometry split into different geometrical paradigms" Silfverbergin (2018)
toimesta seuraavasti: Konkreettinen geometria (G1), Havainnoin perusteltu
ideaalisten tasokuvioiden ja kappaleiden geometria (G2) ja Kvasiaksiomaat-
tinen geometria (G3).

Konkreettisessa geometriassa (G1) oppiminen perustuu havaintoihin ja
kokemuksiin, joiden perusteella geometriset kisitteet ja perustelut niille muo-
dostuvat (Silfverberg 2018). Nakokulmassa pysytéadn siis lahella arkista ajat-
telua, sen ollessa keskeisesséi osassa varhaisessa geometrian oppimisessa (Hou-
dement ja Kuzniak 2003).



Havainnoin perusteltu ideaalisten tasokuvioiden ja kappaleiden geomet-
ria eli ndkokulmassa G2 matemaattiset aksioomat ohjaavat paattelyd, mutta
paattely on edelleen vahvasti yhteydessi avaruudellisiin késityksiin (Silfver-
berg 2018). Geometrian lauseita késitelldadn matemaattisesti, mutta ne usein
perustellaan esimerkiksi kokeilemalla ja mittaamalla (Silfverberg 2018).Téa-
maé on yleinen nakdkulma ylakoulun matematiikassa, kun oppilaat ovat siir-
tyméssa konkretiasta kohti yleistd matemaattista paattelyd (Houdement ja
Kuzniak 2003).

Koulugeometrian vaativimmassa nakokulmassa eli kvasiaksiomaattisessa
geometriassa (G3) irrottaudutaan konkretiasta ja tarkastellaan geometriaa
matemaattisena jarjestelménd (Houdement ja Kuzniak 2003). Geometrian
lauseita osataan todistaa matemaattisesti, ilman visuaalisten havaintojen
tukea. Keskeistd téssd ndkokulmassa on johdonmukaisen padttelyn ja to-
distamisen taidot seké niiden soveltaminen geometrian laskuissa (Silfverberg
2018).

Olennaista Houdementin ja Kuzniakin teoriassa on nékékulmien rinnak-
kaisuus ja oppijan mahdollisuus toimia jatkuvasti eri ndkdkulmien valilla.
Jotta tdmé onnistuisi sujuvasti, tulisi opetuksessa huomioida eri nékokul-
mat ja oppilaiden mahdollinen sijoittuminen niiden vélille (Houdement ja
Kuzniak 2003). Ymmérrys erilaisista nédkokulmista on olennaista vAarinka-
sitysten valttdmiseksi, ettei esimerkiksi odoteta ndkokulman G3 péaattelya
oppilaalta, jonka kyvyt sijoittuvat ndkokulmien G1 ja G2 tasolle (Houde-
ment ja Kuzniak 2003). On térkedd tunnistaa, mistd ndkokulmasta oppilas
tilannetta tarkastelee ja pyrkid sen mukaan ohjaamaan heitd systemaatti-
sesti kohti matemaattisempaa péaattelya -tarvittaessa aiempien nédkokulmien
avulla (Houdement ja Kuzniak 2003).

2.2.3 Virheita ja virhekasityksiid koulugeometriassa

Matemaattinen virhekéasitys voidaan méaaritelld puutteelliseksi tai virheelli-
seksi padttelyksi, jota ei ole hahmotettu késitteellisesti (McComas 2019).
Virhekasitykset syntyvit usein yleistdmisestd tai puutteellisesta ymmaérta-
misestd, joka voi olla seurausta esimerkiksi asian késittelemisesta oppilaan
osaamistason ulottumattomissa (McComas 2019). Tamén seurauksena op-
pilas tekee virheita eli esimerkiksi soveltaa opittuja sadntoja vaarissa tilan-
teissa. Ajatus siitd, ettd kertolasku aiheuttaa aina luvun suurenemisen, on
tyypillinen esimerkki virhekésityksestéa, jonka seurauksena murtolukujen ker-
tolasku tuottaa oppilaalle vaikeuksia (McComas 2019).

Koulugeometrian oppimiseen liittyy keskeisesti spatiaalinen hahmotta-
minen eli avaruudellisten mittasuhteiden ymmartaminen ja sen kehittdmi-
nen eri tyokalujen, kuten kuvioiden, karttojen ja kaavioiden avulla (Silfver-
berg 2018). Samalla pyritddn siirtymédn kohti abstraktimpaa matemaattis-
ta padttelya, jolloin geometrian késitteisiin yhdistyy laskutaidot ja paattely
(Silfverberg 2018). Virhekésitykset ovat yleisid geometriassa, silla oppilaat



nojaavat usein intuitiivisiin késityksiin matemaattisen paittelyn sijasta (Ay
2017). Visuaalinen havainto voi usein tuottaa oppilaalle vaéraa informaatiota
ja johtaa virheellisiin pdatelmiin, varsinkin jos oppilas ei kykene perustele-
maan havaintoaan matemaattisesti (Ay 2017).

Artikkelissa "Errors and Misconceptions in Euclidean Geometry Problem
Solving Questions: The Case of Grade 12 Learners" (Moeketsi, Mogalatjane
ja Tshele 2023) tuodaan esiin oppilaiden vaikeudet euklidisen geometrian on-
gelmien ratkaisussa. Artikkelin tutkimusten mukaan monet oppilaat tekevét
virheité esimerkiksi kulmien mittaamisessa, koska heill4 on virheellinen kési-
tys geometristen ominaisuuksien vilisistd suhteista (Moeketsi, Mogalatjane
ja Tshele 2023). Oppilas voi esimerkiksi olettaa, ettd kahden kulman summa
on 180 astetta pelkistddn visuaalisen havainnon perusteella, perustelematta
asiaa tarkemmin matemaattisesti (Moeketsi, Mogalatjane ja Tshele 2023).

Kulmiin ja kolmioihin liittyy muitakin virhekésityksia, mutta juurisyyt
ovat usein samat: haasteet kuvien tulkinnassa, padttelyssad ja geometristen
ominaisuuksien yhdistdmisessi (Kusno ja Sutarto 2022). Clementsin ja Bat-
tistan (1992) esitteleviit tyypillisiksi esimerkeiksi muun muassa kolmion olet-
tamisen aina tasasivuiseksi ja kolmion korkeuden tulkitsemisen kannan sivu-
janasta. Kusno ja Sutarto (2022) selittaviat kulmiin ja kolmioihin liittyvia
virhekésityksid muun muassa silld, ettd oppilaat eiviat keskity olennaisiin
ominaisuuksiin muotojen tunnistamisessa, vaan esimerkiksi kolmiossa tar-
kastellaan ennemmin sivujen pituuksia kuin kulmien suuruutta, mikd voi
johtaa vaariin padtelmiin (Kusno ja Sutarto 2022).

Geometrian tehtavét, erityisesti ylioppilaskokeessa, edellyttéavit usein mui-
denkin matematiikan osa-alueiden, kuten algebran ja aritmetiikan hallintaa.
Nain ollen virheita ja virheellisié kasityksiad voi esiintyd muissakin kuin vain
geometrian taidoissa.

3 Tutkimuksen esittely

Téassé luvussa esitelladn ensin tutkimuskysymykset ja tutkimukseen kéytet-
ty aineisto seké kuvaillaan analyysin toteutus. Aineiston analyysi, sen perus-
teella muodostetut virheluokat ja niiden selitteet esitelladn luvussa 4.

3.1 Aineisto ja tutkimuskysymykset

Tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, millaisia virheitd kokelaat tekevét ma-
tematiikan pitkdn ja lyhyen oppiméiran ylioppilaskokeessa avaruusgeomet-
rian tehtavissd ja millaisia virhekésityksié kokelailla mahdollisesti on aihee-
seen liittyen. Lisdksi tutkimuksen perusteella pohditaan syitd virheiden ja
virhekésitysten muodostumisen taustalla. Tutkimuskysymys on: Millaisia
virheitd kokelaat tekevidt avaruusgeometriaa kisittelevissid tehta-
vissd matematiikan ylioppilaskokeessa?



Analyysid varten tarkasteltavaksi valikoitui nelja kappaletta matematii-
kan sdhkoisten ylioppilaskokeiden avaruusgeometriaan liittyvia tehtéavia vuo-
silta 2019-2023 eli kahden eri opetussuunnitelmakauden ajalta. Tehtévista
kaksi on pitkdn oppiméadran ja kaksi lyhyen oppimaééran kokeesta, mutta
kaikki Bl-osasta. Pyrkimyksend on néin saada kattava otanta kokelaiden
virheisté, silla Bl-osassa on usein enemmén vastaukseen asti tuotettuja rat-
kaisuja kuin haastavammassa B2-osassa, ja néin ollen enemmén tutkimus-
materiaalia.

Tutkimusaineistona kéytetdén Ylioppilastutkintolautakunnan (YTL) Hel-
singin yliopistolle luovuttamaa korpusaineistoa, joka sisaltda kustakin tehta-
vistd 100 satunnaisesti valittua kokelaiden tuottamaa ratkaisua. Aineistossa
on merkitty vastausten yhteyteen ainoastaan kokelaan saama arvosana yli-
oppilaskokeesta. Anonymiteetti siilyy téysin, eikd aineistossa ole tietoa ko-
kelaan oppiméaarasté, oppilaitoksesta, paikkakunnasta tai muista yksiloivista
tekijoistd. Aineistoon pédsee kisiksi vain YTL:Itd haetulla tutkimusluvalla.

3.2 Analyysin kuvaus

Tutkimus on toteutettu ainestoldhtoisend analyysing, jossa keskeisté on tut-
kijan tulkintojen ja n&kokulmien kehittyminen aineiston késittelyn myo6ta.
Kari Kiviniemi (Kiviniemi ja muut 2018) luonnehtii siséllon analyysid pro-
sessina, jossa tutkijan ymmarrys aineistosta syvenee ja jasentyy tutkimuksen
edetessad. Laadullisessa tutkimuksessa etenemisen vaiheita ei valttamatta voi
maarittda etukiteen, vaan esimerkiksi luokittelu muotoutuu aineiston perus-
teella (Kiviniemi ja muut 2018). Tutkimuksessa muodostuneet virheluokat
ovatkin kirjoittajan tulkinta, eivitkd ne perustu aiempaan tutkimusmate-
riaaliin aiheesta. Tamén vuoksi sisdllon analyysissad tarvitaan myos kykya
keskittya olennaisen tiedon rajaamiseen, jotta aineistosta saadaan vélitettya
tutkimuskysymyksiin sopivaa tietoa (Kiviniemi ja muut 2018).

Aineiston tehtdvit tarkasteltiin systemaattisesti yksi kerrallaan, ja jokai-
sen tehtavin kohdalla etenemistapa oli sama: ensin luotiin tehtavain ratkai-
suehdotus, jonka avulla aineiston ratkaisut (100 kpl) luettiin lapi ja samal-
la taulukoitiin tehtdvakohtaisesti havaitut virheet yksinkertaistetussa muo-
dossa. Ratkaisuehdotuksen luomiseen kaytettiin tukena YTL:n luomia Hy-
van vastauksen piirteitd (Ylioppilastutkintolautakunta 2025). Taulukoinnis-
sa huomioitiin my0s kesken jadaneet ratkaisut ja yhdestd tehtévasta kirjoi-
tettiin ylos kaikki siiné havaitut virheet. Ratkaisujen tarkastelun jélkeen yk-
sinkertaistetuista virheista etsittiin yhtenevyyksia, jotta virheluokat saatiin
muodostettua. Tarvittaessa ratkaisut kdytiin 1api toisen kerran esimerkiksi
epaselvien tapausten tarkentamiseksi.

Néin jokaiseen aineiston tehtdvdadn muodostui omat virheluokkansa, jo-
hon ratkaisuissa esiintyneet virheet saatiin luokiteltua. Luokittelussa mer-
kittiin my0s kyseisen virheen frekvenssi aineistossa.



4 Tutkimus: tehtavaanalyysi

Tassa luvussa tarkastellaan tutkimusaineiston tehtévid ja esitetddn niihin
laaditut malliratkaisuehdotukset, jotta lukijan on mielekkdampi seurata vih-
reanalyysid. Kunkin tehtdvin yhteydessd kuvataan kokelaiden ratkaisuissa
esiintyneitd virheité, jotka on analyysin perusteella ryhmitelty virheluokkiin.
Analyysin tavoitteena on tunnistaa toistuvia ongelmakohtia avaruusgeomet-
rian tehtavien ratkaisemisessa sekd hahmottaa, millaisia virhekéasityksia ko-
kelailla saattaa olla. Liséksi pohditaan virheiden merkitysta ratkaisujen on-
nistumisen kannalta ja arvioidaan mahdollisia syitd virheiden taustalla.

4.1 Kevat 2020, lyhyt oppiméira, tehtiva 7: Suklaarasia

Suklaakonvehtirasia (kuva 1) on muodoltaan sérmio, jonka pohja on sdédnnol-
linen kahdeksankulmio. Kahdeksankulmion sivun pituus on 4,2 cm ja rasian
korkeus on 6,6 cm. Laske rasian tilavuus.

Kuva 1: suklaarasia (Ylioppilastutkintolautakunta, Kevit 2020)

4.1.1 Ratkaisuehdotus

Tehtévassa on laskettava kappaleen pohjan pinta-ala, jotta voidaan tehtévan-
annossa annetun korkeuden avulla laskea sen tilavuus. Sdannoéllisen kahdek-
sankulmion pinta-alan laskemiseen ei ole valmiiksi johdettua kaavaa, joten
se taytyy selvittdd muilla keinoin. Suoraviivaisin keino on kappaleen pohjan
jakaminen kahdeksaan tasakylkiseen kolmioon, jolloin yhden kolmion kes-
kuskulman suuruus on 45 astetta.

Yhden tasakylkisen kolmion korkeus h saadaan laskemalla

2,1
~ tan(22,5)
jolloin kolmion pinta-ala on

2,1

1
Ap= = —
2 tan(22,5)

4.2

10



Saannollisen kahdeksankulmion pinta-ala saadaan laskemalla

1 2,1
A=8 - — .42
2 tan(22,5)
ja lopuksi koko kappaleen tilavuus
1 2,1
A-h=8 - —""——.42.6,6 ~ 560
2 tan(22,5) 7

Tehtévan suklaakonvehtirasian tilavuus on 560 cm?.

4.1.2 Virheet

Seuraavaksi esitelldéan ratkaisuissa esiintyneisté virheistd muodostetut virhe-
luokat, niiden méaritelmét ja havainnollistavia esimerkkeja. Tésta tehtévasta

virheluokkia muodostui kaikkiaan yhdeksén kappaletta.

Suorakulmaisen sdrmion laskukaavojen kiytt6 tai soveltaminen

Virheluokka siséltad ratkaisut, joissa tehtdvin kappaletta on kisitelty suo-
rakulmaisena sarmiona eli tilavuus on laskettu suorakulmaisen sérmion tila-
vuuden kaavalla a - b - c. Téasséa virheluokassa esiintyi paasadntoisesti kahta
lahestymistapaa, joissa tilavuus laskettiin joko suoraan tehtdvénannosta saa-

duilla mitoilla (kuva 2) tai niitd soveltaen (kuva 3).

V=abc
V=42:4266
=116424~116,4cm?

Vastaus: Konvehtirasian tilavuus on 116,4cm?

Kuva 2: Kokelas 41, K2020

Sidnnollisen kahdeksankulmion sivujen pituudet ovat 4,2 cm.

Viasia = @ -b-c=(8-4,2cm) - 6,6cm
= 221,76 em?

Kuva 3: Kokelas 25, K2020

11



Saannollisen kuusikulmion laskukaavojen kiytt6 tai soveltaminen

Tamaéan virheluokan ratkaisut ovat tyypiltdan hyvin samanlaisia kuin yll&,
mutta kappaletta on lahestytty sddnnollisen kuusikulmion avulla. Paasaéan-
toisesti ratkaisuissa on kiytetty taulukkokirjasta loytyvaa sadnnollisen kuusi-
kulmion pinta-alan kaavaa A = % suoraan sijoittamalla siithen annettu
sivun pituus ja kertomalla saatu tulos annetulla korkeudella.

Toinen usein esiintynyt tapa oli sddnnollisen kuusikulmion pinta-alan
kaavan soveltaminen kahdeksankulmiolle sopivaksi muuttamalla kaavassa ole-
via arvg) 3'?. Taulukkokirjasta 16ytyva kaava oli muutettu esimerkiksi muotoon
A= 4a

TA‘ ja talla kaavalla laskettu pinta-ala kerrottu annetulla korkeudella.

Esimerkkeja virheluokkaan kuuluvista ratkaisuista on kuvissa 4 ja 5.

a= 4,2cm
h = 6,6cm

Lasketaan rasian pinta-ala A

A 3a2\/3
2
3.4,22\/3
A= Tf = 45,830064368cm?

Lasketaan rasian tilavuus V

V = 45,830064368 - 6,6cm = 302,478424829cm?® =~ 302,4cm®
Vastaus : 302140'”3

Kuva 4: Kokelas 62, K2020

Muun vairian kappaleen laskukaavojen kiaytto tai soveltaminen

Suklaarasian tilavuutta oli pyritty laskemaan suorakulmaisen sérmioén ja
sadnnollisen kuusikulmion lisdksi useiden muiden kappaleiden avulla. Yk-
sittdisen kappaleen esiintyvyys oli kuitenkin niin vahé&isté, ettd niistd muo-
dostui oma virheluokkansa. Ratkaisuissa esiintyi taulukkokirjasta loytyvien
kappaleiden, kuten ympyrélierion, oktaedrin ja tetraedrin, laskusdantojen
kayttoa. Esimerkiksi kuvassa 6 kokelas on ensin selvittianyt kappaleen pii-
rin ja sen avulla kuvitteellisen sédteen, jolloin kappaleelle laskettu tilavuus on
ympyrélierion tilavuus.

Ohitettu tieto kappaleen sidannollisyydesta

Osa kokelaista on ymmartdnyt védrin tai ohittanut tehtdvinannossa anne-
tun tiedon kappaleen sddnnollisyydestd ja tdmén seurauksena laskenut ti-
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Kannen pinta-ala:
4-a%/4
A=—"

e 4-(4,22)2ﬂ

= 70,56

Tilavuus:
V=A-h
V = 170,56 - 6,6 = 465,696 ~ 466

V. 466cm®
Kuva 5: Kokelas 82, K2020

Rasian sivun pituus on 4,2cm ja rasian korkeus h=6,6cm

Selvitetdin rasian kehén pituus472cm -8 =33,6cm

Témin jilkeen voimme hyodyntidéd kaavaa 2mr, jotta saamme selville siteen r pituuden
2.m-r=336 [:27

= ﬁ = 5,3476 ~ 5,3cm
2-m

Sitten voimme laskea tilavuuden kaavalla V=rmr2h

- 5,3476% - 6,6 = 529,941213cm?® ~ 529,9cm?

V: Rasian tilavuus on 529 ,9cm?

Kuva 6: Kokelas 84, K2020

lavuuden véadrin. Virheet johtivat erilaisiin péaittelyketjuihin, joista yleisin
nahdaan kuvassa 7. Kokelas on tdydentanyt kahdeksankulmion nelioksi ja
tulkinnut, ettd ndin muodostuvan nelion sivun pituus on kahdeksankulmion
sivun pituus kolminkertaisena.

Samanlainen pédattely johti myos erilaisiin tapoihin jakaa kappaleen poh-
ja osioihin. Esimerkiksi kuvassa 8 on osa ratkaisusta, jossa kokelas on tul-
kinnut pohjan muodostuvan nelidista ja kolmioista. Lisdksi yksi tyypillinen
tdmén virheluokan virhe oli kappaleen pohjan jakaminen tasasivuisiin kol-
mioihin, mutta toimiakseen taméa paattely vaatisi kappaleen pohjan olevan
sadnnollinen kuusikulmio.

Oma kaava tai muu epipiteva paittely

Tama virheluokka sisaltdd ratkaisut, joissa kappaleen tilavuuden ratkaise-
miseen on kaytetty itse keksittyja kaavoja tai muuten tilanteesta irrallisia
keinoja. Ratkaisuissa esiintyi muun muassa erilaisia variaatioita tilavuuden
laskemisesta kappaleen pohjan ja vaipan kertolaskuna (kuvat 9 ja 10). Muita
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Kahdeksankulmion sivun pituus on 4.2cm, joten
nelion sivun pituus on 12.6cm.

423126

Kuva 7: Kokelas 68, K2020

Rasian tilavuus saadaan kertomalla pohjan pinta-ala rasian korkeudella
Pohjan pinta-ala voidaan selvittdd jakamalla kahdeksankulmio pienempiin osiin alla olevan kuvan mukaisesti:

as
b1 bl
a3 al a4
b1 b1
a2

a - kuviot ovat pinta-aloiltaan keskeniidn saman kokoisia, samoin b - kuviot. Riittid, ettd laskee yhden pinta-alan ja kertoo sen niiden lukumaaralla.

tdhéan luokkaan lukeutuvia virheité olivat esimerkiksi tilavuuden laskeminen
sivutahkolle ja tilavuuden méaarittdminen kappaleen yhden lévistdjan avulla.

4.2cm

Kuva 8: Kokelas 5, K2020

Puutteellinen perustelu ja riittaméaton selitys

Virheluokkaan puutteelliset perustelut kuuluvat ratkaisut, joissa kiytetadn
tai annetaan arvoja ilman perusteluja. Tyypillisimpia tdhén virheluokkaan
sijoitettuja ratkaisuja olivat sdhkoisella ohjelmistolla tuotetut ratkaisut, jois-
ta puuttui ohjelmaan annetut komennot ja perustelut niille. Virheluokkaan
sijoitettuja ratkaisuja havainnollistaa hyvin kuvat 11 ja 12, missd kokelaat
ovat liittdneet ratkaisuun néayttokuvan sdhkoisesta ohjelmistosta perustele-
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Lasketaan pohjan ja vaipan pinta-alat.

Vaipan ala:

A, = 8-4,2cm - 6em

A, = 201,6cm?

Pohjan ala:
3-4,2%/3

V= T‘/_ .2+ 201,6¢m?
52,924/3

v = 52923 o o0t bem?

V =293,2 em?

Vastaus: Rasian tilavuus on 293 2em?

Kuva 9: Kokelas 33, K2020

Koska konvehti rasia on kahdeksankulmio, yhden tasakylkisen kolmion kulma v:

a= » 22.5 (astetta)

2.1
Ratkaistaan a:n avulla x:n pituus: solve(sin(22.5)=—,x) » x=5.48756 = 5.5(c
X

Ratkaistaan pythagoraan lauseella korkeus b: solve((z.1)2+b2=(5.48756) z,ba

Negatiivinen ei kdy sivun pituudeksi, joten b:n pituus on = 5,1 cm

Ratkaistaan suorakulmaisen kolmion pinta-ala: A = 2.1-5.06984 » 10.6467 (cm

Yhden taskylkisen kolmion pinta—ala: 2-10.6468 > 21.2936 (cm’)

Pohjan pinta—ala: 8:21.2936 * 170.349 (cm’)
—\—’—-\_

Lasketaan suklaarasian sivujen tahkojen pinta—ala: korkeus: 6,6 cm ja leveys 4.

V = tahkojen pinta—ala - pohjien pinta—ala = 8-27.2+2-170.349 » 558.298 = 56(

S

Vastaus: Tilavuus on noin 560 cm’

Kuva 10: Kokelas 38, K2020

matta silla saatuja arvoja milldén tavalla. Toinen epéselvésti eteneviin rat-
kaisuihin liittyva virhetyyppi on riittdmaéaton selitys. Tama tarkoittaa sellai-
sia ratkaisuja, joita ei pysty seuraamaan lainkaan tai niisté ei 16ydy mitaan
yvhteytta tehtdvanantoon.
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4.2 cm 5

85.2 cm?

Pohjan pinta-ala on 85.2 neliGsenttimetrii

Rasian tilavuuden laskeminen:
85.2 - 6.6 = 562.32cm?

Rasian tilavuus on 562 3 kuutiosenttimetria

Kuva 11: Kokelas 63, K2020

b
Piirretiiin Mozartkugeln-rasian malli GeoGebran avulla.

3D-grafiikka - GeoGebra

;'A/‘&“’b@’g-"&@‘y.\'

A= (1, 10) =N

kuviol = Monikulmio(A, B. 8)

Q@
@ B=(10158)
Q@

— 85.37

f = Jana(A, B, kuviol)

@

— 42

b=6.6 :
o 5 ———— 10 (5

¢ = Sérmid(kuviol, b)
Q@

— 563.43

tilavuuse = Tilavuus(c)

— 563.43

Mozartkugeln-rasia niyttiisi siis tiltd, kahdeksankulmion sivun pituutena 4.2 cm ja rasian korkeutena 6,6 cm.
GeoGebra antaa rasian tilavuudeksi 563 43 cm?.

Kuva 12: Kokelas 97, K2020

Tekniset virheet ja pyoristysvirheet
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Huolimattomuusvirheet ja erilaiset laskuvirheet muodostavat virheluokan
tekniset virheet. Numeron vaihtuminen toiseksi kesken laskun tai vastauk-
seen annettu vaara yksikko ovat huolimattomuusvirheita. Laskuvirheiksi lue-



taan esimerkiksi vadrin valittu trigonometrinen funktio tai kolmion pinta-
alaa laskiessa unohdettu kahdella jakaminen. Pyoristysvirheisiin luokitellaan
kaikki ratkaisun aikana tehdyt tarkkuusvirheet, joita olivat mm. pyoristetyil-
14 arvoilla suoritetut laskut, vaara tarkkuus valittu séhkoiseen ohjelmistoon
ja lopullisen vastauksen virheellinen pyoristdminen.

Tehtévassa esiintyneet virheet ja niiden prosenttiosuudet koko aineistos-
ta on koottu alla olevaan taulukkoon.

Virhe Maara
%
Pyoristysvirheet 69

Suorakulmaisen sérmion laskukaavojen kiytto tai soveltami- | 17
nen
Saannollisen kuusikulmion laskukaavojen kéytto tai sovelta- | 11
minen

Muun vaaran kappaleen laskukaavojen kiytto tai soveltaminen | 9

Ohitettu tieto kappaleen sddnnollisyydestéa 11
Oma kaava tai muu epapéteva padttely 9

Tekniset virheet 12
Puutteellinen perustelu ja riittdméaton selitys 17

4.1.3 Analyysi

Kokelaista 17% oli ratkaissut tehtdvin geometrisesti oikein, mutta vain 2%
vastauksista oli muistettu pyoristaa oikeaan tarkkuuteen. Téysin oikein teh-
tyja ratkaisuja oli aineistosta vain kaksi kappaletta. Ratkaisuista 14 kappalet-
ta oli keskeneriisid, mutta myos niissé tehdyt virheet on huomioitu. Yhdesséa
ratkaisussa voi esiintyé useita virheité.

Ylivoimaisesti yleisin, mutta my6s merkitykseltaan vihéisin virhetyyppi
tehtdvén ratkaisuissa olivat pyoristysvirheet, joita esiintyi 69% aineiston rat-
kaisuista. Suurin osa pyoOristysvirheistd liittyi lopullisen vastauksen pyoris-
tdmiseen. Tehtdvin etenemisen kannalta merkittavimpia virheité olivat kap-
paleen muotoon ja mittoihin liittyvat virheet, joita oli tehnyt ldhes puolet
aineiston kokelaista.

Y1i kolmasosa (37%) kokelaista késitteli tehtévan kappaletta jonain muu-
na kuin kahdeksankulmiona, mikd nayttaytyi erilaisina versioina véarien kaa-
vojen kdytostd, kuten esimerkkitapauksista néhtiin. On huomionarvoista,
kuinka monin eri tavoin ja kaavoin kokelaat ldhestyivit tilannetta.

Virheellisten kaavojen kiytto voi viitata esimerkiksi pyrkimykseen 16ytaa
ratkaisu mahdollisimman suoraviivaisesti, ilman perusteellista harkintaa sii-
td, onko valittu lahestymistapa tilanteeseen sopiva. Toisaalta se voi kertoa
tilanteen hahmottamisen vaikeuksista, vaikka tehtdvinannossa oli esitetty
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mallikuva ja mainittu kyseessé olevan sadnnollinen kahdeksankulmio.

Mahdollista on my®és, ettei opiskelijoilla ole valmiuksia kisitelld tilan-
teita, joissa pohjan pinta-alaa ei voida méaérittda suoraan, vaan se on joh-
dettava jakamalla pohja tutumpiin osakuvioihin. Taméan seurauksena ehka
hétéisesti tai osaamisen puutteesta johtuen kiytettiin tai sovellettiin vain
taulukkokirjasta loytyvid kaavoja. Esimerkiksi suorakulmaisen sarmion kaa-
vaa kayttdneet kokelaat saattavat virheellisesti olettaa, ettd tilavuuskaava
on sovellettavissa kaikkiin sdrmiéihin pohjan muodosta riippumatta. Sen si-
jaan ne kokelaat, jotka lahestyivat tehtévia ympyrélierion tai jopa oktaedrin
nékokulmasta, ndyttéavat ymmaértineen kappaleen rakenteen hyvin eri taval-
la, kuin mita tehtdvinannossa tarkoitettiin — mahdollinen logiikka heidan
ajattelunsa taustalla jaa kuitenkin epéselvéaksi.

Vadrien kaavojen kiyton lisdksi muita tehtdvin onnistumiseen merkit-
tavasti vaikuttavia virheitd olivat sdédnnollisyyden ohittaminen tai unohta-
minen (11%) ja erilaiset omat kaavat tai muuten epapétevit padttelyketjut
(13%). Edelld mainitut virheet viittaisivat my6s siihen, ettei tehtévinantoa
oikeastaan ymmarretty tai kokelaat eivat tiedd, mita sdannollinen tarkoittaa.
Ratkaisuista 11 % oli taysin irrallisia tehtdvinannosta tai muuten liian epé-
selvid seurata. Vahemméan merkittévia virheita olivat tekniset virheet (12%)
ja puutteelliset perustelut (6%), jotka liittyvit enimmékseen huolimattomuu-
teen eikd niink&dn osaamiseen ja niiden merkitys ratkaisun onnistumisessa
on vaihtelevaa.

4.2 Kevat 2019, lyhyt oppimaari, tehtava 5: Paljonko tolkis-
si on ilmaa?

Maitotolkki (kuva 13) sisaltda 1,75 litraa maitoa. Tolkin pohja on nelio, jon-
ka sivun pituus on 9,25 cm. T6lkin sisdosan kokonaiskorkeus on 23,0 cm, ja
sen alaosa koostuu suorakulmaisesta sdrmiosté, jonka korkeus on 20,0 cm.
Tolkin yldosa muodostuu pyramidista. Kuinka paljon ilmaa on avaamatto-
massa maitotolkissa?

4.2.1 Ratkaisuehdotus

Tehtévassa tdytyy ensin laskea koko maitotolkin tilavuus, josta vahentamal-
14 annettu maidon méara saadaan selville, kuinka paljon ilmaa tolkissa on.
Tolkki koostuu kahdesta kappaleesta, suorakulmaisesta sarmiosté ja pyrami-
dista, joista pyramidin tilavuuden mé&arittdminen on selkeésti haastavampi
osuus. Lasketaan naiden kappaleiden tilavuudet, kummallekin 16ytyy kaava
taulukkokirjasta:

Viirmis = 9,25 - 9,25 - 20,0 = 1711,25
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Kuva 13: maitotolkki (Ylioppilastutkintolautakunta 2019)
ja

1
prramidi = g : 9,252 : (23,0 — 20,0) = 85,5625.

Maitotolkin tilavuus on
Visiki = Vsiirmis + Vpyramidi = 1796,8125.

Tehtévinannossa kerrotaan tolkin sisaltdvian 1,751 = 1,75dm?® = 1750cm?
maitoa, joten lasketaan tolkkiin jaévan ilma:

Vilma = 1796,8125 — 1750 = 46,8125.

Maitotolkissd on ilmaa 47 cm?.

4.2.2 Virheet

Seuraavaksi esitelldéin ratkaisuissa esiintyneisté virheistd muodostetut virhe-
luokat, niiden méaaritelmét ja havainnollistavia esimerkkeji. Tésté tehtavista
virheluokkia muodostui kaikkiaan kahdeksan kappaletta. Virheistd valtaosa
liittyi maitotolkin yldosan pyramidin tilavuuden laskemiseen.

Pyramidin tilavuus méairitetty tetraedrin tai oktaedrin tilavuauden
avulla

Virheluokan ratkaisuissa kokelaat ovat yrittdneet maarittda tolkin ylédosan
pyramidin tilavuutta sadédnnollisten monitahokkaiden, tetraedrin tai oktaedrin,
tilavuuden avulla, vaikka tolkin pyramidi ei ole sdannollinen. Kummallekin
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kappaleelle 16ytyy tilavuuden laskukaava taulukkokirjasta. Tetraedrin kaa-
vaa oli useimmiten pyritty soveltamaan suoraan tehtavan pyramidiin, mutta
vaaran kappaleen valinnan lisédksi ongelmia aiheutti sdrmén pituuden lGy-
tdminen. Esimerkiksi kuvassa 14 kokelas on sijoittanut sdrméan pituudeksi
pyramidin korkeuden 3 cm. Liséksi esiintyi yrityksid laskea pyramidin tila-

Volymen av ritblocket:
V =9,25¢m - 9,25¢m - 20,0em
V =1711,25 cm®

Volymen av pyramiden:
23,0 cm-200 cm= 3 cm

32
12
V = 3,18198...cm?

V=

1711,25 cm?® + 3,18198...cm® = 1714,4319...cm®
1714,4319...cm® = 1,71443...dm?

11=1dm?

1,75 1 — 1,71443...dm3 = 0,03557 [ ~ 0,041

Svar: Det finns 0,04 1 luft

Kuva 14: Kokelas 8, K2019

vuutta tetraedrin tilavuuden moninkertoina, kun kuvan 15 kokelas on tehnyt.

Lasketaan pyramidin tilavuus:

a3+/2
—9g— V=
4 12

(0.5 2 1
: )

Kuva 15: K2019, Kokelas 52

Q0

N
o
~J
o
=

6.

bo

Toinen sddnnollinen kappale oktaedri oli paremmin tehtdvdnannon tilan-
teeseen sopiva, mutta sen tilavuuden kaavan onnistunut kiytto vaatisi tehtéa-
vanannon pyramidin olevan séddnnollinen. Kaavaa kiyttaneet kokelaat olivat
keksineet jakaa oktaedrista saadun tilavuuden kahdella, joten tuloksena on

kuitenkin sdannollisen pyramidin tilavuus, jonka sdrmén pituus on 9,25 cm.
(kuva 16).

Pyramidin tilavuus on mairitelty suorakulmaisen sarmion tilavuu-
den avulla
Tamén virheluokan ratkaisuissa toistuu késitys, etta pyramidin tilavuus maa-

ritetdan suorakulmaisen sarmion tilavuudesta. Yleisin ladhestymistapa oli m&a-
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Pyramidi = puolikas oktaedri
a’v2 .
—3

‘ile:/f{Volumes/group/h516/digiyokoevastaukset/amk/2019KN_5.html

SAS Qutput
3
9’253 L = 373,09458
oktaedri jaetaan kahdella jotta saadaan puolikas oktaedri eli pyramidi
373,09458
— 5 = 186,54729 em?

Kuva 16: K2019, kokelas 19

rittdd pyramidin mitoilla suorakulmaisen sarmion tilavuus ja jakaa se kah-
della, kuten kuvan 17 kokelas on tehnyt. Ratkaisuissa hyodynnettiin suora-

Sédrmion tilavuus

20.0cm - 9.25¢m - 9.25¢m = 1711.25¢m3

Pyramidin tilavuus

9.25¢m - 9.25¢m - 3em : 2 = 128.34375em®

Kokonaistilavuus

1711.25em® + 128.34375¢m® = 1839.59375¢m®
1839.59375¢m3 — 1750ml = 89.59375ml ~ 90ml ilmaa

Kuva 17: Kevéat 2019, kokelas 86

kulmaisen sérmion tilavuutta pyramidin tilavuuden laskemiseen my6s muilla
keinoin. Suorakulmaisen sérmioén tilavuuden kaavaa saatettiin kdyttda suo-
raan sellaisenaan tai sitten tilavuus jaettiin esimerkiksi neljallé tai kuudella,
kuten kuvan 18 kokelas on tehnyt. Kaikissa osiin jakamisissa ilmenee taustal-
la sama ajatus, ettéd suorakulmainen sdrmi6 voidaan jakaa samoilla mitoilla
olevan pyramidin muotoisiin osiin.

Pinta-alan ja tilavuuden kisitteissa epaselvyytta

Osassa ratkaisuista nékyi ongelmia pinta-alan ja tilavuuden késitteiden osaa-
misessa. Pinta-ala ja tilavuus saattoivat sekoittua keskenéén ja erityisesti tol-
kin ylédosan tilavuutta laskettaessa esiintyi vaikeuksia kiyttaa oikein tilavuu-

21



Tlman tilavuus t6lkissi saadaan selville laskemalla tolkin koko tilavuus, ja vihentimilli siité tolkissid olevan maidon méiri.
Lasketaan ensin tolkin ala osan muodostavan sirmion tilavuus.
9.25%cm - 20em = 1711.25¢m®

Tolkin kokonaiskorkeus on 23cm, joten kun siitid vihennetién sirmi6 osan korkeus saadaan selville yldosan pyramidin korkeus.
=3cm,

Pyramidin muotoinen yldosa voidaan ajatella myos kuudesosana, suorakulmaisen sidrmion tila

2 .
%63 = 42.78125¢m?

Lisataan tilavuudet yhteen :

12
1711.25cm® + 42.78125cm® = ?mﬁ ~ 1754cm® = 1.7541
Ilman tilavuus saadaan nyt lask kun viil din i din selvitetysti tolkintilavuudesta maidon méri.
56129 129 4 3
) 1750 = ) em® =~ dem

V : ilman tilavuus tolkissi on noin 4cm®.

Kuva 18: Kevét 2019, kokelas 65

den kaavaa. Merkittavésti ratkaisun etenemiseen vaikuttavia virheita olivat
esimerkiksi pelkastdan maitotolkin pinta-alan laskeminen tilavuuden sijaan,
kuten kuvan 19 kokelas on tehnyt, ja muut virheelliset esitykset pinta-alan
ja tilavuuden késitteiden osalta.

Sarmion tilavuus v = 20-9.25-9.25 = 1711.25

9‘2;'7 4= 1295

Pyramidin pohja 9.25-9.25 = 85.56

Pyramidin tilavuus yhteensia = 129.5 + 85.56 = 215.06
Maitotdlkin tilavuus yhteensi = 1926.31 em?

1926.31 cm® = 1.92 dm?

1.75 1 = 1.75dm?

Maitotélkissi on ilmaa 1.92dm® — 1.75dm® = 0.17dm?
Avaavattomassa maitotdlkissa on siis 0.17 litraa ilmaa

pyramidin tiavuus V. =

Kuva 19: Kokelas 58, K2019

Vahemman ratkaisun etenemiseen vaikuttava, mutta usein toistuva virhe
nidhdaéan esimerkiksi kuvissa 20 ja 21, kun kyseiset kokelaat olivat tunnista-

Lasketaan pyramidin pinta-ala, jota tarvitaan tilavuuden laskemiseen:
Ammidi =A4p+4 (ﬂb), pohjan pinta-alan ja tahkojen pinta-alojen summa (tahkoja siis nelji)

9,25¢m. - 3,0
Apymmuii =4 (M) + (9,25[!171 . 9,25(“"1)
Apyramidgi = 141,062...cm*

Siirrytidn pyramidin tilavuuden laskemiseen:

Vyymmidi = %Ah

1
Voyramidi = 3 141,062...cm? - 3,0cm

Vipyramidi = 141,062...cm3

Kuva 20: Kevéat 2019, kokelas 28

neet pyramidille oikean tilavuuden kaavan, mutta eivét olleet osanneet tai
muistaneet kiyttda siind pohjan pinta-alaa. Kuvan 20 kokelas on selvittanyt
koko pyramidin pinta-alan ja hyodyntényt sité tilavuuden kaavassa, kun taas
kuvan 21 kokelas on laskenut pelkin pyramidin vaipan pinta-alan tilavuutta
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Lasketaan pyramidin tilavuus. Piti selvittid ylipyramidin sivun pituus.
Pythagoraan lauseella selvitetiiiin sivun puutuva pituus.

3244 6252=x2

x=5,52cm

Yhden kolmion pinta-ala on 12,75...cm?, kerrotaan se neljilld niin saadaan koko vaipan pinta-ala, eli A=12,748...%4 = 60cm?
Lasketaan ylipyramidin tilavuus V=1/3Ah = 1/3 * 60cm? * 3cm = 60cm?

Kuva 21: Kevat 2019, kokelas 55

varten.

Ymmairretty viidrin tai ohitettu tehtdvinannossa annettu tieto

Tahan virheluokkaan sijoitetuissa ratkaisuissa yhteinen piirre on tehtévan-
annon huolimaton tai vdara tulkinta. Useampi kokelas on erehtynyt ajat-
telemaan tehtavésséi, ettd tolkin alaosan tilavuus on sama kuin tehtévassa
kerrottu maidon maééré, jolloin yldosan pyramidin tilavuus on ilman mé&a-
ra tolkissa. Esimerkiksi kuvassa 22 ndhdédan, ettd kokelas on laskenut erik-
seen alaosan tilavuuden ja tehtdvanannossa kerrotuista tiedoista huolimatta
ilmoittanut ilman mé&araksi vain virheellisesti lasketun yldosan tilavuuden.

Lasketaan ensiksi tilavuus ilman pyramidia:
9.25-9.25-20. » 1711.25
Tilavuus ilman pyramidia on 1711.25 kuutiosenttimetria

Tdma osa koostuu maidosta, jossa ilmaa ei ole. Nyt lasketaan pyramidin tilavuus, jolloin saadaan selville, paljonko
ilmaa avaamattomassa maitopurkissa on:

9.25-9.25-3 » 256.688

Vastaus. Avaamattomassa maitopurkissa on 256.688 kuutiosenttimetrid ilmaa

Kuva 22: Kevit 2019, kokelas 38

Osa kokelaista on lahtenyt ratkaisemaan ilman prosentuaalista madraé
maitopurkissa, mutta ndma tapaukset olivat tédssé otannassa jatkoa muulla-
kin tavoin vaérin toteutetuille ratkaisuille.

Puutteellinen perustelu ja riittaméton selitys

Virheluokka puutteelliset perustelut sisdltad ratkaisut, joissa kdytetdén tai
annetaan arvoja ilman perusteluja. Tamén tehtdvan ratkaisuissa ne olivat
lahes poikkeuksetta séhkoiselléd ohjelmistolla tuotettuja ratkaisuja, esimer-
kiksi Geogebrasta otettuja néyttokuvia, joista puuttui ohjelmaan annetut
komennot ja perustelut niille. Riittamé&ton selitys viittaa sellaisiin ratkai-
suihin, jotka ovat tehtdvinannosta taysin irrallisia tai joiden etenemistéd on
mahdoton seurata.
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Tekniset virheet ja pyoristysvirheet

Huolimattomuusvirheet ja erilaiset laskuvirheet muodostavat virheluokan
tekniset virheet. Esimerkiksi numeron vaihtuminen toiseksi kesken laskun
tai vadrat ja vaihtuvat yksikot ovat huolimattomuusvirheitd. Laskuvirheik-
si luetaan tassa tehtdvissa esimerkiksi numeron vaihtuminen toiseksi kesken
laskun. Pyoristysvirheisiin luokitellaan kaikki ratkaisun aikana tehdyt tark-
kuusvirheet, joita olivat mm. pyoristetyilla arvoilla suoritetut laskut, vaara
tarkkuus valittu sdhkoiseen ohjelmistoon ja lopullisen vastauksen virheelli-
nen pyoristaminen.

Tehtévassa esiintyneet virheet ja niiden esiintyvyys aineistossa on koottu
alla olevaan taulukkoon.

Virhe Maara
%
Pyramidin tilavuus mé&éritetty tetraedrin tai oktaedrin tila- | 17
vuuden avulla

Pyramidin tilavuus mééaritelty suorakulmaisen sdrmion tila- | 19
vuuden avulla
Pinta-alan ja tilavuuden késitteissa epidselvyytta 13
Tehtédvanannossa annettu tieto ymmaérretty vaarin tai ohitettu | 14

Puutteellinen perustelu ja riittaméaton selitys 14
Tekniset virheet 16
Pyoristysvirheet 22

4.2.3 Analyysi

Sadan kokelaan otannasta 18 oli ratkaissut tehtdvén taysin oikein. Taméan
liséksi 14 kokelasta oli ratkaissut tehtdvan geometrian nakékulmasta oikein,
mutta pyOristyksissa tai yksikoissé oli epdjohdonmukaisuutta. Ratkaisuista
kahdeksan olivat keskenerdisid, mutta niissékin tehdyt virheet on huomioi-
tu. Néin ollen virheellisia ratkaisuja oli kaikkiaan 80 kappaletta. Yhdessa
ratkaisussa voi esiintyé useita virheité.

Yleisin virhetyyppi tehtdvan ratkaisuissa on pyoristysvirheet, joita esiin-
tyi 22% ratkaisuista. Pyoristysvirheiden vaikutus tehtdvin etenemiseen on
kuitenkin erittdin vdh&inen. Oikean pyoristystarkkuuden valitseminen voi
olla kokelaalle haastavaa, kun tehtavéa sisaltad seka kerto- ja jakolaskua ettéa
yhteen- ja vahennyslaskua desimaaliluvuilla. Ylioppilastutkintolautakunnan
julkaisemissa Hyvéan vastauksen piirteissa pyoristystarkkuutta ei kommentoi-
tu, joten tdmén tehtdvan virheanalyysissé oletuksena oli seurata desimaali-
lukujen laskutoimitusten pyoristyssaantoja.

Ratkaisun etenemisen kannalta merkittdvimmét virheet liittyivit kappa-
leen ylaosan pyramidin tilavuuden laskemiseen. Kokelaista 36% eivit tun-
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nistaneet pyramidia kartioksi, vaan yrittivat madrittad pyramidin tilavuutta
vaaran kappaleen avulla. Heista 17% oli laskenut tilavuutta taulukkokirjasta
16ytyvien sddnnollisten kappaleiden, tetraedrin ja oktaedrin avulla. Kokelais-
ta 19% oli erehtynyt ajattelemaan, ettd pyramidin tilavuus on osa vastaavil-
la pituuksilla lasketun suorakulmaisen sérmion tilavuudesta. Tamé viittai-
si sithen, ettei oikeastaan tiedetty, millainen kappale pyramidi on tai mita
sadnnollinen tarkoittaa. Erityisesti tetraedrin tilavuuden kaavan kaytto on
erikoista, silla tehtévassa on saatavilla aineistokuva, mista pyramidin muoto
on selkedsti havaittavissa. Kyse voi olla epatoivoisesta yrityksesta tuottaa jo-
tain tai mahdollisesti hyvin vaikeista geometrisen hahmottamisen haasteista
- tai mité vain silta valilta.

Kokelaista 13% osoitti puutteita tilavuuden ja pinta-alan kasitteiden ym-
martdmisessa. Tilavuuden méaarittamista varten laskettiin usein koko kappa-
leen pinta-ala, miké tarkoittaa, ettei tilavuuden késitetta ja yhteyttd pinta-
alaan taysin tunneta. Toinen toistuva virheajattelu oli, ettd pyramidin ti-
lavuus on puolet tai jokin muu osa vastaavan sirmion tilavuudesta (19%).
Kyseessa saattaa olla johdannainen ajattelu liittyen kolmion ja suorakulmion
pinta-alojen yhteyteen, josta on péaatelty saman toimivan myos tilavuuksissa.

Kohtalainen vaikutus ratkaisun etenemiseen oli tehtdvinannon huolimat-
tomilla ja véarilld tulkinnoilla (14%). Kyse voi olla puhtaasti huolimatto-
muudesta, mutta ei pida sulkea pois mahdollisia hahmottamisen vaikeuksia.
Erityisesti, kun tehtavin mallikuva voi olla kokelaalle erikoinen, silla se ei
muistuta ulkonédltddn oikeaa maitotolkkié.

Osa kokelaista on ldhtenyt ratkaisemaan ilman prosentuaalista madraid
maitopurkissa eli vastanneet tehtdvénannon sijaan kysymykseen "Kuinka
suuri osa tolkistd on ilmaa?". Tamé ei ole varsinaisesti virhe, silld onnis-
tuakseen laskussa pitaé kokelaan osata ratkaista tehtévé oikein. Prosenttio-
suuden selvittdminen on kuitenkin ylimé&aréista tyota ja viittaa siihen, ettei
kysymystd ole ymmarretty tai se on luettu huolimattomasti. Lisdksi tés-
sd otannassa prosenttiosuuksia selvittdneet kokelaat laskivat tehtavin poik-
keuksetta vaarin.

Ratkaisun onnistumisen kannalta vihemmaén merkittavia virheité olivat
puutteelliset perustelut (6%) ja tekniset virheet (16%), jotka liittyvét useim-
miten huolimattomuuteen. Téysin tehtdvinannosta irrallisia ratkaisuja oli
kahdeksan kappaletta, jotka olivat kaikki aineistossa arvosanan A saaneilta
kokelailta, joilla osaaminen on ylipdéansa heikkoa.

4.3 Kevat 2023, pitkd oppiméaari, tehtavia 6: Raketin nokka-
kartio

Erdan raketin kérki, eli niin sanottu nokkakartio, saadaan, kun alaspéin au-
keava paraabeli pyorahtda symmetria-akselinsa ympéri. Kérjen korkeus on
4,5 metriéd, ja sen halkaisija pohjan tasolla on 3,3 metrid. Maaritd kérjen
tilavuus.
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4.3.1 Ratkaisuehdotus

Maéritetddn ensin paraabelin yhtdlo. Asetetaan paraabeli koordinaatistoon
niin, ettd nollakohdat ovat pisteissad ¢ = :t% = 41, 65. Paraabelin yhté&lo
onsiis y = a(r—1,65)(z+1, 65). Kérjen korkeus on 4,5 metrii eli paraabelin
huippu asetetaan pisteeseen (0; 4,5), jolloin saadaan selville parametri a:

4,5 =a(0 — 1,65)(0 + 1, 65)
4,5=—a-1,65

4,5
a= .
—1,652
Nyt saadaan paraabelin yhtaloksi: y = — 1746222 (r? —1,65%) = — lfl’gz 2 +4,5.
Ratkaistaan paraabelin yhtélo viela muuttujan x suhteen: x = + w.

Nokkakartio muodostuu, kun kuvaaja pyorahtdéd x-akselin ympari. Pyorah-
dyskappaleen tilavuus saadaan integraalina

5 (y —4,5) 1,652\
y Y Y
V:”/ ( >dy
0 \/ —4,5

_ 7r/475 (y—4,5) - 1,652dy
0 _4a5

4,5 2

’ 1,65:1/ 2
= ——=+41,65%d
”/0 TER

Integraalin arvoksi saadaan

V =19, 244218...
~ 19

Karjen tilavuus on noin 19 kuutiometria.

Pyo6rdahdysparaboloidin tilavuudelle on my6s taulukkokirjassa oma kaava:
V= %7?7"2 -h. Kaavaa kiytettéiessa valtytadn sekd paraabelin yhtalon maégrit-
tamiseltd ettd madratyn integraalin laskemiselta. Jos osaa sijoittaa kaavaan
oikeat arvot, on tehtdvan ratkaisu hyvinkin suoraviivainen.

4.3.2 Virheet

Seuraavaksi esitellddn ratkaisuissa esiintyneisté virheistd muodostetut virhe-
luokat. Tésta tehtavasta virheluokkia muodostui seitsemén kappaletta. Teh-
tava testaa kolmiulotteisen kappaleen hahmottamisen lisiksi analyyttisen
geometrian ja integraalilaskennan taitoja.
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Paraabeli pyoraytetty viddrian akselin ympari

Tilavuusintegraalissa on usein haasteena oikean pyorahdysakselin kaytto ja
tdméa ndkyi myos kokelaiden ratkaisuissa. Virheet jakautuivat padosin kah-
teen tyyppiin, mutta kaikissa toistui paraabelin pyoréyttaminen viaran ak-
selin ympaéri, jolloin tuloksena on taysin eri kappaleen tilavuus. Esimerkik-
si kuvassa 23 kokelas on kayttanyt tilavuusintegraalissa paraabelin yhtaloa
suoraan ja pyOrdyttanyt paraabelin z-akselin ympéri, vaikka hén on ensin
todennut pyorahdysakselin olevan y-akseli.

Koska paraabeli on alaspiiin aukeava, niin kirjen tilavaus saadaan, kun funktion x-akselin ylipuolella oleva osa pyorahti y-akselin ympiri,
200 , 9
~mXt =0
Ratkaise {x ==32 Jx= E}
20 20
§1
- {x=—1.65,x = 1.65}

Quattakentta
b o200, 9)?
_ 2. _ o N2,z
V-nl () dz_ﬁ/:% ( T+ 2) dr
atkaistaan integraali CAS-laskimella
I 2002‘92 33 33
y ToimesrERl T ) T

891
- Ed

25

tos3
- 111.96636

891w
V= =5 = 111,966... ~ 110

5 3
Vastaus: Kiirjen tilavuus onl10 m*®,

Kuva 23: Kevat 2023, Kokelas 85

Toinen esimerkki pyorahdysakseliin liittyvasta virheestd ndhdéan kuvas-
sa 24, kun kokelas on pyrkinyt ratkaisemaan paraabelin yhtdlén muuttujan
x suhteen. Sen sijaan hdn on vain siirtédnyt paraabelin niin, ettd symmetria-
akseli on z-akseli ja pyorayttanyt paraabelin y-akselin ympaéri, jolloin my6s-
kaan nain saatu pyorahdyskappale ei tuota haluttua nokkakartiota.

Haluttu funktio on siis valmis

x=—1.65y%+4.5

eli

Lasketaan kartion tilavuus tilavuusintegrointikaavan avulla.

Vali jolta tilavuutta selvitetaan on kartion huipusta eli x=—4,5 kartion pohjaan eli x=0

2., )2 -
x- (-1.65-y2+4.5)° ay » 2025.74
4.5

Nain ollen raketin nokkakartion tilavuudeksi saadaan 2025,747113

Kuva 24: Kevat 2023, kokelas 88
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Muut virheet tilavuusintegraalissa

Kokelaiden ratkaisuissa esiintyi tilavuusintegraaliin liittyen my6s muita vir-
heita kuin véardn pyordhdysakselin valinta. Maaratyn integraalin paatepis-
teiden valinnassa oli haasteita, miké usein liittyi vaérin valittuun pyorahdy-
sakseliin. Moni kokelas oli hahmottanut tilanteen oikein, mutta lopulta kui-

nyt voidaan laskea tilavuus
pydrahdyskappaleen integraalin avulla

b
V=m I-j{‘() :| 2 4x

(0,45)
1 i LY
1.65,0
(-1.65,0) 1\ \ )
£1(x)=-1.65 x2+4.5

halutaan tietaa pyorahdyskappaleen tilavuus
valilla [-1.65, 1.65]

integroidaan laskinohjelmistolla

1.65
: 9

— (-1.65289-x2+4.5)— dx
-1.65
» v=111.966
2

V=112m~

Kuva 25: Kevéat 2023, kokelas 13

tenkin erehtynyt sekéd akselin ettd péadtepisteiden valinnassa, kuten esimer-
kiksi kuvan 25 kokelas 13 on tehnyt. Hén on sijoittanut paraabelin kuvaajan
koordinaatistoon oikein, mutta valinnut pyorayttda paraabelin x-akselin ym-
pari, jolloin tilavuusintegraalin paatepisteiksi on valikoitunut —1, 65 ja 1, 65.
Kuvassa 26 kokelas 40 on valinnut oikean pytréahdysakselin, mutta siitd huo-
limatta laskenut tilavuusintegraalin valiltd [—1,65; 1.65].

Muita virheité tilavuusintegraalin laskemisessa oli esimerkiksi saadun ti-
lavuuden kahdella jakaminen eli on ajateltu pyorahdyksen tuottavan tilavuu-
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Lasketaan nokkakartion tilavuus, kun se pydrahtaa symmetria—akselinsa eli y-akselin

ympari.
37.V = ﬂ}lf(x)ll dx ‘ X
(pybrihdyskappale) ’ )
1.65
2 = 3
V=r- (0.550000000001- 2.~ (7—4.5) )* dy » 28.2248537981 ~28m
-1.65

Vastaus: Karien tilavuus on 287113

Kuva 26: Kevat 2023, kokelas 40

den kaksinkertaisena. Toisaalta saatua tilavuutta oli myos kerrottu kahdella,
mika liittyi puolestaan ajatukseen vain puolikkaan paraabelin kaytosté tila-
vuusintegraalissa.

Paraabelin yhtdlon parametrit méiritetty virheellisesti

Tamaéan virheluokan ratkaisuissa virheet liittyivat paraabelin yhtdalon vakion
a madarittamiseen. Esimerkiksi kuvissa 27 ja 28 kokelaat ovat tehneet ha-
vaintoja paraabelin pisteistad ja sen perusteella valinneet alaspéin aukeavan
paraabelin yhtaloon vakion a = —1,65. Vakion a oikein laskettu arvo

Kyseessi parabeli eli toisen asteen yhtiload voidaan hyodyntia.
Otetaan puolikas halkaisijasta ja saadaan yksi yhtilonratkaisuista
3,3
— =1,65

2 el piste (1.65, 0)

0, 4.5)

ja toinen piste taas valitaan olevan korkeus ja keskelld eli (

— 2
Niiilli pisteilld voidaan tehdi alaspiin aukeava parabeli ¥ = —1,65z% + 4,5
Kuva 27: Kevét 2023, kokelas 45

45
(—1,652 =

Geogebraan hahmoteltu kuvaaja tarjoaa paraabelin yhtéloksi y = —1, 6522+
4,5 pyoristystarkkuudesta johtuen. Tarkan arvon saaminen vakiolle a vaatii
kuitenkin tarkemmat perustelut paraabelin yleistd yhtéaloa hyodyntéaen.

1,65289...) on hyvin ldhelld lukua 1,65, joten tdmén vuoksi myos

Laskettu kartion tilavuus

Tahan virheluokkaan kuuluvat ratkaisut, joissa kokelaat ovat hahmottaneet
tehtdvéan tilanteen kartioksi ja néin ollen laskeneet tilavuuden ympyrakar-
tion tilavuutena. Esimerkkejé néin tuotetuista ratkaisuista ndhdaan kuvissa
29 ja 30. Jalkimmaéisen kuvan kokelas 65 on tekstinsé perusteella ymmarta-
nyt kyseessé olevan "pyorahdyskuvio", mutta on tehtédvinannossa annetuista
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eskipisteesti molempiin suu
65.0). Parabelin huippu sa
an luoda pis

® 12 = {(0, 4.5), (-1.65, 0), (1.65,
® g(x) = —1.65x* +4.5

[« D
Syodttékentta:

= 2
paraabelin yhsls on titen muotoa ¥ = —1.652% + 4.5

Kuva 28: Kevit 2023, kokelas 97

tiedoista huolimatta laskenut kartion tilavuuden.

Kirjen pohja on ympyridn muotoinen. Ratkaistaan pohjaympyrin pinta-ala ympyrén pinta-alan kaavallad = 77

3,3
S ST 1,65

A=mr? =m-1,65% = 8,5529...

v="24

Ratkaistaan kartion tilavuus kaavalla: §
1

V= 3 - 8,5629 - 4,5 = 12,829... ~ 12,9

12,9m3

Vastaus: Kirjen tilavuus on

Kuva 29: Kevat 2023, kokelas 1

Riittaméaton selitys

Virheluokkaan riittaméaton selitys on sijoitettu kaikki sellaiset ratkaisut, jotka
ovat tehtdvinannosta téysin irrallisia tai joiden etenemistd on mahdoton
seurata. Tamaéan tehtavan ratkaisuissa sellaisia oli vain kaksi kappaletta.

Tekniset virheet ja pyoristysvirheet

Huolimattomuusvirheet ja erilaiset laskuvirheet muodostavat virheluokan
tekniset virheet. Esimerkiksi vAdrdn arvon valitseminen, numeron tai etu-
merkin vaihtuminen toiseksi kesken laskun ja yksikkdvirheet ovat teknisié
virheitd. Useampi kokelas on esimerkiksi ryhtynyt maérittaméaén paraabelin
yhtéloa oikein, mutta valinneet védrén arvon tai tehneet huolimattomuus-
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Koska kyseessa oleva avaruuskappale on pyérahdyskuvio, on sen pohja taysin
symmetrinen. Piirretdan ensin mallikuva

Kartion pohjan halkaisija on 3.3 metria joten sen sade on 3.3/2=1.65 metria
Lasketaan ensin kartion pohjan pinta-ala ympyran pinta-alan yhtaléa kayttaen.

N
A = mr-

a=x-(1.65)% » a=8.55209
Lasketaan kartion tilavuus kartion tilavuuden yhtaloa kayttaen.

1
' (1.65)2-4.5 » v=12.8295

Kartion tilavuus on sifs 12.83m®

Kuva 30: Kevat 2023, kokelas 65

virheen, jonka seurauksena paraabelin yhtalé on vidara. Pyoristysvirheisiin
luokitellaan kaikki ratkaisun aikana tehdyt tarkkuusvirheet, joita olivat esi-
merkiksi viaran tarkkuuden valitseminen sdhkéiseen ohjelmistoon ja lopul-
lisen vastauksen virheellinen pyoristaminen.

Tehtévissa esiintyneet virheet ja niiden esiintyvyys aineistossa on koottu
alla olevaan taulukkoon.

Virhe Maara
%
Paraabeli pyoraytetty vadrdan akselin ympéri 19
Muut virheet tilavuusintegraalissa 13
Paraabelin yhtalon parametrit méaritetty virheellisesti 10
Laskettu kartion tilavuus 9
Riittdméaton selitys 2
Tekniset virheet 12
Pyoristysvirheet 42

4.3.3 Analyysi

Téamén tehtavan aineistossa virheellisia ratkaisuja oli 74%. Kokelaista 23% oli
onnistunut ratkaisemaan tehtavin taysin oikein ja 3% oli jattanyt tehtavan
keskeneraiseksi. Kesken jaanytta tehtdvad itsessddn ei katsota virheelliseksi,
mutta siind tehdyt virheet ovat huomioitu virheluokissa.
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Kuten lyhyen oppiméédran tehtévissd, myos tdmén tehtdvan ratkaisuis-
sa pyoristysvirheet olivat suurin virheluokka (42%), kokelaiden arvosanoja
katsomatta. Padosin pyoristysvirheet nékyivat lopullisen vastauksen véairin
pyoristyksené tai pyoristamétta jattamisend. Pitkdn oppiméadran kursseilla
lasketaan pitkéalti tarkoilla arvoilla, miké voi olla yksi tekija selittdméan pyo-
ristyssddntdjen osaamattomuutta. Toki tarkkojen arvojen kdyttdminen oli
mahdollista téssdkin tehtévassa, mutta kontekstin vuoksi lopullinen vastaus
pitéisi antaa likiarvona.

Merkittavimmat virheet téassé tehtavassa liittyivéat tilavuusintegraalin las-
kemiseen (22%). Vaikeudet pyordhdyssakselin ja tilavuusintegraalin pééte-
pisteiden méarittelyssa viittaavat siihen, ettei pyordhdyskappaleen muodos-
tumisen periaatteita tai tilavuusintegraalin kaavan kayttoa eri tilanteissa
hallita taysin. Vaikka yksittaiset virheet voivat selittyd huolimattomuudel-
la, useamman kokelaan vastauksista vélittyy puutteellinen kriittinen suh-
tautuminen omaan ratkaisuun ja samalla epédselva kisitys siitd, mitd mate-
maattisesti ollaan tekeméssa. Mikali taustalla on vaikeuksia yhdistasd funk-
tion algebrallista esitystd sen graafiseen muotoon tai ylipdénsa haasteita toi-
mia koordinaatiston kanssa, voi pyordhdyskappaleen hahmottaminen tai sen
tuottaminen olla vaikeaa.

Myos paraabelin yht&lon méaérittdmisessd esiintyi haasteita (10%): tar-
vittavia arvoja ei johdettu laskennallisesti, vaan parametrit paateltiin esi-
merkiksi Geogebralla laadittujen mallikuvien perusteella. On mahdollista,
ettd kokelaan alkuperéisend tavoitteena on ollut tuottaa mallikuva avuksi
parametrien maarittdmiseen, mutta epéaselviksi jaa, johtuuko laskutoimitus-
ten puuttuminen osaamisesta vai tietoisesta valinnasta. Paattelemalld saatu
parametrin a arvo on hyvin lahelld oikein laskettua arvoa, jolloin osaamisen
kannalta merkittdvan virheen nakyvyys jaa tehtdvan onnistumisen kannalta
vahéiseksi.

Kartion tilavuutta laskeneet kokelaat (9%) ovat tulkinneet tehtévinan-
toa virheellisesti, vaikka siind on maaritelty kyseessa olevan paraabeli. Mikali
tarkastellaan, mink&laisesta funktiosta pyorahdyksen tuloksena muodostuu
kartio, on kyseessé itseisarvofunktio |x| — ei paraabeli. Virhe voi johtua huo-
limattomuudesta tai haasteista ymmértda, miten paraabeli on maéritelty.
Mahdollista on my0s, ettd ongelman ratkaisua on vaikeuttanut spatiaalisen
hahmotuksen haasteet tai puutteet pyérahdyskappaleiden tilavuuslaskennan
osaamisessa.

4.4 Syksy 2021, pitkd oppimaara, tehtava 7: Avaruuskappale

Tama tehtéava on tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla. Vastaukset voi an-
taa likiarvoina, ja perusteluiksi riittavit kuvakaappaukset tai selitykset, jois-
ta ilmenee, mitd on mitattu. Tehtavan voi myos ratkaista algebrallisesti las-
kemalla.

Tarkastellaan monitahokasta M = ABCDEF, jonka pohja ABCDE on
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sadnnollinen viisikulmio ja jonka sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita.
1. Piirrd kuva monitahokkaasta M. (4 p.)

2. Maéritd monitahokkaan M sdrmén AF ja pohjan vélinen kulma. (2
p.)

3. Mééaritd monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vélinen kulma. (2
p-)

4. Madaritd monitahokkaan M tilavuus, kun sérmén pituus on a. (4 p.)

4.4.1 Ratkaisuehdotus

1. Piirretddn Geogebran Sddnnéllinen monikulmio-tyokalulla sadnndlli-
nen viisikulmio ABCDF, ja asetetaan sivun pituudeksi 1.

D

0.5 o] 05 1 15

Seuraavaksi maaritetdén viisikulmion keskipiste G Geogebran Keski-
piste-tyokalun avulla:

D

1.5
e c
G
®
.5
A B
3
5 0 05 1 1.5

ja piirretddn 3D-alueella viisikulmion keskipisteen G kautta kulkeva
suora kohtisuoraan viisikulmioon nahden.
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Piirretdén seuraavaksi tyokalulla Pallo: keskipiste ja sdide pallo niin,
ettd sen keskipiste asettuu johonkin monikulmion ABC DFE pisteeseen
ja asetetaan pallon siteen pituudeksi 1. Kuvassa nékyvét pisteet F' ja H
ovat pallon ja viisikulmion kanssa kohtisuoran suoran leikkauspisteita.

Valitaan monitahokkaan huipuksi F, jolloin monitahokkaan tahkot saa-
daan yhdistelemélld joko yhdistelemélld pisteet AFB, BFC, CFD,
DFE, ja EFA Kahden pisteen vilinen jana-tyokalulla tai 3D alustan
tyokalulla Laajenna pyramidiksi tai kartioksi, jolloin korkeus taytyy
skaalata pallon avulla oikeaan kohtaan. Laajennustyokalu myos rekis-
terdi piirretyn kappaleen, jolloin esimerkiksi tilavuus ndhdééan suoraan
ohjelmasta. Nyt pisteiden A ja F etaisyys on pallon séteen pituus eli
1 ja pohjasdrmien pituus on 1, joten kolmiot ovat tasasivuisia.

Piilotetaan lopuksi kuviosta pallo, suora ja ylimé&ériiset pisteet, niin
saadaan valmis monitahokas M = ABCDEF.
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2. Monitahokkaan M séarmén AF ja pohjan vilinen kulma on <GAF, jon-

ka suuruus saadaan maéaéaritettyd Geogebran Kulma-tytkalulla valitse-
malla monitahokkaan huippu F', kirkipiste A ja keskipiste G. Kulman
suuruus on noin 31, 7°.

. Monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vilinen kulma on suuruudel-
taan sama kuin huipun F', sérmén AB keskipisteen I ja monitahokkaan
keskipisteen kautta piirretty kulma <<GIF'.

1-05

ne 1

Kulman <GIF ja samalla tahkon ABF' ja pohjan vélisen kulman suu-
ruus on Kulma-tyokalulla mitattuna noin 37, 4°.

. Maaritetdan monitahokkaan M tilavuus Geogebran Tilavuus-tyokalulla.
Tilavuudeksi saadaan noin 0,3, kun sdrmén pituus on 1, joten moni-
tahokkaan M tilavuus, kun sdrmén pituus on a, on noin 0, 3a3.

4.4.2 Virheet

Seuraavaksi esitelldéin ratkaisuissa esiintyneistd virheistd muodostetut vir-
heluokat. Téastéd tehtavastd virheluokkia muodostui kahdeksan kappaletta.
Tehtévan tarkoitus on testata kykyéd hahmottaa kolmiulotteisia kappaleita
ja kayttad ohjelmistoja ratkaisun tukena. Tehtévan voi ratkaista myos al-
gebrallisesti, jolloin hahmotuskyky nousee erityisen téarkeéksi.

Kappale piirretty vairin

Kappaleen virheellinen piirtdminen liittyi useimmiten siihen, ettei kokelas
noudattanut tehtdvanannossa annettuja tietoja tai oli tulkinnut niitd huoli-
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mattomasti. Vaikka pohjan piirtdminen onnistui ohjelmiston tyckalujen avul-
la, vdarin piirretyissé kuvissa toistui sama virhe: sivutahkot eivét olleet ta-
sasivuisia kolmioita, vaan ne olivat tasakylkisid. Esimerkiksi kuvassa 31 nah-
daan, etta kokelas on mahdollisesti sekoittanut kasitteet tasasivuinen kolmio
ja tasakylkinen kolmio.

Kuva 31: Syksy 2021, kokelas 28

Osa kokelaista oli ymmaéartanyt, millaista kappaletta haetaan, mutta eri-
tyisesti oikean korkeuden méarittdminen osoittautui haastavaksi. Pienet epé-
tarkkuudet hyvéaksyttiin, silla kappale oli mahdollista piirtdd myos approk-
simoimalla.

Kappaleen mittoja ei perusteltu tai perustelut ovat puutteelliset

Néihin kahteen virheluokkaan sijoitetut ratkaisut sisdltdvét oikein piirretyn
kappaleen, mutta perustelut sille, miksi aikaan saatu kappale on juuri tehté-
vanannon mukainen, ovat puutteelliset tai niitd ei ole lainkaan. Esimerkiksi
kuvassa 32 kokelas on vain esitellyt kappaleen useaa eri kuvakulmaa kéyt-
tden, mutta ei maininnut konstruktioon liittyvid komentoja tai mittoihin
liittyvia perusteluja.

Kuvassa 33 kokelas on tarjonnut perusteluiksi Geogebran komentoikku-
naa, mutta nakyvilla olevista tiedoista kiy ilmi vain yhden sérmén pituus,
mika ei ole riittdva perustelu kappaleen sddnnéllisyydelle. YTL:n maaritte-
lemissé hyvéin vastauksen piirteissa kappaleen konstruktio ja perustelut sille
olivat hyvin olennaisessa osassa pisteiden saamiseksi.
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Kuva 32: Syksy 2021, kokelas 44

A DB e @ LN e P ) Q
A= (-194,121,0) El
B = (054, -2.49, 0)

7= Jana(A, B, kuviol)

e o o7

— 445
@ Kuwisl = MonikuimiofA, B, 5 xytac)
— 1
S b= Pyramidi(liol, )

— 276

Kuva 33: Syksy 2021, kokelas 17

Kulmat maéairitetty vaarin

Tehtavan kohdissa 2. ja 3. pyydettiin madrittdmadn ensin sivusdrmén ja
pohjan vélinen kulma ja sitten tahkon ja pohjan valinen kulma. Virheet ja-
kautuivat padsaantoisesti kahteen tyyppiin: joko kysytyt kulmat oli tulkit-
tu vadrin tai kulmat oli laskettu védarin. Tésséd virheluokassa ei huomioida
kappaleen virheellisen konstruktion vuoksi vadrin menneitd kulmia, mikéali
méaritystapa on ollut oikea.

Kokelaat, jotka olivat tulkinneet kysytyt kulmat virheellisesti, joko méaa-

rittivét usein sivutahkon pohjakulmaa, kuten kuvan 34 kokelas tai totesivat,
ettd sivusdrman ja pohjan valinen kulma seké tahkon ja pohjan vélinen kul-
ma olisivat samat, kuten kuvan 35 kokelas on tehnyt.
Osalla kokelaista, joilla ilmeni vaikeuksia hahmottaa kysyttyja kulmia, oli
havaittavissa my6s muita kolmion kulmiin liittyviad virheellisid kasityksia.
Esimerkiksi kuvassa 36 kokelaalla on oletus siitd, ettd suorakulmaisessa kol-
miossa kaksi muuta kulmaa ovat 45 astetta.

Tilavuus méaaritetty sddnnollisten monikulmioiden avulla

Tehtévan neljds kohta, jossa pyydettiin méarittdmadan kappaleen tilavuus,
osoittautui aineiston perusteella haastavaksi monelle kokelaista. Kyseiselle
kappaleelle ei ole olemassa suoraan johdettua tilavuuden kaavaa, joten tilan-
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3. Tahkon ABE ja pohjan vilinen kulma on kuvessa 49,59°

Kuva 34: Syksy 2021, kokelas 38

Miiritetddn monitahokkaan M sidrmin AF ja pohjan vilinen kulma:

o = 36,07°

3. Sama kuin edellinen kulma, koska sivut ovat sy iset, eli itahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vilinen kulma:

a = 36,07°

Kuva 35: Syksy 2021, kokelas 34

teessa edellytettiin pyramidin tilavuuden kaavan soveltamista. Osa kokelaista
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Sirmi AF muodostaa monitahokkaan pohjan seki korkeusjanan kanssa suorakulmaisen kolmion. Koska kolmion kulmien summa on 180° ja yksi kulma on 90°, niin
180° —90° 45°

tiillgin 2 .
vastaus: Pohjan seki sirmin AF viilinen kulma on 45°.

3. Tahkon ABF pinta, monitahokkaan korkeusjana seki pohja muodostavat suorakulmaisen kolmion. Tilloin tahkon ABF ja pohjan vilinen kulma on 45°.
vastaus: Tahkon ABF sekii monitahokkaan pohjan vilinen kulma on 45°.

Kuva 36: Syksy 2021, kokelas 27

pyrki ratkaisemaan tehtavan hyodyntamallé erilaisten sddnnoéllisten kappa-
leiden laskukaavoja. Kuvien 37, 38 ja 39 esimerkkiratkaisuista ndhdaan yri-
tyksia selvittda tilavuutta muun muassa tetraedrin, oktaedrin ja ikosaedrin
avulla. On kuitenkin huomattava, etté jos tehtdvidnannon kappaletta jaetaan
pienempiin osiin, ei tuloksena ole sdannollisida monikulmioita tai niiden osia.

Tilavuus méaaritetty muulla tavalla vairin

Saannollisten monikulmioiden lisdksi tilavuutta méaritettiin muilla tavoin
vaarin. Useimmiten ongelmat liittyivit kappaleen korkeuden méaérittdmiseen
tilavuutta varten. Korkeus oli joko jatetty madrittamatta eli se jéi sirman a
lisdksi toiseksi muuttujaksi annettuun tilavuuteen tai se oli méaritetty vir-
heellisesti. Moni kokelaista oli erehtynyt ajattelemaan, ettd kappaleen kor-
keus on sama kuin sdrmén pituus. Jos kappaleen konstruktio oli onnistunut
ja perusteltu, yleensd myos korkeus onnistuttiin maarittamasn.

Tilavuutta ei perusteltu

Kolmas tilavuuden laskemiseen liittyva virheluokka siséltéé ratkaisut, joissa
tilavuus on vain ilmoitettu jollain tapaa vadrdssa muodossa ilman peruste-
luja. Suurin osa tdmén virheluokan ratkaisuista sisaltda vastauksen, joka on
otettu suoraan sahkdisesté ohjelmistosta ilman tietoa siitd, miten tilavuus on
saatu. Lisédksi tilavuus on unohdettu ilmoittaa sarmén a avulla. Tyypillinen
tdméan virheluokan vastaus nahdaan kuvassa 40.
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4,
Monitahokas koostuu viidesta tetraedrista

Tetraedri

4

Yhden tetraedrin tilavuus on:

a \/E

12

Nain olen viiden sellaisen ja koko monitahokkaan tilavuus on:

v=”3'ﬁ-3=“3'ﬁ

12 4

Kuva 37: Syksy 2021, kokelas 43

4. M tilavuus, kun a=1.66
Tilavuus saadaan kaavalla

a3v2

3
1.66°/2
joten _3
1.66%y/2

3

571787

375000 v2 . ~ 3

Joten tilavuus on & 2.16cm
Kuva 38: Syksy 2021, kokelas 67
5a3(3+v/5)
12
4. Volymen dr 4 . Bildens polyeder ir en fjirdedel av en ikosaeder. | MAOL:s finns det en ikosaeder i Geometri:rymdkroppar avsnittet.

Kuva 39: Syksy 2021, kokelas 33

Riittdméaton selitys

Virheluokka riittdmaton selitys sisaltdd, kuten aiemminkin, kaikki sellaiset
ratkaisut, jotka ovat tehtdvinannosta tédysin irrallisia tai joiden etenemista
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Kappaleen b tilavuus = 64.96

a=31.65°

Kuva 40: Syksy 2021, kokelas 52

on mahdoton seurata. Kaikki tehtavéssé esiintyneet virheet ja niiden esiin-
tyvyys aineistossa on koottu alla olevaan taulukkoon.

Virhe Maara %
Kappale on piirretty vaarin 32
Kappaleen mittoja ei perusteltu 20
Kappaleen mitat perusteltu puutteellisesti 19
Kulmat méaéaritetty vadrin 20
Tilavuus maéritetty sadnnollisten monikulmioiden avulla 17
Tilavuuden kaava médritetty muulla tavalla viarin 26
Tilavuutta ei perusteltu 9
Riittdmaéaton selitys 5

4.4.3 Analyysi

Tama tehtdvi oli aineiston kokelaille vaikea, silla vain 9% sai sen ratkais-
tua taysin oikein. Keskeneraisié ratkaisuja oli edellisiin tehtéviin verrattuna
huomattavasti enemmaén, 28%. Yksi aineiston ratkaisu oli jitetty tyhjaksi.
Kun my0s keskeneraisissé ratkaisuissa olevat virheet huomioidaan, on vir-
heellisia ratkaisuja 83% aineistosta. Yhdessé ratkaisussa voi esiintyd usean
virheluokan virheita.

Kyseinen tehtéva poikkesi luonteeltaan aiemmista, silla siihen ei liittynyt
kdytannossa lainkaan pyoristyksesté johtuvia virheita. Kokelaiden yleisin vir-
he tassé tehtédvéassa liittyi kappaleen piirtdmiseen: noin kolmasosa kokelaista
(32 %) ei onnistunut piirtdméén tehtévin edellyttdméaa kappaletta oikein.
Osa néisté virheistd voi selittyd huolimattomuudella tehtdvanannon tulkin-
nassa, mutta useissa ratkaisuissa oli esimerkiksi sekoitettu késitteet tasasivui-
nen ja tasakylkinen kolmio, miké johti vaaranlaisen kappaleen muodostami-
seen. Myos puutteelliset taidot ohjelmiston kiytossa ovat voineet muodostua
haasteeksi, silld onnistunut konstruktio edellyttaé piirto-ohjelmiston, kuten
Geogebran, hallintaa, jotta mitat ja kuviot voidaan tuottaa matemaattisesti
perustellen.

Tehtéavan eri osakohtien perusteleminen nayttéytyi kokelaille yleisesti haas-
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teellisena. Aineiston perusteella 20% kokelaista jatti kokonaan tekemétté
kappaleen konstruktion, ja 9% ei esittanyt lainkaan perustelua tilavuudelle.
Vaikka perustelut kappaleen piirtdmiselle puuttuivat, oli mallikuva usein sii-
td huolimatta tehty oikein. Sen sijaan tilavuuden osalta puutteellinen perus-
telu oli useimmiten yhteydessé virheelliseen lopputulokseen. Tamaé viittaisi
sithen, ettd visuaalinen tai tekninen tuottaminen saatettiin hallita, mutta
perusteluja lopputulokselle ei osattu tai huomattu antaa. Tehtdvinannossa
ei varsinaisesti pyydetd kappaleen konstruktiota, mikd on voinut osalle ko-
kelaista aiheuttaa ajatuksen, ettd vain valmis kappale riittéa.

Kuten useissa aiemmissakin tehtévissé, my0Os téssé tehtdvassa ilmeni vai-
keuksia kappaleen tilavuuden madrittamisessa erityisesti sen hahmottamisen
nakokulmasta. Osa kokelaista (17%) pyrki ratkaisemaan tehtévin hyodyn-
tdmalla sadnnollisten monikulmioiden ominaisuuksia joko suoraan tilavuus-
kaavaa kayttden tai jakamalla kappaleen osiin. Nayttaytyyko viisikulmiopoh-
jainen pyramidi kokelaiden silmissa jollain tapaa poikkeavana, jolloin pyra-
midin tilavuuskaavan kiytto ei tunnu luontevalta — vai eikd tunnisteta, etté
kyseessd on yhé pyramidi? Tilavuus olisi ollut méaaritettdvissa yksinkertai-
sesti joko suoraan esimerkiksi Geogebra-ohjelmiston tyokaluja hyodyntiden
tai laskemalla sen avulla ensin pohjan pinta-ala, mutta tédta lahestymistapaa
hyddynsi lopulta vain pieni osa kokelaista. Mahdollisina selityksind voidaan
pitéé joko riittdméattomia taitoja ohjelmiston kiytossa tai epéselvyytta siité,
onko séhkoisessa ympéaristossé tuotettu laskentakomento riittévé perustelu.

Myos kappaleelle soveltuvan yleisen tilavuuskaavan tuottaminen sérmén
pituuden a avulla osoittautui monelle kokelaalle haastavaksi. Erityisesti kor-
keuden madrittdminen tuotti vaikeuksia, ja useissa ratkaisuissa korkeus oli
ilmoitettu sdrmén pituutena a. Osa kokelaista taas jéatti sérmén pituuden
a kokonaan huomiotta. Tamé& voi viitata siihen, ettd kokelaat ovat tottu-
neet ratkaisemaan tilavuustehtavia konkreettisilla lukuarvoilla, mink& vuok-
si siirtyminen yleiseen tilavuuden kaavaan saattaa olla vaikeaa. Liséksi niissa
ratkaisuissa, joissa kappale oli piirretty muun kuin yksikkosdrmén (a = 1)
avulla, tilavuuskaavan maarittdminen osoittautui entistd haastavammalksi.
Kokelaista hyvin harva oli onnistuneesti hyddyntéanyt ratkaisussa Geogebran
tilavuustyokalua.

Kokelaista 20 % kohtasi vaikeuksia kysyttyjen kulmien méaarittamises-
sa. Ratkaisujen perusteella oli havaittavissa haasteita sekd hahmottaa mita
kulmia tehtévéssa tarkalleen kysytaan ettd ymmartaé, millda menetelmélla ne
voidaan madrittda. Geogebran komentojen kiytto nayttaytyi tehokkaimpana
ratkaisukeinona, edellyttden kuitenkin, ettd kokelas osasi syottda ohjelmaan
oikean kulman. Suurimmassa osassa téhén virheluokkaan sijoittuneista rat-
kaisuista kulmat oli kuitenkin virheellisesti tulkittu keskendén yhté suuriksi
— usein ilman yritysta tarkistaa véaitetta.

Osa kokelaista oli ratkaissut tehtavan algebrallisesti hyodyntéden suora-
kulmaisen kolmion ominaisuuksia, Pythagoraan lausetta ja trigonometrisia
funktioita. Naissakin tapauksissa kulmat méaéritettiin usein virheellisesti tai
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yhté suuriksi, ja erityisesti algebrallisissa ratkaisuissa ilmeni lisdksi virheité,
jotka liittyivat suorakulmaisen kolmion ominaisuuksiin.

4.5 Tulosten tarkastelua

Tehtédvien analyysisté voi havaita, ettd aineistossa yleisimmaét virheet liitty-
vat kappaleiden ja kuvioiden hahmottamiseen, kaavojen soveltamiseen ja ma-
temaattisten periaatteiden puutteelliseen ymmértamiseen. Monet virheista
liittyvét toisiinsa ja sopisivat useampaan virheluokkaan, esimerkiksi véaérien
kaavojen valinta liittyy usein suoraan ongelmiin hahmottaa kappaletta. Téa-
man vuoksi virheiden luokitteluun ei voida tehdé ehdotonta rajanvetoa, vaan
esitetyt virheluokat ovat tekijan tulkinta. Yleisimmaét tehtévissa esiintyneet
virheet voidaan jakaa viiteen ylaluokkaan seuraavalla tavalla: kappaleiden ja
kuvioiden hahmottaminen, késitevirheet, virheelliset tai puutteelliset paatte-
lyt, tehtéavinannon tulkitseminen ja pyOristysvirheet. Yldluokkia kuvaillaan
alla olevassa taulukossa seuraavalla tavalla:

Virheluokka Esimerkkeja virheluokan virheista
Kappaleiden ja kuvioi- | Kappaleen tilavuuden tai kuvion pinta-alan
den hahmottaminen laskuissa on kiytetty vadrien kappaleiden las-

kukaavoja virheellisesti suoraan tai soveltaen.
Tehtévanannossa vaadittu kappale on hahmo-
tettu tai piirretty virheellisesti.

Kasitevirheet Tilavuuden kaavaan on sijoitettu védra pinta-
ala tai tilavuudeksi on ilmoitettu koko kappa-
len pinta-ala. Késitteet tasasivuinen ja tasakyl-
kinen seké korkeus ja sdrmé ovat sekoittuneet
keskendan.

Virheelliset tai puut- | Tehtdvin ratkaisussa on kiytetty itse keksit-
teelliset paattelyt tyja epajohdonmukaisia laskukaavoja. Yhtalon
muodostuksessa parametrit on paatelty ilman
matemaattista perustelua. Tilavuusintegraalis-
sa on valittu paatepisteet virheellisesti. S&hkoi-
selld ohjelmistolla tuotettuja tuloksia ei osattu
perustella matemaattisesti.

Tehtédvanannon tulkit- | Tehtdvinannossa annettuja tietoja on jétetty

seminen huomiotta. Annettu vastaus ei noudata tehté-
vanantoa.
Pyoristysvirheet Laskut on suoritettu pyoristetyilla arvoilla.

Vastaus on jatetty pyoristamatta tai pyoristet-
ty vaardaan tarkkuuteen.
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5 Pohdinta

Téssé osiossa tarkastellaan tutkimuksen toteutuksen haasteita, luotettavuut-
ta ja eettisyytta. Lisdksi pohditaan jatkondkokulmia analyysista saatujen tu-
losten kannalta.

Aineistolahtoinen siséllonanalyysi on laadullista tutkimusta, jossa aineis-
ton keraddjana ja tulkitsijana toimii tutkija itse, jolloin teoreettiset nakokul-
mat ja muodostetut virheluokat perustuvat tutkijan omaan tulkintaan (Ki-
viniemi ja muut 2018). Tami haastaa tutkimuksen objektiivisuutta, silld
aineiston keruussa ja analyysissd on mahdollisuus virheille. Tutkija saattaa
esimerkiksi tulkita ratkaisua virheellisesti tai aineiston ldhteestd voi puut-
tua osia, jos esimerkiksi kokelaan ratkaisuun liittdméa nayttokuva nékyykin
vain osittain. My0Os yksittdisid virheitd voi jaada havaitsematta, mutta té-
ma ei kuitenkaan vaikuta merkittavésti analyysin tulokseen. Tutkija nékee
kokelaan ajatusprosessia vain hénen tuottamansa ratkaisun kautta, jolloin
analyysi on pitkilti tutkijan tulkinnan varassa. Esimerkiksi: onko vaarin va-
littu kaava vain huolimattomuutta vai kertooko se kokelaan geometrisen hah-
mottamisen vaikeuksista? Tamé& ja muut vastaavat tapaukset on péadteltéava
ainoastaan aineiston pohjalta.

Edellda mainitut mahdolliset ongelmakohdat eivat kuitenkaan tee tutki-
muksesta epédluotettavaa, vaan se tarjoaa yhden teoreettiseen pohjaan tu-
keutuvan nidkokulman yleisistd virheistd avaruusgeometrian tehtévissd. Ai-
neiston keruu itsessdén on eettistd ja objektiivista, silld siitéd ei ilmene lain-
kaan yksil6ivia tietoja, kuten nimeé, oppiméaras, tehtavikohtaisia pisteita
tai paikkakuntaa. Ainut aineistosta saatava tieto ratkaisun lisdksi on koke-
laan ylioppilaskokeen arvosana.

Virheluokkien muodostaminen edellyttda aineiston yksinkertaistamista,
jotta niiden méara pysyy analyysin kannalta mielekkédand. Tavoitteena on
ryhmitelld saman tyyppiset virheet yhteen, mutta myo6s samankaltaisuuden
maarittdminen on tutkijan tulkintaa, mika vaikuttaa analyysin tuottamaan
tietoon eri virheluokkien esiintyvyydesta aineistossa. Kun tarkastellaan ta-
man aineiston yleisimmin esiintyvié virheité taulukossa 77, vastaavat ne paa-
osin luvun 2 teoriaosuudessa esiteltyji mahdollisia kompastuskivid geomet-
risessa ajattelussa.

Tutkimuksen tulokset toimivat suuntaa antavina, ja on hyvé tiedostaa,
ettd sadan ratkaisun aineisto on méaréllisesti pieni otanta, joten tdmaéan ana-
lyysin perusteella ei voida tehd& raskaita johtopa#toksia yleisestd lukion
kokelaiden geometrian osaamisen tasosta tai opetuksen laadusta. Ne olisi-
vat kuitenkin mielekkéitd jatkotutkimuksen kohteita. Tamaéan tutkimuksen
virheanalyysistad saadut tulokset tarjoavatkin hyvin nédkokulman mahdollis-
ten jatkotutkimusten tueksi opiskelijoiden avaruusgeometriassa kohtaamista
haasteista.
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