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Esipuhe

Isaac Newtonin 1600-luvulla muotoilema klassinen mekaniikka on yksi fysiikan pysyvis-
td peruspilareista. Sen alkeet opitaan jo koulufysiikassa ja fysiikan yliopisto-opiskelijat
joutuvat klassisen mekaniikan kanssa tekemisiin yleensé jo ensimmaéisené opiskeluvuote-
naan. Klassinen mekaniikka ei kuitenkaan ole jam&ahtanyt Newtonin aikanaan kehitté-
méin muotoon. Itse asiassa nykyopiskelijan olisi hyvin vaikea opiskella mekaniikan perus-
teita Newtonin vuonna 1687 valmistuneesta klassikosta Philosophiae Naturalis Princi-
pia Mathematica. Kehitys ei ole rajoittunut ainoastaan selkedmpédn tapaan késitella
differentiaali- ja integraalilaskentaa tai vektorien kéyttéon ottoon. 1700- ja 1800- lu-
vuilla Joseph-Louis Lagrange ja Sir William Rowan Hamilton kehittivit mekaniikkaa
alempaa abstraktimpaan mutta samalla my6s tehokkaampaan suuntaan. Nykyain juu-
ri Lagrangen ja Hamiltonin yht&lét ovat keskeisid muotoiltaessa kvanttimekaniikan ja
statistisen fysiikan perusteita. Viimeisten muutaman vuosikymmenen aikana nopeasti
kasvanut kiinnostus dynaamisiin systeemeihin ja kaoottisiin ilmi6ihin on myd&s vahvis-
tanut klassisen mekaniikan itsenéisté merkitystéd ja tuonut aivan uusia tutkimusalueita
klassisessa mekaniikassa kehitettyjen menetelmien sovellutusten piiriin. Mekaniikasta pe-
riytyvid malleja sovelletaan ténd paivané useille fysiikalle varsin kaukaisillekin alueille
populaatiodynamiikasta kansantaloustieteeseen.

Tamé& oppikirja perustuu vuodesta 2002 ldhtien Helsingin yliopiston fysiikan laitok-
sessa luennoimamme 10 opintopisteen laajuisen kurssin Klassinen mekaniikka oppima-
teriaaliin. Kurssi on pakollinen Helsingin yliopiston teoreettisen fysiikan aineopinnoissa
ja mielestdmme kovasti hyddyllinen sivuaineopinto kaikille fysiikan ja téhtitieteen opis-
kelijoille. Lukijan taustatiedoiksi oletamme yliopistotasolla ensimmaéisen vuoden aikana
opetettavat fysiikan peruskurssit ja matemaattiset apuneuvot.

Kirjan péaidtavoitteena on tutustuttaa lukija Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikan
vélineisiin ja esitelld, kuinka néitd menetelmié voidaan kidyttas klassisen fysiikan keskei-
simpine ilmididen késittelyyn. Kirja alkaa lyhyelld perusopintotasoisen klassisen meka-
niikan kertauksella (luku 1). Newtonin painovoimalaki ja sithen perustuvat keskeisvoimat
seké Keplerin liike késitellddn luvussa 2 ennen Lagrangen formalismin esittelyd luvus-
sa 3. Lagrangen formalismin jdlkeen késitellddn vardhdysliikettd sekd newtonilaisin ettéd
Lagrangen menetelmien avulla (luku 4). Téssé yhteydessd ndahdéén, kuinka Lagrangen
formalismi osoittaa vahvuutensa siirryttaessé yksinkertaisesta vérahtelyliikkeestd moni-
mutkaisempiin tilanteisiin. Luku 5 on johdatus ei-inertiaaliseen liikkeeseen, jonka tuloksia
sovelletaan luvussa 6 jaykédn kappaleen liikkeeseen. Hamiltonin mekaniikkaan tutustu-
taan luvussa 7 ja kirjan paittaa lyhyt johdatus kaaosteoriaan (luku 8).

Helsingin yliopistossa opiskelijat suorittavat tdmén kirjan aineistoon perustuvan kurs-
sin opintokokonaisuudestaan riippuen yleensé joko toisena tai kolmantena opiskeluvuo-
tenaan. Kokemuksemme mukaan kirjaan siséltyy hieman enemmé&n materiaalia kuin 56
luentotunnin mittaisella aineopintotason opintojaksolla on mahdollista kiydé ldpi. Olem-
me merkinneet joitain lukuja ja kappaleita tdhdella merkitseméédn sellaisia kokonaisuuk-
sia, joita emme pidd kurssin keskeisimpéné ydinaineksena, mutta joihin fysiikasta sy-
véllisemmin kiinnostuneet opiskelijat saattavat haluta tutustua. Téllainen on varsinkin
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viimeisen luvun kaaosteoria, josta saatu opiskelijapalaute on ollut innostunutta mutta
samalla kriittistd, koska asiaan ei ole luennoilla riittdvasti aikaa perehtyé kunnolla.

Koska kirja on tarkoitettu nimenomaan oppimateriaaliksi, olemme liittdneet jokaisen
luvun loppuun joukon laskuharjoitustehtévié, joita olemme vuosien varrella kayttéaneet
kotitehtdvind. Tehtédvistd osa on varsin helppoja mutta monet myos vaativia jopa vai-
keita. Tehtdvien valinta on tietenkin subjektiivista ja klassisen mekaniikan lukuisista
oppikirjoista 16ytyy lukematon méara vaihtoehtoisia esimerkkejé.

Klassisesta mekaniikasta on kirjoitettu hyllymetreittdin oppikirjoja joskaan ei kovin-
kaan paljon suomenkielistd materiaalia silld tasolla kuin téssé kirjassa. Helsingin yli-
opiston klassisen mekaniikan kurssi on pitkddn perustunut Raimo Keskisen oppikirjaan
Analyyttinen mekaniikka (Limes ry., useita painoksia) koottuun materiaaliin. Kyseinen
teos on kuitenkin varsin kompakti eiké siité ole koskaan tehty korjattua laitosta. Taman
kirjan rakenne seuraa Keskisen kirjaa, mutta esitystapa ja sisdltc ovat vuosien varrella
muuttuneet. Olemme lainanneet materiaalia my6s monista muista klassisen mekaniikan
teoksista. Yksi tunnetuimmista oppikirjoista on Herbert Goldsteinin Classical Mecha-
nics (Addison-Wesley, 1950, 1980). Teoksen uusin versio on vuonna 2002 ilmestynyt 3.
painos, jossa kirjoittajina ovat my6s Charles Poole ja John Safko. Jokaisen klassiseen
mekaniikkaan perehtyvén opiskelijan pitéisi vahintdén selailla téta teosta. Toinen suosi-
teltava ldhde on Handin ja Finchin Analytical Mechanics (Cambridge University Press,
1998). Erityisesti kovan linjan teoreetikkojen lempilukemista on edelleen Landaun ja
Lifschitzin teos Mechanics (Pergamon Press, useita painoksia, saatavissa myos useilla
eri kielilli). Viittaamme néihin teoksiin kirjassamme ainoastaan kirjoittajien nimilli.

Kirjoittajat ovat suuressa kiitollisuuden velassa edesmenneen Raimo Keskisen pionee-
rityolle klassisen mekaniikan opettajana Helsingin yliopistossa. Héanen luentonsa 1970-
luvun puolivilissd olivat yksi syy toisen kirjoittajista (HK) innostumiseen klassisesta
fysiikasta ja siirtymiseen matematiikasta teoreettiseen fysiikkaan, josta tie sittemmin
johti avaruusfysiikkaan. Lihdettdessd kehittdméadn téssd kasilla olevaa tekstid keskus-
telut kurssia vuosituhannen vaihteessa luennoineen Christofer Cronstrémin kanssa ja
h&nen luentomuistiinpanonsa olivat erittdin hyodyllisi&. Vuosien varrella meilld on ollut
ilo tyoskennelld useiden innostuneiden kurssiassistenttien ja opiskelijoiden kanssa, joille
kaikille haluamme osoittaa kollektiiviset kiitokset. Erityiskiitokset ansaitsevat luvun 5
harjoitusten joukossa olevan “K-kalkyylin” kirjaillut Petteri Kerénen seké tdmén kirjan
kannen suunnitellut Heli Hietala.

Lopuksi haluamme kiittéa kirjan julkaisijaa Limes ry:té, jonka julkaisusihteeri Daniel
Landau ldhestyi meitd tammikuussa 2010 kysyen kiinnostustamme editoida luentomo-
nisteestamme oppikirjan. Se oli itse asiassa ollut mielessimme jo jonkin aikaa, joten
intressimme olivat yhteiset ja tdmé on lopputulos.

Helsingissd, 22. kesdkuuta 2010
Hannu Koskinen ja Rami Vainio
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Luku 1

Newtonin mekaniikkaa

Téssé luvussa kdydéddan ldapi lyhyesti joitakin Newtonin mekaniikan peruskésitteitd ku-
ten Newtonin lait, liikemé&éra, liitkemadramomentti, tyo ja energia. Liséksi tutustutaan
matemaattiseen heiluriin, joka tullaan kohtaamaan lukuisissa eri yhteyksissé.

1.1 Avaruus- ja aikakoordinaatit

Klassisessa mekaniikassa avaruudella ja ajalla oletetaan olevan seuraavat aksioomankal-
taiset ominaisuudet.

1. Avaruus on kolmiulotteinen, euklidinen ja absoluuttinen. Euklidisuus mer-
kitsee sité, ettd voidaan valita koko avaruuden kattava karteesinen koordinaatis-
to ja liséiksi avaruus oletetaan homogeeniseksi ja isotrooppiseksi eli samanlaiseksi
kaikkiin suuntiin. Absoluuttisuus puolestaan takaa sen, etteivit avaruuden omi-
naisuudet muutu siiné liikkuvien kappaleiden vuoksi.

2. Aika on homogeeninen ja absoluuttinen. Aika virtaa tasaisesti yhteen suun-
taan. Ajan nollakohta voidaan valita vapaasti eivitkd materiaaliset tapahtumat
vaikuta siihen.

Kuten hyvin tiedamme, viime vuosisadalla opittiin, ettd ndmé aksioomat ovat eri-
koistapauksia suhteellisuusteorian yleisemmésté aika-avaruuden kisitteestd. Niille ak-
sioomille rakentuva mekaniikka kuitenkin on ja pysyy erittdin hyodyllisené fysiikan pe-
rustana tarkasteltaessa jokapé&iviisid ilmioitd. Vasta mentéessé erittédin suuriin massoi-
hin, energioihin, nopeuksiin tai avaruudellisiin skaaloihin tai toisaalta aineen atomitason
ilmioihin yll& olevat aksioomat osoittautuvat riittdméattomiksi kuvailemaan ajan ja ava-
ruuden rakennetta.
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Klassisessa mekaniikassa kaikki koordinaatistot eivét ole samassa asemassa. Térked
erikoisryhmé ovat inertiaalikoordinaatistot, joissa vapaa hiukkanen liikkuu vakiono-
peudella. Jos koordinaatisto puolestaan kiinnitetdén vaikkapa maapallon keskipisteeseen
ja sen annetaan pyorid Maan mukana, koordinaatisto on monissa kiytinnon asioissa mel-
kein inertiaalinen, mutta suuressa skaalassa pyoriminen aiheuttaa nidennéisvoimia, jot-
ka ovat térkeitd esim. ilmakehén kiertoliikkeesséd. Ei-inertiaalisiin koordinaatistoihin ja
pyorimisliikkeeseen tutustutaan luvuissa 5 ja 6.

Maailmankaikkeuden mittakaavassa erittdin hyvéa inertiaalikoordinaatisto voidaan
médritelld 3 kelvinin taustaséteilyn avulla. Valitsemalla koordinaatisto siten, etté sétei-
lyn lampétila on sama joka suunnalla, systeemi on suurella tarkkuudella inertiaalinen.
Tamé el tietenkdin tarkoita sitéd, ettd tdhin koordinaatistoon sidottu aika ja avaruus
olisivat absoluuttisia, kuten suhteellisuusteoria ja kosmologia ovat osoittaneet.

1.2 Newtonin lait

Klassinen mekaniikka perustuu kolmelle Newtonin muotoilemalle peruslaille:

1. Ellei kappaleeseen vaikuta mitédén voimia, niin se sailyttéda liiketilansa eli se liikkuu
pitkin suoraa viivaa vakionopeudella.

2. Jos kappaleeseen vaikuttaa voimia, niin kappaleen litkemédrin muutos (aikayksik-
ko kohti) on yhtd suuri kuin sithen vaikuttava kokonaisvoima.

3. Kun kaksi kappaletta vaikuttavat toisiinsa, niin voima, jolla ensimmaéinen kappale
vaikuttaa toiseen, on yhté suuri mutta suunnaltaan vastakkainen kuin voima, jolla
toinen kappale vaikuttaa ensimmaéiseen.

Sir Isaac Newton (Kuva 1.1) eli vuosina 1642-1727. Hén julkaisi ndmaé lait kirjassaan
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica vuonna 1687. Teokseen viitataan usein
pelkélla lempinimelld Principia.

Kirjoitetaan Newtonin lait formaalisti kidyttden jatkossakin kdytettivid merkintoja:
m on massa, r(t) on paikkavektori ajan funktiona, paikkavektorin derivaatta ajan
suhteen v(¢) on nopeus ja paikan ja ajan funktio F(r,t) on voima. Liikem#iri méé-
ritelldén tulona
p =mv.

Newtonin lait voidaan nyt formuloida seuraavasti

Jos F =0, niin v = vakio. (1.1)
dp

— = F 1.2

o (1.2)

| . (1.3)
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Kuva 1.1: Sir Isaac Newton (1642—
1727)

Ensimmaéinen laki seuraa selvéstikin toisesta laista, mutta silld on sikéli historiallista
merkitysté, ettd se periytyy jo Galileo Galileilta (1564-1642).

Toisessa laissa on mukana kaksi uutta suuretta: massa ja voima. On makuasia, kum-
man médrittelynd lakia pidetddn. Madritteleméalld kiihtyvyys lausekkeella a = dv/dt
ja olettamalla massa vakioksi voidaan kirjoittaa tuttu kaava

F =ma. (1.4)

Kiihtyvyyden méaarittdminen on kéytdnnossd helppoa, kunhan kéytosséd on hyvé kel-
lo. Galileilla sellaista ei ollut, mutta eipa ollut kiihtyvyyden késitettdkdéin ennestéén
valmiina.

Toisaalta massan ja voiman toisistaan riippumaton maérittdminen on kaikkea muuta
kuin triviaalia. Téhén liittyy klassinen ongelma, onko hidas massa, joka liittyy kaavaan
(1.4), sama kuin painava massa, joka voidaan punnita annetussa gravitaatiokentéssi.
FEinsteinin yleisen suhteellisuusteorian yksi perusteista on oletus, ettd hidas ja paina-
va massa ovat sama asia. Tatd kutsutaan ekvivalenssiperiaatteeksi. Sen on todettu
olevan voimassa silld tarkkuudella kuin sitd on onnistuttu tdhin mennessé mittaamaan.
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1.3 Liikeméiari ja energia

Erilaiset sdilymislait ovat kaiken fysiikan peruspilareita. Liikemé&éaran, liikkemédramomen-
tin ja energian siilymislait lienevét lukijalle jo ennestdén tuttuja, mutta kerrataanpa nyt
nekin.

1.3.1 Liikem&aran sdilyminen

Newtonin toinen laki sanoo selvéstikin, ettd mikéli massapisteeseen ei vaikuta mik&an
voima, sen litkkemé&érsd on vakio. Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa meilld on N kpl
massapisteitd (kutsutaan niitd hiukkasiksi — klassisen mekaniikan puitteissa voisimme
yhté hyvin puhua kappaleista) m; (i = 1,..., N) paikoissa r;. Oletetaan, ettd hiukkanen
J vaikuttaa hiukkaseen 7 voimalla F;;. Liséiksi hiukkaseen ¢ voi vaikuttaa jokin ulkoinen
voima F$*. Newtonin toinen laki antaa liikem#drin muutokseksi

N
pi = F + ZFij ; (1.5)
j=1

missé aikaderivaattaa merkitdéin pisteelld derivoitavan funktion yldpuolella.

Oletetaan massat vakioiksi, jolloin p; = m;ddotr;. Toista aikaderivaattaa merkitdéin
puolestaan kahdella pisteelld. Hiukkasjoukon kokonaismassa on

N
M =Y "m (1.6)
=1

ja hiukkasjoukon massakeskipiste on

N . .
R = Z=1Mmr . (1.7)
Tallsin
d2 N N
2 D it = S FF Y F (1.8)
i=1 i=1 o
1#£]

Newtonin kolmannen lain avulla tasta tulee

N
MR =) F. (1.9)
i=1

Merkitsemélli systeemin kokonaisliikeméérisa P = MR, saadaan téirked tulos

N
P=> F*=F, (1.10)
=1
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missé siis F&E on kaikkiin hiukkasiin vaikuttavien ulkoisten voimien summa. Nyt néh-

dasn, etté jos systeemi on eristetty eli siihen ei vaikuta ulkoisia voimia, sen kokonaislii-
kemédra on vakio. Tdmé on kokonaisliikemaidrian sdilymislaki.

Palataan sitten tarkastelemaan yhtéd massapistetta olettaen, ettd sen massa on vakio
ja etté se liikkuu voimakentéssé F. Integroidaan voimaa aikavalilld [to, ¢]

t t 2
/th - /mdgdt
to to dt

= p(t) —p(to)- (1.11)

Siis voiman aikaintegraali annetulla vé&lilla on sama kuin massapisteen liikem&drin muu-
tos. (Huom. Téssé ja usein myshemminkin merkitdéin integroinnin ylérajaa samalla sym-
bolilla kuin integrointimuuttujaa, ellei ole vaaraa sekoittaa néité keskenddn. Matemaat-
tisesti kauniimpi tapa olisi merkité integraalin sisélld olevaa aikaa vaikkapa t'.)

Voiman aiheuttamaa liikemé&drian muutosta kutsutaan impulssiksi. Téssé yhtey-
dessé on tarpeen tarkastella terminologiaa: Vanhemmassa kirjallisuudessa liikem&araa
on kutsuttu impulssiksi ja téssékin kirjassa mychemmin vastaan tulevia kanonisia lii-
kemairia kutsutaan fyysikoiden keskuudessa useimmiten yhé kanonisiksi impulsseiksi.
Termin taustalla on liikemééréin saksankielinen nimitys der Impuls. Englannin kielessé
litkkem&ara on momentum, jota ei saa puolestaan sekoittaa voiman momenttiin!

1.3.2 Tyo viivaintegraalina

Kiihdyttédessddn kappaletta voima tekee tyotd. Merkitdén tyotd symbolilla W. Kun
massapiste liikkuu voimakentéissé F pisteestd ry pisteeseen r, voiman tekemé tyd mé&é-
ritellddn viivaintegraalina

WE/ F-dr. (1.12)
ro

W= /F-dr:/F-drdt
. v df
* d’r dr Tl dr\?
_ L T ) e
/romdt2 dt /ro [2m<dt>]

1
= im(v2—vg) =T-1Tp. (1.13)

Nyt

Suure T' = %mv2 on tietenkin tuttu massapisteen liike-energia (kineettinen energia).

Olemme siis saaneet tuloksen, ettd voiman tekemé tyo on alku- ja lopputilojen kineet-
tisten energioiden erotus. Tamé edellyttdd kuitenkin, ettéd liikkkuvan kappaleen sisdinen
tila (esimerkiksi pyorimistila tai massa) el matkan aikana muutu.
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1.3.3 Konservatiivinen voimakentti ja potentiaalifunktio

Mikali integraali f;; F - dr on integroimisreitistd riippumaton péitepisteidensi funktio,
suljetun reitin yli laskettu integraali ¢ F - dr = 0 ja F(r) voidaan ilmaista ajasta riippu-
mattoman skalaarikentén U(r) gradienttina

F=-VU. (1.14)

Tamé on ekvivalentti ehdon V x F = 0 kanssa. Téllaista voimakenttdda F kutsutaan
konservatiiviseksi. Konservatiiviselle voimalle lauseke

WZ/rF-dI‘:—U<I‘)+U(I‘0)E—U—l—UO (1.15)

on sama kuin edelld saatu tyo W =T — Tj, joten olemme saaneet tuloksen

Potentiaalifunktiota U kutsutaan potentiaalienergiaksi ja liike-energian ja poten-
tiaalienergian summaa E mekaaniseksi kokonaisenergiaksi. Lauseke (1.16) ilmaisee
itse asiassa kokonaisenergian sidilymislain.

L&hes kaikissa klassisen mekaniikan “puhtaissa” ongelmissa esiintyvit voimat ovat
konservatiivisia. Klassisessa mekaniikassa ei-konservatiivisia voimia edustavat erilaiset
kitkavoimat. Perusfysiikan tidrkeimmét ei-konservatiiviset voimakentdt tulevat vastaan
elektrodynamiikassa, missd magneettikentéin B aiheuttama voima riippuu sdhkoisesti
varatun hiukkasen (varaus ¢) nopeudesta F = ¢v x B. Myos sidhkokentilld voi olla ei-
konservatiivinen (induktiivinen) osa magneettikentéin muuttuessa ajan funktiona.

Esimerkki: Yksiulotteinen liike potentiaalissa U(x)

Tarkastellaan esimerkkiné kokonaisenergian séilymislaista yksiulotteista tapausta, jossa
massapiste (m) liikkkuu potentiaalissa U(z) ja sen kokonaisenergia on E (Kuva 1.2).

U(x)

Kuva 1.2: Potentiaali U(z). Mas-
sapisteen liike rajoittuu alueeseen,
jossa U(x) < E.
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2
E = %m <ccll3t:> + U(z) = vakio (1.17)
=
dt = — dz . (1.18)
2 18- U)

Alkuehdolla x = x¢, kun t = {(, téstd saadaan

=ty = / (2[E—U(m)]> da (1.19)

o \TM

N =

Kun tunnetaan alkuarvo xz, kokonaisenergia F ja potentiaalifunktio U, saadaan siis
massapisteen rata yhdelld integroinnilla. Kdytdnnossé integrointi on useimmiten tehtava
numeerisesti.

1.3.4 Liikemaaramomentti ja sen sdilyminen

Voiman momentti on jo koulufysiikan vipuvarresta tuttu késite, joka méaritellaédn vek-
torimuodossa
N=rxF. (1.20)

Vastaavasti médritellddn litkeméérille momentti, litkem#drdmomentti (jota myos usein
perinteisesti impulssimomentiksi kutsutaan) tulona

L=rxp, (1.21)

missd r on massapisteen paikkavektori annetun origon suhteen. Liikem#&rdmomentti
lasketaan siis aina jonkin avaruuden pisteen suhteen. Merkitsemme liikemé&édramomenttia
vektorimuodossa isolla L-kirjaimella, mutta sen itseisarvoa pienelld [-kirjaimella, ettei
tule sekaannusta jatkossa niin tirkedn Lagrangen funktion L kanssa.

Tarkastellaan jélleen N:n hiukkasen massapistejoukkoa {m;} ja lasketaan kaikkien
massapisteiden liikem&édramomentit yhteen, jolloin saadaan systeemin kokonaisliikemé&é-
ramomentti: L = Zf\; 1 Ti X pi. Muistetaan, ettd kunkin yksittdisen massapisteen liike-
maéairan aikaderivaatta on

pi =F + > Fy. (1.22)
j

Taméan avulla voidaan laskea kokonaisliikemiiaramomentin aikaderivaatta

L= CZZZ:I‘Z X (mi) :Zi:ri X Pi :Zi:ri XF?X“FZZ]:” x Fyj . (1.23)

i#£]
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Nyt Newtonin kolmannen lain perusteella

Zri xFiyj = %ZI‘Z XFij—F%ZI‘j x Fj;

i ij ij
i#£] i#] i#]

Voimille, joille (r; —r;) || Fyj;, ylld oleva ristitulo on nolla ja siten
N
L= rxF. (1.24)
i=1

Lausekkeen oikeaa puolta kutsutaan hiukkasjoukkoon vaikuttavaksi ulkoiseksi vaantos-
momentiksi. Olemme siis saaneet aikaan kokonaisliikemiirimomentin sidilymis-
lain: mikali mikdén ulkoinen voima ei vidnnéd systeemid, sen liikeméadrdmomentti on
vakio.

Edelld oletettiin (r; — r;) || F;, mikd ei ole voimassa kaikille fysikaalisille voimille,
esimerkiksi magneettikentén voimavaikutukselle. Oletetaan kaksi rinnakkaisilla radoilla
samaan suuntaan tasaisella nopeudella liikkuvaa pistevarausta. Naiden véiliset voimat
ovat yhtd suuret ja vastakkaismerkkiset, mutta eivit osoita varauksesta toiseen. Toi-
nen esimerkki on kaksi varausta, joiden radat muodostavat T-kirjaimen: Ensimmé&inen
varaus kulkee ylospéin pitkin T-kirjaimen pystysuoraa vartta. Toinen puolestaan pitkin
kirjaimen poikittaista osaa. Jalkimmaéinen varaus aiheuttaa koko ajan voiman ensimméi-
seen, mutta ohittaessaan T:n pystysuoran varren se ei tunne minkéainlaista ensimméisen
varauksen aiheuttamaa voimaa.

Niyttas siis siltéd, ettd Newtonin lait eivét olisikaan voimassa fysiikassa hyvin keskei-
sille sihkomagneettisille voimille. Toisaalta meille on opetettu, etté lilkemédran ja liike-
médramomentin sdilymislait ovat fysiikan tukipilareita. Klassisessa elektrodynamiikassa
kuitenkin osoittautuu, ettd sihko- ja magneettikentilléd itselldsin on energiaa, lilkeméaéria
ja liikeméa#dramomenttia. Sielld sdilymislait koskevat kenttien ja hiukkasten muodostamaa
kokonaisuutta.

Lopuksi jilleen hieman terminologiaa. Nimitys liikem&ardmomentti on sikili loogi-
nen, ettd kyseessd on todellakin liikeméa#rin momentti. Fyysikot kuitenkin kayttavét
usein vanhasta impulssiterminologiasta periytyvaéd nimitystd impulssimomentti var-
sinkin kvanttifysiikassa. Toinen jonkin verran kiytossé oleva looginen nimitys on pyori-
mismari, joka on siis sdilyvd suure. Englannin- ja saksankieliset termit ovat angular
momentum (siis kulmaliikemé&éré, jota termid my6s jotkut suosivat) ja der Drehimpuls.
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1.4 Esimerkkeja

Tarkastellaan luvun lopuksi kahta tarked# klassisen mekaniikan esimerkkié, niin kutsut-
tua rakettiyhtilod ja matemaattista heiluria.

1.4.1 Muuttuvien massojen liike

Tarkastellaan rakettia, joka nousee gravitaatiokentéissé ja siitd suuntautuu alaspéin va-
kiosuuruinen massavirta. Siis nyt myos massa on ajan funktio. Liikeyhtéloksi saadaan
rakettiyhtilo

mi = 1mc + mg. (1.25)

missi ¢ on pakokaasun nopeus raketin suhteen.!

Merkitéén raketin hyotykuorman (esim. satelliitin) massaa my ja kantoraketin 1ahto-
massaa M. Pystysuoralle nousulle g = —ge, ja ¢ = —ce,. Nopeus saadaan integroimalla
yhtilod (1.25)

m(t)
M + mg
Jos liséiksi oletetaan ettd massa pienenee lineaarisesti m(t) = M +mo— kMt, missa kMt
kuvaa siis alaspéin suuntautuvien pakokaasujen massaa, saadaan

kMt

v=—cln —gt. (1.26)

Tamén perusteella raketti lihtee nousuun, jos keM > (mg + M)g.

1.4.2 Matemaattinen heiluri

Matemaattinen heiluri on erittédin tirkeé malli lukemattomille erilaisille fysikaalisille sys-
teemeille, ei pelkéstadn klassisessa mekaniikassa vaan kaikkialla muuallakin, missé ta-
pahtuu jaksollisia ilmi6itd kuten esimerkiksi kvanttifysiikassa.

Ripustetaan heiluri (massa m, varren pituus /) vaakatasosta (y-akseli) ja valitaan
x-akseli alaspéin gravitaatiovoiman (mg) suuntaan (Kuva 1.3). Oletetaan, ettd muita
ulkoisia voimia ei ole, joten liike on kaksiulotteista heilurin heilahdustasossa. Valitaan
kulma 6 heilahduskulmaksi heilahdustasossa. Heilurin liikettd rajoittaa heilurin varsi
aiheuttaen varren suuntaisen jannitysvoiman J.

Nyt heilurin liikeyht&lé on

mi =mge, —Je,. (1.28)

!Oikean raketin laukaisun yhteydessé on huomioitava myds ilmanvastus (kitka), raketille mahdolli-
sesti nostetta aiheuttavat erilaiset rakenteet kuten siivekkeet seké raketin lentoradan ohjaaminen ra-
kettimoottoreiden suuntauksen avulla. Asiasta kiinnostunut lukija 16ytad yhtdlon vaikkapa Internetisté
(hakusanalla “rocket equation”).
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Kuva 1.3: Matemaattinen heiluri. 0
Massapiste m on ripustettu jay-
k&lld massattomalla varrella (pi-
tuus ) kiinteéistéd ripustuspistees-
téd, joka valitaan koordinaatiston
origoksi. Huomaa valittu akselien X
orientaatio. e

Koska r = re,, tdytyy tdmén derivoimiseksi laskea yksikkdvektoreiden aikaderivaatat,
silla vaikka yksikkovektoreiden pituudet sdilyvétkin, niiden suunnat muuttuvat. (TAmé
on téirke# asia osata kuin vetti valaen). Yksikkovektorit napakoordinaatistossa ovat

e, = cosfle, +sinfe,

eg = —sinfe, + coslbe, .

Vastaavasti e, ja e, voidaan antaa e,:n ja eg:n avulla, esim. e, = cosfe, — sinfleg.
Yksikkovektoreiden aikaderivaatoiksi tulee

%er = éeg
%eg = —9er.

Derivoidaan sitten paikkavektoria kaksi kertaa
r = 7re.+ ro ey
P = (F—r®e + (210 +10)ey.
Nain liikeyhtélon komponenteista saadaan yhtalopari
. 19 J
F—rf° = gcosh — — (1.29)
m
210 +r0 = —gsinf. (1.30)

Oletetaan, ettéd ripustus on jaykké, eli r = [ = vakio. Téllaista ehtoa kutsutaan sido-
sehdoksi ja se tuo systeemiin sidosvoiman. (Tutustumme sidosvoimiin perusteellisem-
min luvussa 3) Sidosehdon ansiosta r:n derivaatat katoavat ja yhtélopari yksinkertaistuu
muotoon

10> + gcos = (1.31)

SRR

lé—l—gsin@ =

o

(1.32)
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joista jalkimmaéinen integroituu muotoon

L2
62 = 79cose+c. (1.33)

Sama lauseke seuraa myds siité, etté heilurin kokonaisenergia (1/2)mi? — mgl cos on
vakio. Integroimisvakio C' méardytyy ehdosta, ettd § = 0 maksimikulmalla 6y , joten

. 2
62 = Tg(cosﬂ —cosbp) . (1.34)

Sijoitetaan tulos yhtdloon (1.31), jolloin saadaan lasketuksi J
J =mg(3cosf —2cosbh). (1.35)

Ottamalla nelidjuuri yhtalostd (1.34) saadaan

dg 9,21 .91 1/2

i 2 l (sin 290 — sin 29) (1.36)
~ df

dt — (1.37)

2ﬁ(sin2 300 — sin? £6)1/2

Integroidaan tété nollakulmasta maksimikulmaan, jolloin aikaa kuluu heilahdusajan nel-
jannes T'/4. Merkitdan maksimikulman puolikkaan sinié k& = sin %90 ja tehddan muuttu-
janvaihdos 6 — w lausekkeella sin %9 = ksinw, jolloin uusi kulmamuuttuja w integroi-

daan 0 — 7/2. Tulos on
1 [m? d
T=4 / S — (1.38)
9.Jo 1 — k2 sin? w

Kyseessé on elliptinen integraali, jollaisiin fysiikassa tormétéaéan usein. Vaikka elliptisid
integraaleja ei voikaan ilmaista alkeisfunktioiden avulla, matemaatikot ovat kehittédneet
niille perusteellisen teorian ja niiden ominaisuudet ja lukuarvot 16ytyvét hyvistd tauluk-
kokirjoista. My6s useat tietokonematematiikan ohjelmistot selvidvit niistd mallikkaasti.

Hyvin pienilld kulmilla (k ~ 0) integrointi on triviaali ja saadaan tuttu tulos

!
T = 271'\/; (1.39)

eli heilurin jakso riippuu vain heilurin varren pituudesta. Suuremmilla kulmilla voidaan
integrandi kehittdi sarjaksi

1 1-3
(1—k25in2w)_1/2:1—|—§k2sin2w+ﬁk4sin4w+...,
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joten heilahdusjaksosta tulee maksimikulman (amplitudin) funktio
l K2 9k
T=2my|-(14+—+—F1+... 1.4

Huom. Tdmén laskun voi toki tehdd suoraan karteesisissa koordinaateissa, mutta
silloin muuttujia on koko ajan kaksi (x,y). Luvussa 3 tutustumme Lagrangen forma-
lismiin, missd johdonmukaisesti pyritd&n sidosehtojen avulla etsiméin mahdollisimman
ekonomista muuttujajoukkoa. Heilurissa tarvitaan vain yhtd muuttujaa (vaihekulma),
samoin seuraavassa luvussa késiteltdviasséd kahden kappaleen keskeisliikkeessé, missé ra-
dan vaihekulman ja etéisyyden vélilld on voimakentén ja liikemédramomentin maaraama
relaatio.

missé siis k = sin(6y/2).

1.5 Harjoituksia

1. (a) Heitetddn m-massaista kappaletta gravitaatiokentéssd g = —ge, alkunopeu-
della vy (vp, > 0). Maan pinnan taso valitaan zy-tasoksi. Olettaen ilmanvas-
tus merkityksettoméaksi laske lentoaika ja lakikorkeus, kun alkukorkeus on h
ja alkunopeuden ja xy-tason vélinen kulma on «. Johda yhtélo sille kulmalle
a, jolla kappale lentdd pisimmélle ldhtopaikasta, kun muut parametrit ovat
vakioita. Mikd on kulman arvo, kun h = 07

(b) Miesten kuulantyénnén (kuulan massa 7,26 kg) maailmanennitys on 23,12
m (Randy Barnes, 1990). Olettaen, ettd kuula on ennétystyénnossé lahtenyt
40 asteen kulmaan 2,3 m korkeudella maasta, laske kuulan ldhténopeuden
itseisarvo jattamalld ilmanvastus huomiotta.

(¢) Kuulantyontéjd S. Hotput tyonsi keviailld harjoitusleirilld (doping-testaajien
ulottumattomissa) ennétystuloksensa 21,80 m ja tuli myShemmin valituk-
si maansa olympiajoukkueeseen. Kesilld arvokisojen karsinnoissa Hotputin
tyontd jéai lukemiin 19,80 m, ja mies karsiutui finaalista. Arvioi kéytetyn
(kielletyn) lddkeaineen vaikutusta Hotputin lihaksiston tehoon olettamalla,
ettd kuulan alkukiihdytyksen aiheuttaa litkkeen suuntainen (40° vaakatasos-
ta ylospdin) vakioteholla 1,8 m:n matkan vaikuttava voima ja ettd muut suo-
ritustason vaihteluun vaikuttavat tekijét (esim. kiinniji&misen pelosta aiheu-
tuva stressi) voidaan jattda huomioimatta.

2. Ratkaise rata x(t) seuraavista differentiaaliyhtdl6istéd ja mieti, millaisia fysikaalisia
tilanteita ne kuvaavat. Kaikissa v = & ja x(0) = v(0) = 0.
(a) v = asinwt, missd a ja w ovat vakioita
(b) © = g — kv?, missi g ja k ovat vakioita

(¢) v =g — kx, missd g ja k ovat vakioita
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3. Heitetddn m-massainen kappale zy-tasosta lihtonopeudella vo = vpe, (vg > 0)
voimakenttisin F = —Fye */"e,, missi Fy, h > 0 ovat vakioita. Milli ehdolla
kappale palaa zy-tasoon? Miten tilanne muuttuu, jos kappaleeseen vaikuttaa liséiksi
nopeuteen verrannollinen viliainevastus?

4. Olkoon massapisteeseen vaikuttava voima
F = (2° + 3 + 2%)"(zi + yj + 2k),

missd n on kokonaisluku. Laske V x F. Onko voima konservatiivinen? Jos on, niin
médris sen potentiaali. Aiheuttaako joku n:n arvo tarvetta erityistarkasteluun?

5. Osoita, ettéd vain etdisyydesté riippuva keskeisvoima

on konservatiivinen. (Laske siis V x F.) Anna potentiaalienergian U (r) lauseke, ja
laske se tapauksessa f(r) = 1/r2.

6. Tarkastellaan tilannetta, jossa pieni litted kappale (massa m) liikkkuu kitkattomas-
ti pitkin kaltevaa tasoa (kaltevuuskulma «). Oletetaan, ettd kalteva taso on kiilan
muotoinen, sen massa on M ja se sijaitsee vaakasuoralla tasolla, eiké myoskédan
tason ja kiilan vélilla ole kitkaa. (Kun m-massainen kappale liukuu pitkin tasoa, se
siis tyontéé kiilaa taaksepéin.) Laske kédyttden Newtonin (ei siis luvussa 3 késitelté-
véd Lagrangen) mekaniikkaa, kuinka kauan kiilan huipulta (korkeus h) liukumaan
lahteviltd kappaleelta kuluu saavuttaa kiilan kérki eli alempi taso (korkeus 0).

Vihje: Voit ratkaista tdmén tarkastelemalla joko liikemé&&rén ja energian sdilymisté
tai ldhtien pelkasté liikemédran séilymisesté tekemélld koordinaatiston muunnos
inertiaalikoordinaatiston ja kiilan kiihtyvan koordinaatiston vélilla.

7. Kappale (massa m) liikkkuu viliaineessa, jonka aiheuttama vastusvoima on F =
—mk(v® 4 a?v), missi k ja a ovat positiivisia vakioita ja v on nopeus. Osoita, etti
kappale ei milléin alkunopeuden arvolla péise kuin korkeintaan matkan 7/(2ka)
etédisyydelle 1dhtopisteestién.

Vihje: Matemaattinen apuneuvo &/& = di/dz on téssd hyodyllinen.

8. Olkoon avaruusaluksen massa M ja sen poikkileikkauksen pinta-ala liikesuunnalle
kohtisuorassa tasossa A. Alus etenee alkunopeudella vye, moottorit sammutettuina
téhtienvilisen aineen tomupilveen (tomuhiukkaset levossa), jonka massatiheys on
p. Kaikki alukseen térmédviat hiukkaset takertuvat sen pintaan, mutta oletetaan
niiden vaikutus A:han hividvin pieneksi. Laske aluksen paikka x ja nopeus v = &
hetkelld t > 0.

9. Rakettiyhtélod (1.25) sovelletaan yleensd ajan mukana pieneneviidn massaan. Tar-
kastellaan tédssd k#dnteistd esimerkkid: Maassa kiepilld olevan ketjun massa pi-
tuusyksikkod kohti on p. Ketjun padhén kiinnitetty massa M heitetdédn ylospéin
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alkunopeudella vg. Osoita, ettd ketjun pdi saavuttaa korkeuden

2\ 1/3
h::ﬂll<1+;ﬂw°> —1].
I 2Mg

Tarkastellaan gravitaatiokentéissé g = —ge, vesisumussa putoavaa pallonmuotoista
vesipisaraa, johon putoamisen aikana kertyy lisédd massaa. Ongelma on itse asiassa
aika vaikea, mutta siihen péisee késiksi olettamalla, ettd pisaran sdde r on aluk-
si hyvin pieni ja kuvaamalla massan kertymisti lausekkeella 7 = Cmr?v. Johda
liikkeyht&lé muotoon

322
P+ =g, (1.41)
z

Tamé on ikédvasti epélineaarinen differentiaaliyhtélo, mutta sille 16ytyy erikois-
ratkaisu olettamalla, ettd pisaran kiihtyvyys Z = ~ = vakio. Osoita, ettd talld
oletuksella vesisumu vaimentaa kiithtyvyytta tekijalla 7 eli v = ¢/7.



Luku 2

Liike keskeisvoimakentissa

Keskeisvoimat ja keskeisliike ovat keskeinen osa klassista mekaniikkaa. Newton johti
mekaniikkansa suurelta osin selittdikseen taivaankappaleiden liikettd kuvailevat Keple-
rin lait. Planeettakunta on kuitenkin erittdin monimutkainen usean kappaleen mekaa-
ninen jarjestelmé ja taivaankappaleiden liikkeiden yksityiskohtainen laskeminen vaikut-
ti huomattavasti mekaniikan kehittymiseen tdssé kirjassa esitettdvaidn muotoon. Téna
paiviana keinotekoisten satelliittien ratojen tarkka laskeminen on térked osa avaruustoi-
mintaa. Toisaalta arviot maahan mahdollisesti torméavien Maahan torméaéavisté pienten
taivaankappaleiden radoista ja torméystodennékoisyyksistéd edellyttavit keskeisliikkeen
ja muutenkin modernin klassisen mekaniikan hyvééd osaamista. Myos klassinen sironta
keskeisvoimakentéssé késitellddn klassisen mekaniikan menetelmin.

2.1 Keskeisvoimat

Keskeisvoimat ovat yleisesti muotoa F = f(r)e,. Kaikkein térkein erikoistapaus on
f o< r72, joka kuvaa gravitaation lisiksi myos Coulombin vuorovaikutusta, joten klas-
sinen varattujen hiukkasten sironta (ns. Rutherfordin sironta) on mahdollista kisitelld
klassisesta mekaniikasta periytyvin menetelmin. Téssé esitettyd perusteellisempi siron-
takésittely 16ytyy mm. Goldsteinin oppikirjasta.

2.1.1 Kahden kappaleen ongelma

Ensimméisens approksimaationa keskeisliikkeestd voi pitdd planeetan rataa Auringon
ympéri. Tdmé on kuitenkin kahden kappaleen ongelma: massa mq, pisteessi ri ja massa
ma pisteessd ry (Kuva 2.1).

Merkitddn massojen vilistd etdisyysvektoria r = ro — ry. Systeemin massakeskipiste

on nyt

_ muri + mory (2.1)
miy+mg '

15
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Kuva 2.1: Kahden kappaleen ongelma.
Kappaleiden paikat voidaan méaarata jo-
ko massapisteiden paikkavektoreiden (r; ja
r9) tai massakeskipisteen paikkavektorin
(R) ja massapisteiden etéisyysvektorin (r)
avulla. Voimat Fio ja Fa1 ovat yhté suuret
mutta vastakkaissuuntaiset massoja yhdis-
tdvén janan suunnassa

Nyt mo vaikuttaa mi:een voimalla Fio ja m; puolestaan mo:een voimalla Fo; = —Fqs.

Kappaleiden liikeyhtélot ovat

mity = Fio (2.2)

mgi:g = F21 . (23)
Naistd ja massakeskipisteen mééritelmésta seuraa, etté
R = vakio (2.4)

eli massakeskipisteeseen voidaan kiinnittda inertiaalikoordinaatisto. Toisaalta mo¥y —
m1¥] = 2F9;. Kirjoittamalla

I'1:R—

saadaan tulos
r="Fo. (2.5)

Suuretta m = mimg/(mi+mg) kutsutaan redusoiduksi massaksi ja kahden kappaleen
liikkeyht&ld voidaan kirjoittaa ekvivalenttina yhden kappaleen liikeyhtdlond redusoidulle
massalle

Kyseinen voima on keskeisvoima
F21 = f(r)er . (27)

missé e, on r:n suuntainen yksikkovektori. Keskeisvoimakentté on sellainen kentté, jos-
sa voiman vaikutussuora kulkee kiintein pisteen kautta. Tdmé piste kannattaa yleenséi
valita origoksi. (Huom: Kuvassa 2.1 origo ei sijaitse massakeskipisteessé.)



2.1. KESKEISVOIMAT 17

2.1.2 Liike keskeisvoimakentissi

Olkoon F nyt lausekkeen (2.7) mukainen keskeisvoimakentti. Sille on helppo johtaa
johtaa nk. pintalause. Lasketaan ristitulo r x F

rxmi=f(r)rxe = 0 (2.8)
= %(r xmi) = 0 (2.9)

eli
L =r x mt = vakio. (2.10)

Koska litkemédramomentti siilyy, tapahtuu liike (ja kiihtyvyys) tasossa, joka on koh-
tisuorassa liikemaaramomenttivektoria vastaan. Siis litke keskeisvoimakentissi on aina
tasoliikettd (Kuva 2.2).

LA

m Kuva 2.2: Liike keskeisvoimakentéssi. Kes-
keisliikkeessé liikem&aaramomentti L on
vakio ja liike tapahtuu sille kohtisuorassa
tasossa.

Liikem&drdmomentti on itse asiassa verrannollinen nk. pintanopeuteen. Olkoon dA
pinta-ala, jonka vektori r pyyhkéisee ajassa dt, ja 6 r:n kiertokulma (piirrd kuva). T&llin

1
dA = %r sinfdr = §|r X dr| (2.11)
- dA 1 1

Siis vektori r pyyhkéisee saman pinta-alan samassa ajassa tapahtuipa se missé kes-
keisliikkeen vaiheessa tahansa. Tamé on itse asiassa toinen Keplerin planeettaliikkeesta
empiirisesti 10ytama lainalaisuus, johon palaamme pian.

Huom. Yll4 olevissa tuloksissa etéisyysriippuvuuden ei valttamétté tarvitse olla ska-
laari vaan ne pétevit myos muotoa f(r)e, oleville voimille. Jos voima kuitenkin on
muotoa f(r)e,, niin se on selvistikin konservatiivinen. Me olemme téssé yhteydessi
kiinnostuneita nimenomaan konservatiivisista voimista.

Tarkasteltaessa konservatiivisia keskeisvoimia pallokoordinaatisto (r, 6, ¢) on jarkeva
koordinaatiston valinta. Koska liike tiedetééin tasoliikkeeksi, kannattaa valita koordinaa-
tisto siten, ettd L on suunnassa # = 0, jolloin r = re, on sitd vastaan kohtisuorassa
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tasossa (zy-taso). Kyseessd on napakoordinaatisto, jonka yksikkévektorit kirjoitettuna
karteesisten yksikkoévektorien avulla ovat

e = cospe;tsinpey

e, = —sinpe;+cospey.

Yksikkovektorien aikaderivaatat saadaan aivan samoin kuin edellisen luvun matemaat-
tisen heilurin tapauksessa

d .
aer = (pe<p

d .
%ew = —(’Der.

Derivoidaan sitten paikkavektoria kaksi kertaa

r = re.+roe,
o= (-t e + (2ot rd)e,,
jonka jdlkeen saadaan keskeisliikkeen liitkeyht&lo (2.6) komponenteiksi
m(i —r¢?) = f(r) (2.13)
m(2r¢ +rp) = 0. (2.14)

Jalkimméisestd yhtélosti seuraa suoraan mr2yp = vakio. Témé vakio on juuri liikemés-
rdmomentin itseisarvo (.
Kirjoitetaan sitten mr2p = [ ja sijoitetaan yhtdloon (2.13). Tallsin
l2
mit — —= = f(r). (2.15)

mrs

Na&in on saatu erittdin hyodyllinen yksiulotteinen liikeyhtélo, jota tutkitaan ldhemmin
tuonnempana.

2.1.3 Liikeradan integrointi energiayhtilon avulla
Konservatiivisessa keskeisvoimakentisséd kokonaisenergia siilyy ja on muotoa

1
E=T+U = 5mi«2+U(r)

= %m(i“2 + 2% + U(r) (2.16)

1 N 12
= —mr
2 2mr?

+ U(r) = vakio.

Termis 12/2mr? kutsutaan usein keskipakopotentiaaliksi, silli sen negatiivinen derivaat-
ta r:n suhteen antaa kiihtyvyysefektin, jota puolestaan kutsutaan keskipakoisvoimaksi,
vaikka fysikaalinen voima itsessién osoittaakin kohti massakeskipistett.



2.1. KESKEISVOIMAT 19

Energiayhtilo voidaan nyt integroida sijoittamalla kaavaan (1.19) kokonaispotenti-
aaliksi efektiivinen potentiaali U(r) + [?/2mr? eli:

r d
t—toz,/";/ ! — (2.17)
"0 \/E—U

(r)

2mr?

Tamé antaa siis ajan paikan funktiona. Eli rata on ainakin periaatteessa ratkaistu. Kéy-
tdnndssé integrointi on usein tehtdva numeerisesti.

Radan muodon mé&aradmiseksi etsitddn koordinaattien r ja ¢ vélinen riippuvuus.
Derivoinnin ketjuséénto ja liikeméadrdmomentin séilymislaki antavat

dr_dr dﬁ_dr l

dt — dp dt  do mr?’

Sijoittamalla tdmé& energiayhtdloon saadaan

" dr
o — o = (2.18)
L s -] -

2.1.4 Ratojen luokittelu

Edella olleet integraalit ovat kédytdnnossd hyvin hankalia laskettaviksi suoraan ja eri-
laisille keskeisvoimille kannattaakin etsid omia erityismenetelmié ratojen laskemiseksi.
Tarkastellaan ensin millaisia ratoja ylipd&nsé on olemassa.

Liikkeen nopeuden 1 itseisarvo eli vauhti v saadaan kokonaisenergian siilymislaista

1
E=; mv? +U(r) = (2.19)

b= ,/%[E _U@)]. (2.20)

Nyt tdytyy muistaa, ettd v:ssé on mukana seké 7 ettd ¢ (esim. kaava 2.16)! Kirjoittamalla
radiaalinen liikeyhtdld, jossa ¢ on annettu lilkem&dramomentin [ avulla kuten edelld
l2
mi — —5 = f(r 2.21
= 1) (221)
meilld on sama yhtélo kuin tapauksessa, jossa tarkasteltaisiin yksiulotteista ongelmaa.
Nyt vain efektiivisend voimana on

l2

ff=r+ —3 (2.22)
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12/2mr?

Kuva 2.3: Efektiivinen po- r
tentiaali U’'(r) on todellisen
keskeispotentiaalin —k/r ja ==
keskipakopotentiaalin 12/2mr? | U’ -7
summa. Sen derivaatta r:n /

suhteen antaa efektiivisen 1- ;
ulotteisen voiman, jonka vai- !
kutuksen alaisena kappaleen , —k/r
etaisyys voimakeskipisteesta !
kehittyy. |

Voimassa f’ on siis mukana yksiulotteinen keskeisvoima ja kappaleen liikkeeseen liittyvi
keskipakovoima. Tat4 voimaa vastaava efektiivinen potentiaalienergia on

l?
U=U ) 2.23
+ 2mr? ( )
Tarkastellaan tastd esimerkkind muotoa
k

olevaa voimaa (Kuva 2.3). TAmé# on tietenkin myShemmin erityistarkasteluun tuleva
Keplerin liikkeen voimakenttd. Jos k& > 0, osoittaa voima kohti keskipistettd. Tamén

potentiaali on

k
U=—- 2.25
- (2.25)

ja téta vastaava efektiivinen potentiaali

k 12
/—_7
U= r+2mr2'

(2.26)

Koska E =T + U = im#? + U’ ja 7> > 0, liikke on mahdollista vain kun U’ < E
Koska U’ kasvaa rajatta, kun r — 0, kappale ei voi koskaan saavuttaa origoa (paitsi
erikoistapauksessa [ = 0; millainen rata tuolloin on kyseessd?). Toisaalta, jos E > 0,
kappale ei koskaan térméa potentiaalivalliin r:n kasvaessa, joten kappaleen rata on avoin.
Tulemme mydhemmin osoittamaan, ettd kyseessé on hyperbelirata. Jos E = 0, tilanne
on kvalitatiivisesti sama, mutta liikerata on paraabeli.



2.1. KESKEISVOIMAT 21

Jos taas kokonaisenergia on negatiivinen (£ < 0), niin liike on mahdollista siiné alu-
eessa, missi U’ < E. Tillainen liike tapahtuu kahden r-arvon méiriiméssi potentiaali-
kuopassa r; < r < ro, jossa liikerata on ellipsi, jonka toinen polttopiste on voimakeskipis-
te (tdmé tulee selvemméksi Keplerin litketté tarkasteltaessa). Etiisyydestéd rq kiytetdin
nimitystd periapsis (tai perisentri) ja etdisyydestd ro apoapsis (aposentri). Aurinkoa
kiertdvien kappaleiden tapauksessa puhutaan peri- ja aphelistd, Maata kiertdvien peri-
ja apogeosta.

Jos negatiivinen kokonaisenergia on tasan yhtd “suuri kuin efektiivisen potentiaalin
U’ minimi, on r vakio ja kyseessi on ympyriiliike. Ympyriliikettéd vastaavalle voimalle
ff=0el
12 9

r)=——7=—mr¢°. 2.27

f(r) 3 v (2.27)

Koska keskipakopotentiaali on etiisyyden funktiona muotoa 1/r2, ylls olevat tulokset

ovat kvalitatiivisesti samanlaisia kaikille attraktiivisille potentiaaleille, jotka pienenevét

hitaammin kuin 1/72, kun » — oo ja menevit negatiivisesti #irettomiksi hitaammin
kuin 1/7?, kun r — 0.

Tarkastellaan sitten esimerkkiné attraktiivista potentiaalia, joka on muotoa (piirra

kuva)
a

Ur) = —3 (2.28)
Nyt U’ — —oo, kun r — 0, U’:lla on &irellinen maksimi jollain etéisyydelld ja se menee
kohti nollaa suurilla r. Riittdvan suurella kokonaisenergialla kappale voi olla millé etéi-
syydelld tahansa. Jos E < U/ .., niin kappale voi olla potentiaaliloukussa pienilli r:n
arvoilla, jolloin se kulkee voimakeskipisteen kautta tai sitten suurilla r:n arvoilla radoilla,

jotka eivat pédse voimakeskipisteeseen, mutta ovat avoimia.

Sama tulos on voimassa my6s muotoa 1/r* oleville ja sitd nopeammin pieneneville
potentiaaleille. Siis keskeisliike voi vallan mainiosti kulkea voimakeskipisteen lapi.

Jatkossa erityisen térked potentiaali tulee olemaan muotoa
U(r) = —kr?. (2.29)

Kun k£ > 0, kappaleen liike on rajoitettu kaikilla positiivisilla kokonaisenergian arvoilla.
Kyseessé on tuttu ja jatkossa vieldkin tutummaksi tuleva harmoninen oskillaatio.

2.1.5 Liikeradan differentiaaliyhtilo

Edelld liikerata keskeisvoimakentéissé integroitiin kéyttden hyvéksi energian sdilymisla-
kia ja paddyttiin tulokseen (2.18). Usein on kuitenkin tarpeen tarkastella radan differen-
tiaaliyhtilod. Kirjoitetaan liikkemidramomentti muodossa I = mr2¢, jolloin

d I d

— = ——" 2.30
dt  mr2dy (2.30)
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Sijoittamalla tdmé radiaaliseen liikeyht&l66n (2.15) saadaan toisen kertaluvun differen-

tiaaliyht&lo
1d (1 dr 12
r2 dy (mr2 d(p) R fr)- (2:31)

Yhtilo yksinkertaistuu tekemilld téllaisissa laskuissa usein néppéré sijoitus u = 1/r ja
ilmaisemalla voima potentiaalin U avulla

d*u m d 1
— =—=—U(—-]. 2.32
dp? tu 12 du (u) (2:32)

Sama sijoitus on hyodyllinen myés tarkasteltaessa rataa ratkaistussa muodossa (2.18),
jolloin
/ u du
Y =% - .
v w [2mE  2mU 9
= ez

Téamé integraali voidaan suorittaa analyyttisesti vain tietyille potentiaalifunktioille. Nyt
on niin onnellisesti, ettd mekaniikassa tirkeimmét potentiaalit ovat muotoa U = ar™t1,
jolloin siis voimat ovat muotoa r™, missd n on joku pieni kokonaisluku, muttei kuitenkaan
—1. Té&llgin integraali on muotoa

(2.33)

“ du
=y — . (2.34)
w Vo + BuT" 4
Tapauksissa n = 1, —2, —3 integraali voidaan ilmaista trigonometristen funktioiden

avulla ja tapauksissa n = 5, 3, 0, —4, —5, —7 puolestaan elliptisten funktioiden avul-
la. Néin siis hankala integraali muuttuu integraalitaulukoiden selaamiseksi, tai nykyai-
kaisemmin matemaattisten valmisohjelmien pyorittdmiseksi tietokoneessa. Erikoisfunk-
tioista kiinnostuneiden kannattaa kuitenkin silméilld my6s hyvid taulukkokirjoja, silld
niistd 16ytyy my6s monia muita mielenkiintoisia erikoistapauksia ja kytkoksid erilaisten
matemaattisessa fysiikassa eteen tulevien funktioiden vélill4.

Meille jatkossa tdrkeimmét eksponentit ovat n = 1 ja n = —2, joista ensimméinen
antaa nk. Hooken lain ja on térkei lineaaristen harmonisten oskillaatioiden tapauksessa
ja jalkimmaéinen kuvaa Keplerin liiketta.

Esimerkki: Ympyriratojen stabiilisuus

Millaisille keskeisvoimakentille ympyriradat ovat stabiileja? Tamén selvittdmiseksi
tarkastellaan pienté hairiotd x ympyréaradan sdteeseen a eli r = x + a. Ympyréaradalla r
on vakio, joten radiaalinen liikeyhtélo yksinkertaistuu muotoon

l2
ma3

= f(a). (2.35)
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Hairityn radan liikeyht&lé on puolestaan
l2

mi — E(m +a)?=f(xr+a). (2.36)

Kehitetddn tdmén termit Taylorin sarjoiksi a:n ympéristéssa

ma’c’—<1—a+...>:f(a)+xf'(a)+..., (2.37)

missé pilkku kuvaa derivaattaa. Koska x < a ja (2.35) oletetaan hyviksi litkeradan
approksimaatioksi, voidaan liikeyhtlo kirjoittaa muodossa

mi — [3M + f’(a)] r=0. (2.38)
a

Jos nyt f(a) + (a/3)f'(a) > 0, x kasvaa eksponentiaalisesti eli rata ei ole stabiili. Jos

puolestaan f(a) + (a/3)f'(a) < 0, x oskilloi ja rata pysyy alkuperdisen ympyrén lihel-

14 eli on stabiili. Jos siis keskeisvoima on muotoa f(r) = —Cr™, missi C > 0, ehto

ympyraradan stabiilisuudelle on
—Ca" — %C’na”_l <0, (2.39)

miké on yhtapitdvad sen kanssa, ettd n > —3. Jilleen Hooken laki ja Keplerin liike kuu-
luvat tdhén joukkoon. Molemmille héiritty rata palaa ympyraksi myo6s toisen kertaluvun
héiricissé. Itse asiassa nk. Bertrandin teoreema sanoo, ettd ainoastaan Hooken ja
Keplerin potentiaaleissa on stabiileja suljettuja ratoja.

2.2 Keplerin liike

Perustuen Tyko Brahen (1546-1601) havaintoihin planeettojen liikkeesté Johannes Kepler
(1571-1630) (Kuva 2.4) péityi kolmeen empiiriseen lakiin, jotka hén julkaisi vuosina 1609
(kaksi ensimmaéistd) ja 1619 (kolmas). Ndaméd Keplerin lait ovat

1. Planeettojen radat ovat ellipseji, joiden toisessa polttopisteessd on Aurinko.

2. Auringosta planeettaan piirretty paikkavektori kiertai siten, ettd sen aikayksikossé
pyyhkéisemé pinta-ala (pintanopeus) on vakio.

3. Kiertoaikojen neliot suhtautuvat kuten isoakselien kuutiot.

Voidaan sanoa, ettd Newton kehitti mekaniikkansa paljolti selittdmé&&n juuri néita la-
keja. Koska planeettakunta on paljon monimutkaisempi systeemi kuin kahden kappaleen
ongelma, pysyi planeettaliikkeen yksityiskohtien selitt&minen vuosisatoja Newtonin me-
kaniikan oikeellisuuden tiarkeimpéné testind. Tadh&n liittyivdt mm. Uranuksen ja Neptu-
nuksen l6ytdminen. Planeettaliikkeell& oli tarkeé rooli myos yleisen suhteellisuusteorian
todentamisessa viime vuosisadan alussa.
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Kuva 2.4: Johannes
Kepler (1571-1630).

2.2.1 Newtonin painovoimalaki

Olemme edellé johtaneet keskeisvoimakentéissi liikkuvan kappaleen radan vaihekulman
ja etéisyyden vélisen relaation. Tasoliikkeessé radan voi ajatella muodostuvan kahdesta
oskilloivasta liikkeesté, toinen oskillaatio tapahtuu r:n suhteen ja toinen ¢:n suhteen.
Gravitaatiokentéissé toteutuvan radan ominaisuudet méédradvit itse asiassa painovoima-
lain muodon. Siis vain tietty painovoimalaki voi antaa Keplerin lait. Ja jos Keplerin
lait eivit ole tdsmaélleen oikeat, taytyy myos kdytdnnossé r:n potenssin poiketa hieman
kokonaislukuarvostaan.

Newton oli ilmeisesti 16ytdnyt oikean painovoimalain jo nuorena 1660-luvulla, mutta
ei ollut julkaissut sitd missédén. Tarina kertoo, ettd Edmond Halley, Robert Hooke ja
Sir Christopher Wren matkustivat vuonna 1684 Cambridgeen kysyméiddn Newtonilta,
millainen voima antaa Keplerin lait. Newton muisti tuolloin vanhan l6ytonsé, jonka
mukaan potentiaali olisi muotoa U = —k/r, muttei kyennyt johtamaan sitd valittomésti.
Ilmeisesti tdmén seurauksena hén lopulta kirjoitti suurteoksensa Principian, joka ilmestyi
1687.

Newtonin painovoimalain mukaan

e kahden kappaleen vélinen vetovoima on verrannollinen niiden massojen tuloon ja
kdantden verrannollinen niiden vélisen etéisyyden nelioon.

Pallosymmetristen massojen M ja m vélillad on siten voima

ﬂﬂz—Gme, (2.40)

r2

missé verrannollisuuskerroin, gravitaatiovakio, G on 6,6726 x 10~ Nm2kg=2 (SI-
yksikoissd). Téllainen voima saadaan tietenkin muotoa U = —k/r olevasta potentiaalis-
ta, missd k = GMm.
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asin aA@

)GD

JAS)

Kuva 2.5: Pallonkuori ja sen potentiaalin
laskemiseen liittyvéat suureet. Huom. Ku-
vassa piste m on merkitty pallonkuoren si-
sdpuolelle, mutta kuten tekstistd kay ilmi,
se voi olla my®6s sen ulkopuolella.

Tété jokaisen omassa ruumiissaan tuntemaa luonnonvakiota ei tunneta tdméan useam-
man numeron tarkkuudella. Se on itse asiassa kaikkein epétarkimmin tunnettu luonnon-
vakio. (Mietipéd miksi!)

Esimerkki: Pallonkuoren potentiaali

Vaikka pallonkuoren potentiaalienergian laskeminen on lukijalle oletettavasti tuttu jo
ennestadn, luonnostellaan téssi se kertauksen vuoksi.

Tarkastellaan Newtonin gravitaatiolain mukaista potentiaalia massapisteeseen m, jo-
ka sijaitsee z-akselilla etéisyydelld r origossa sijaitsevasta pallon keskipisteestd ja olkoon
pallon side a (Kuva 2.5). Kootaan pallonkuori ohuista renkaista z-akselin ympérilla,
siis kukin rengas sijaitsee vyohykkeessd 6 — 6 + A6, missd kulma 6 lasketaan z-akselin
suunnasta. Renkaan séde on siis asinf ja leveys aAf. Jokainen renkaan piste sijaitsee
etdisyydelld s massapisteestd m.

Kukin rengas tuottaa potentiaalienergiaan osuuden

GmAM

AU = (2.41)
s
Olkoot M ja As kuoren massa ja pinta-ala. T#ll6in renkaan massa on
AA (2masin 0)(aA0) 1.
AM = i M = tra? M = 5 sin OAOM (2.42)
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ja potentiaalienergia

AU = — %GmMS sinfA0 (2.43)
S

Integroidaan kaikkien renkaiden ylieli6: 0 — «

sin 8 dO

0 (2.44)

U= —1GmMS/
2 0

Tehd:isin integroimismuuttujan vaihto kiiyttéien kosinilausetta s? = a? + r2 — 2ar cos ¥,
josta saadaan differentioimalla

d d
252 — 2arsind = sinfdd = - ,
dé ar
joten potentiaaliksi tulee
GmM. 35
U=— 2 ds | (2.45)
2ar 5(0)

Emme ole mééritelleet, kummalla puolella pallonkuorta m sijaitsee. Jos se on ulko-
puolella (r > a), s(0) =r —a ja s(w) = r + a, jolloin
M M
go o Gmihs,,  GmM, (2.46)

2ar T

miké on sama tulos kuin jos pallonkuoren massa olisi kokonaan origossa.

Jos massapiste on puolestaan pallonkuoren sisipuolella (r < a), s(0) = a — r ja
s(m)=a+r ja
GmM; GmM;

U=- 2r = P vakio . (2.47)

2ar

Massapisteeseen vaikuttava voima saadaan néistd derivoimalla

GmM,
F:_aUer:{ —777:2 e, r>a

(2.48)
or 0 r<a

Siis jos tilannetta tarkastellaan pallonkuoren ulkopuolelta, voiman laskemiseksi voidaan
olettaa kaiken massan sijaitsevan pallon origossa. Toisaalta oltiinpa missd tahansa pal-
lonkuoren sisalld kuori ei aiheuta voimavaikutusta. Aivan sama lasku tehdiin elektro-
dynamiikassa laskettaessa varatun pallonkuoren potentiaalia varattuun hiukkaseen. Ja
johtopéaétokset ovat samat.

Esimerkki: Homogeenisen pallon gravitaatioenergia

Sovelletaan edella olevaa tulosta sitten homogeenisen pallon potentiaalienergian maaraé-
miseen. Olkoon pallon kokonaismassa M ja sdde a. Homogeenisuuden perusteella pallon
tiheys on tietenkin

_ M
P~ n/3)a®
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Kootaan pallo ohuista pallonkuorista r — r + Ar. Kuoren massa on Am = pAV =
pAmr2Ar. Kuoren sisipuolella oleva massa Ms(r) = (4/3)mpr? aiheuttaa Newtonin
gravitaatiolain mukaan kuoreen potentiaalin

GMgis(r)Am 16m2Gp*rt Ar

AU = — = — . 2.49
T 3 ( )

Integroidaan sitten kaikkien pallonkuorten yli origosta pinnalle

a 16m2Gp? @ 3GM?
U:/dU:—”/ ridr = — . (2.50)
0 3 0 5@

—U on siis pallon gravitaatioenergia. Tdmé& energia vapautuu, jos koko avaruuteen tasan
jakautunut massa M luhistuu a-séteiseksi palloksi.

Sijoittamalla tihin Maan side (Rp ~ 6,4 x 10°m) ja massa (Mg ~ 6 x 10**kg)
saadaan maapallon gravitaatioenergiaksi noin 2 x 1032 J. Jos gravitaatioenergia olisi
puolestaan tihden ainoa energialdhde, niin ne eivit kauan loistaisi. Auringon massa on
2 x 1030 kg, side 7 x 103 m ja siteilyteho 3,84 x 10%6 W. Lordi Kelvin arvioi jo vuonna
1862, ettd Auringon elinaika voisi olla tdmén perusteella ainoastaan noin 20 miljoonaa
vuotta. Han totesi tdmén olevan huomattavasti lyhyemmén kuin geologisten todisteiden
perusteella laskettu Maan ik, jonka jo tuolloin arvioitiin olevan suuruusluokkaa 300
miljoonaa vuotta. Ongelma selvisi lopullisesti vasta toisen maailmansodan alla kun Bethe
ja Critchfield selvittivat Auringon ytimessd toimivan fuusioreaktion yksityiskohdat.

2.2.2 Keplerin radan yleinen lauseke

Tarkastellaan sitten Keplerin liikkeen rataa eli keskeisliikettd potentiaalissa U = —k/r.
Kéytetédédn jilleen muuttujaa u = 1/r ja kirjoitetaan rata muodossa

(2.51)

. _/ \/QmE 2mku 5
—u

Téssé integraali kisitellain madrddméttoména integraalina ja ¢’ on alkuehdoista méi-
raytyva integroimisvakio. Integraalitaulukoista 16ytyy tulos

/ dx 1 < 8+ 2’yx> (2.52)
= arccos | ———— | , .
Vo4 pr+yx?2 VY Va
missé
q=p%—doy.
Nyt kertoimien arvot ovat
2mE 2mk
a=""2 g L g (2.53)

12 12
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Kulman lausekkeeksi tule

12w

/ mk
@ = —arccos | —2——| . (2.54)
2E1?
1+

mk?2

Ratkaisemalla téstd 1/r saadaan paikka vaihekulman funktiona

1 mk 2F2
-=—11 1 — ¢ . 2.
" B < + + "% cos(yp @)) (2.55)

Kirjoitetaan # = ¢ — ¢/, jolloin péaidytdén kartioleikkauksen parametrimuotoiseen
yht&loon.

p
= 2.56
"7 +ecosf ( )
missé € on kidyridn eksentrisyys
2FE1?
/
S A

Kuva 2.6: Kartioleikkaukset ovat
kéyrid, jotka saadaan kartion pin- mpvri
nan ja erisuuntaisten tasojen (ku- Z ) _P y _______________
van pisteviivat) leikkauksena. Jos
taso leikkaa kartiota siten, etté elliosi -
kéayra on suljettu, kartioleikkaus p‘ i

on ellipsi. Ympyré on ellipsin raja- _ -
tapaus, jossa taso on kohtisuorassa
kartion akselia vastaan. Avoimet
kéyrat ovat puolestaan hyperbe-
leja ja rajatapauksena ellipsiin
paraabelejé.

paraa—’/ | .
beli /,/ ; hyperbeli
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Eksentrisyyden arvot masraéavit eri kartioleikkaukset (Kuva 2.6):

e = 0 ympyra

0 < ¢ < 1 ellipsi
€ = 1 paraabeli
€ > 1 hyperbeli.

Téstd ndkee suoraan, etté kokonaisenergian E téytyy olla negatiivinen, jotta rata olisi
suljettu (ympyré tai ellipsi), mutta ei kuitenkaan niin negatiivinen, etti e olisi imagi-
naarinen.

Esimerkki: Pakonopeus

Milla nopeudella kappaleen pitda liikkua, jotta se pakenee toisen kappaleen painovoi-
makentésti eli milloin radasta tulee avoin? Tamé tapahtuu tietenkin, jos kappaleen ki-
neettinen energia on suurempi kuin potentiaalienergia. Rajanopeutta kutsutaan pako-
nopeudeksi ja se ratkeaa yhtélosta

1 5 GmM

- — 2.58
5 MY m— ( )

missid = mM/(m + M) on redusoitu massa. Siten

2G M
Ve = 2G(m + M) _ (2.59)
T
Koska pakeneva kappale on yleensé paljon kevyempi kuin emokappale (m < M), voidaan

pakenevan kappaleen massa jattda huomiotta.

2.2.3 Keplerin lait ratayhtilon avulla

Ensimmaéinen tulos ylla olevasta on tietenkin, ettd suljettu planeettarata on ellipsi, jonka
toisessa polttopisteessd on Aurinko, eli Keplerin ensimmaéinen laki.

Keplerin toinen laki eli planeetan pintanopeuden vakioisuus todettiin jo aiemmin,
mutta osoitetaan se myos seuraavasti. Pienelld aikavalilld dt kulma muuttuu dy verran,
mutta r voidaan pitéé vakiona. Pinta-alan muutos dA = (1/2)r(rdy) eli pintanopeus on

dA 1 odp 1

oz — — vakio. 2.
7 21" o 5 vakio (2.60)

Keplerin kolmannen lain johtamiseksi merkitéddn ellipsin isoakselin puolikasta a:lla ja
pikkuakselin puolikasta b:1ld. Nyt (piirré ellipsi ja totea tdma)

b2 2
—=— = b= Wa .
a mk v/mk
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Merkitéaén planeetan kiertoaikaa T':114. Yhdelld kierroksella paikkavektori pyyhkéisee ko-
ko ellipsin pinnan siis A = wab eli

T T
A = dtA = — =7mab = (2.61)
0 2m

2
T = Tmﬂab = or, /% ad/? . (2.62)

Tédmén mukaan planeettojen kiertoaikojen neliot suhtautuvat kuten isoakselin puolik-
kaan kuutiot (T2 ~ a?’). Esimerkiksi satelliitin kiertoaika maapallon ympaéri ei siis riipu
kierroksen pituudesta vaan yksinomaan radan perigeon ja apogeon vélisestd etédisyydes-
ta.

2.2.4 Laplace—Runge—Lenz-vektori

Keplerin liikkeessé on liikeméaédrdmomentin liséksi toinen séilyvé vektorisuure nk. Laplace—
Runge-Lenz-vektori. Tata kutsutaan usein pelkéiksi Rungen ja Lenzin vektoriksi, koska
Runge ja Lenz ottivat sen kéayttoon 1800-luvun lopulla. Vastaavan suureen olemassaolon
lienee ensimméisend huomannut jo Laplace ja myShemmin myos Hamilton.

-mke, pxL
p

Kuva 2.7: Laplace-Runge-Lenz-vektori ja sen suhde muihin ellipsirataa kuvaaviin suu-
reisiin.

Laplace-Runge-Lenz-vektori (Kuva 2.7) mééritelldén jalkiviisaasti

mkr

Ry=pxL- (2.63)
Osoitetaan, ettd Ry, on painovoimakentéssé liikevakio, yksinkertaisesti derivoimalla sitd

ajan suhteen

: k. mbi
Rp=pxL- vy 0
r

- (2.64)
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Nyt p = F = —(kr/r) ja L = mr x v. Suora lasku antaa tuloksen

R, =0. (2.65)

Laplace-Runge—Lenz-vektori on ratatasossa ja yhdensuuntainen periapsiksen ja voi-
makeskipisteen kautta kulkevan apsidiviivan kanssa osoittaen voimakeskipisteesti pe-
riapsiksen suuntaan. Ellipsiradalla Ry, on siis ellipsin isoakselin suuntainen.

Laplace-Runge—-Lenz-vektorin avulla voidaan myds muodostaa yhtdlo ratakéyrélle.
Lasketaan tulor- Ry,

r-Ry = r-pxL—mkr = (2.66)

rRpcosp = 1% —mkr, (2.67)

missd kulma ¢ on paikkavektorin ja Rp:n suunnan vilinen kulma. Ratkaistaan sitten

1/r kulman ¢ funktiona
1 mk Ry,

Téamé on tietenkin samaa muotoa kuin (2.55).

2.2.5 Riippumattomat liikevakiot ja rataelementit

Yleisesti liikkeeseen voi liittyéd yhtd monta riippumatonta liikevakioita kuin sen kuvaa-
miseen tarvitaan riippumattomia muuttujia. Kolmiulotteisessa avaruudessa néitd on 6
kpl (paikkavektorin ja liikem&drdn kolme komponenttia). Toisaalta Keplerin liikkeelle
olemme jo 16ytdneet yhteensd 7 liikevakiota (Rp:n ja L:n molempien kolme kompo-
nenttia sekéd E). Néistd mikaén ei kuitenkaan mééritd kappaleen paikkaa radalla, joten
tarvitaan vield yksi vakio méarddmésan esimerkiksi periapsiksen ohittamishetki tg, joten
vakioita on oikeastaan 8 kpl. Jéljella saa olla siis enintddn tp:n lisdksi 5 riippumatonta
litkkevakiota eli Ry :n, L:n ja E:n vilille taytyy 16ytai kaksi skalaariyhtdalod sitomaan osa
niiden komponenteista toisiinsa. Yksi selainen on tietenkin Rp:n L:n kohtisuoruusehto
Ry -L =0. Toinen saadaan lausekkeista (2.55) ja (2.68):

R? = m?k? + 2mEI?. (2.69)

Kuuden riippumattoman liikevakion avulla rata voidaan siis antaa yksikésitteisesti.
Taivaanmekaniikassa liikevakioista muodostetaan uusi riippumaton joukko suureita, joita
kutsutaan rataelementeiksi. Valinta voidaan tehdé usealla eri tavalla, kunhan pidetéén
huoli, ettd elementit ovat tosiaan lineaarisesti riippumattomia.
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Aurinkokunnan tapauksessa kiytetdin seuraavaa elementtijoukkoa:

isoakselin puolikas a — Kuten edella.

eksentrisyys e — Tété on edelld merkitty e:1la. a ja e maardavit siis yhdessé radan
muodon sen omassa ratatasossa.

inklinaatio i (tai ¢) — Tami on kulma, joka kertoo, kuinka paljon rata on kallel-
laan johonkin perustasoon nihden (téssé tapauksessa perustasona kiytetéddn Maan
ratatasoa eli ekliptikaa). Se on siis vektorin L ja perustason normaalin vélinen
kulma. Inklinaatio on valilld (0,7/2), jos kappale kiertdéd tavanomaiseen positii-
viseen kiertosuuntaan ja valilld (w/2,7), jos liike on péinvastaiseen suuntaan (eli
retrogradista).

nousevan solmun pituus 2 — Tamé kulma kertoo, missi kohdassa kappaleen
rata nousee perustason yldpuolelle. Se on tietenkin mitattava jostakin kiintedsté
kulmasta ldhtien. Planeettakunnan tapauksessa tdmé on nk. kevittasauspiste
T, joka sijaitsee Oinaan téhtikuviossa. () mitataan siitd vastapaivddn. Kulma mi-
tataan siis perustasossa. Yhdessé ¢ ja ) mé#rdaavit ratatason asennon.

perihelin argumentti w — Tdm& antaa perihelin suunnan mitattuna nousevan
solmun kohdalta pitkin ratatasoa liikkeen suuntaan. TAm& madraé siis isoakselin
orientaation ratatasossa.

periheliaika 7 — Jotta radan liséksi selvidisi kappaleen paikka radalla, tdytyy tie-
tenkin tietdd yksi aika, joksi valitaan perihelin ohittamisen aika. Miké tahansa
perihelin ohitus periaatteessa kelpaa, mutta ajaksi kannattaa valita tarkastelta-
van kierroksen perihelin ohitus, koska radassa todellisuudessa on héirititd, johtuen
muiden planeettojen vaikutuksista.

Kéaytannon laskuissa kéytetddn perihelin argumentin sijasta perihelin pituutta

w = ) 4+ w. Vaikka tdmé onkin vihéin hankala suure sen vuoksi, ettd sen osat mitataan
kahdessa eri tasossa, se on kiyttokelpoinen, koska pienten inklinaatioiden tapauksessa {2
on vaikea maarittai tarkasti. Jos ¢ = 0, 2:a ei edes voi méaaritella.

Kéytannon taivaanmekaniikkaan liittyy monia muitakin késitteité, joilla korvataan

joitakin tdmén joukon liikevakioita (esim. keskianomalia, keskilongitudi). Néihin voi tu-
tustua tahtitieteen perusoppikirjojen avulla.

Laplace-Runge-Lentz-vektorin suunta siilyy vain, jos voimakentts on muotoa 1/r2.

Mikali kentta poikkeaa tasté, ellipsin isoakselin suunta alkaa kiertéa eli periheli kiertyy
(prekessoi). Todellisuudessa planeettaliike ei ole kahden kappaleen ongelma vaan muiden
taivaankappaleiden liike tuo potentiaaliin korkeampaa kertalukua olevia héiriGtermejé ja
siten planeettojen perihelien kiertymiét ovat muutamia tuhansia kaarisekunteja sadassa
vuodessa. Palaamme asiaan myShemmin.
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Esimerkki

Edelld mainitun Bertrandin teoreeman mukaan muotoa f(r) = cr~2 olevan keskeisvoi-
makentéin lisiksi my6s voimakenttd f(r) = cr antaa stabiilin suljetun radan. Tillaista
rataa kutsutaan Hooken avaruusoskillaattoriksi. Kyseessd on soikea rata, jossa voi-
makeskipiste on iso- ja pikkuakselien leikkauspisteessé eiké se siten kuvaa esimerkiksi
planeettojen liikettd luonnossa.

2.2.6 *Sironta keskeisvoimakentissi

Tarkastellaan seuraavaksi sirontaa keskeisvoimakentéssa. Rajoitutaan muotoa U = —k/r
oleviin potentiaaleihin, jotka siis Newtonin painovoimalain lisdksi késittdviat esim. Cou-
lombin vuorovaikutuksen. Tarkasteluun tulevat siis edelld mainitut keskeisliikkeen hy-
perbeliradat, joiden kokonaisenergia on positiivinen ja eksentrisyys € > 1.

Tarkastellaan tasaista ja homogeenista hiukkassuihkua, jonka intensiteetti (eli suih-
kussa kulkeva hiukkasméérd poikkipinta-alayksikkod ja aikayksikkod kohti) on I. Kau-
kana voimakeskipisteesti (origosta) suihkun hiukkaset kulkevat suoraviivaista rataansa,
mutta ldhestyessédin origoa ne tuntevat joko attraktiivisen tai repulsiivisen voiman, jo-
ka muuttaa niiden kulkusuuntaa. Jatkaessaan matkaansa, ne viimein poistuvat voiman
vaikutuspiiristd ja kulkevat taas suoraviivaisesti, mutta nyt eri suuntaan kuin aluksi.
Kahden kappaleen tapauksessa rata on tarkkaan ottaen hyperbeli, joka alku- ja loppu-
tilanteessa ldahestyy asymptoottejaan. Hiukkasen sanotaan siroavan. Sirontapinta-ala
annettuun suuntaan, (), mééritelldsn

o (2) dO) = avaruuskulmaan df) aikayksikossé sironneiden hiukkasten méaéra . (2.70)

sisddntuleva intensiteetti

Suuretta o(€2) kutsutaan myos differentiaaliseksi sirontapinta-alaksi tai sironnan
differentiaaliseksi vaikutusalaksi. Sirontapinta-alalla on varsin loogisesti pinta-alan
yksikko.

% ..
0 , apsidi—
‘e, db L vilva
oo ® 1
. \
. b i

Kuva 2.8: Sironta keskeisvoimakentasta.
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Keskeisvoimakentéssé tilanne on tietysti symmetrinen suihkun alkuperéisen kulkusuun-
nan suuntaisen origon kautta kulkevan akselin suhteen siten, ettd o(€2) ei riipu kierto-
kulmasta akselin ympéri (Kuva 2.8). Tdmén sironta-akselin ja hiukkasen lopullisen
kulkusuunnan vilistd kulmaa kutsutaan sirontakulmaksi ja merkitdéin symbolilla ©.
Néin siis 0 = ¢(©). Symmetrian vuoksi tarkasteltava differentiaalinen avaruuskulma
voidaan valita sirontakulman méaérdémén kartion vaipan ympérille (piirrd kuva):

dQ) =27sinOdo . (2.71)

Jokaisen hiukkasen radan keskeisvoimakentéssd mé&driaéd sen energia ja litkem&dra-
momentti. Sirontatarkasteluissa lilkem&drdmomentti ilmaistaan tyypillisesti hiukkasen
energian ja ns. torméysparametrin, b, (engl. impact parameter) avulla. Torméys-
parametri on hiukkasen alkuperéisen kulkusuoran etéisyys sironta-akselista. Koska [ on
vakio, se voidaan laskea alkutilasta, jolloin

[ =|r x p| = mugb =bvV2mE. (2.72)

Téssd vg = |vp| ja vo on hiukkasen sironta-akselin suuntainen alkuperéinen nopeus.

Jos E ja b ovat vakioita, hiukkasen sirontakulma midriytyy yksikisitteisesti.! Ole-
tetaan vield, ettd vakioenergiassa jokaista b:n arvoa vastaa vain yksi ©:n arvo. Tuolloin
avaruuskulmaan d? aikayksikossé sironnut hiukkasmééra on sama kuin torméyspara-
metrivélilla (b, b 4 db) sisdén tulevien hiukkasten méérd aikayksikkod kohti

I27b|db] =10(©)27sin O |dO)|. (2.73)
Koska b = b(0, F), saadaan differentiaaliseksi sirontapinta-alaksi

b |db
o(®) = sin © ‘d@

(2.74)

Torméysparametrin ja sirontakulman vélinen lauseke saadaan suoraan jo integroi-
dusta radan lausekkeesta (2.55) (attraktiivinen voima)

1 mk
o= lT[l +ecos(p — ¢')]. (2.75)
Valitaan integroimisvakio ¢’ = 0, jolloin vaihekulma ¢ = 0 vastaa pieninti r:n ar-

voa (periapsis). Koska rata on symmetrinen apsidiviivan suhteen, sirontakulma saadaan
lausekkeesta
O =2¢p; —m, (2.76)

missd 1 > 7/2 saadaan ratayhtilostéd, kun 1/r — 0

1
cospL =~ (2.77)

T4dmi on totta vain klassisen mekaniikan puitteissa.
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Néin siis

) 1
sin 5 = Sin((pl — 7T/2) = — COS(QOl) = — =
5

S) 2EI?  2F
cot — = \/52—1:\/—l:—b
2 mk? k

josta saadaan tarvittava yhteys torméysparametrin ja sirontakulman vilille
b= — cot —. (2.78)

Téssé on k korvattu itseisarvollaan, jolloin lauseke pétee myos repulsiivisen voiman ta-
pauksessa (osoital). Lopulta differentiaalisen sirontapinta-alan lausekkeeksi saadaan

1/ k\> ,©
=—| == —. 2.
o(09) 1 <2E> csc” 5 (2.79)
Soveltamalla tété lauseketta Coulombin vuorovaikutukseen, jolloin k = —qq’/(4mep),

missi ¢ ja ¢ ovat torméivien hiukkasten varaukset ja €y tyhjion sihkoinen permittiivi-
syys, saadaan kuuluisa Rutherfordin sirontapinta-alan lauseke. Ernest Rutherford
(1871-1937) johti sen kuvaamaan a-hiukkasten sirontaa massiivisesta pisteméisesté vara-
tusta kohtiosta. Rutherfordin laboratoriossa tyoskennelleet Hans Geiger ja Ernest Mars-
den olivat vuodesta 1909 alkaen tehneet kokeita, joissa tutkittiin a-hiukkasten sirontaa
ohuesta kultakalvosta. Tuona aikana kéytossé olleen Thompsonin mallin mukaan atomit
koostuvat koko atomitilavuuden kattavasta positiivisesta varauspilvestd, johon elektro-
nit on siroteltu kuin rusinat pullaan. Téllaisen atomin ldpi kulkiessaan a-hiukkasen ei
pitéisi koskaan sirota kulmaan, joka olisi suurempi kuin pari asteen sadasosaa. Geige-
rin ja Marsdenin kokeissa kuitenkin nahtiin sirontaa, joka ulottui yli 90 asteen siron-
takulmiin. Atomiydin oli 16ytynyt, silli Rutherford selitti kokeet uudella mallilla, jossa
positiivinen varaus (ja massa) oli keskittynyt pieneen ytimeen, jota elektronit kiersivit
planeettaliikkeen tapaan.

Huomattakoon vield, ettd kvanttimekaniikassa saadaan tdsmélleen sama tulos Cou-
lombin sironnan vaikutusalalle kuin klassisessa tarkastelussa, joten Rutherfordin yhté-
16n tarkka vastaavuus Geigerin ja Marsdenin kokeiden kanssa ei ole yllédtys. Muutamia
vuosia mychemmin tehdyissé kokeissa havaittiin kuitenkin poikkeamia Rutherfordin vai-
kutusalasta. Kun kultakalvo korvattiin alumiinilla, kaikkein suurimpiin kulmiin ei enda
sironnutkaan yhtd paljon hiukkasia kuin teoria ennusti. Tdmé&n Rutherford tulkitsi té-
mén aivan oikein siten, ettd oli péasty rajalle, jossa a-hiukkanen ei endid ndhnytk&in
pistemaéisté ydinvarausta. Néin saatiin ensimmaéiset arviot atomiydinten koolle.

Atomifysiikassa my6s ns. kokonaisvaikutusalan kisite on térkeé. Sironnalle se tar-
koittaa sirontojen kokonaisméairié aikayksikossé jaettuna sisdéin tulevalla intensiteetilla

or = Aﬂ o(2)dQ = 27r/0 0(0)sin® do . (2.80)
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Huomataan heti, ettd Rutherfordin sironnassa op — oo, joka on helppo ymmértéa.
Olemme tarkastelleet pitkdn kantaman vuorovaikutusta, ja jokainen siséén tuleva hiuk-
kanen siroaa ainakin hieman. Klassisessa mekaniikassa &érellisen kokonaisvaikutusalan
voi antaa vain potentiaali, joka hévidd darelliselld etdisyydelld origosta. Ytimen ja sité
ympérdivéin elektroniverhon potentiaali on likimain téllainen.

Kvanttimekaniikassa saadaan dérellinen vaikutusala potentiaaleille, jotka pienenevét
suurilla et#isyyksilli nopeammin kuin 1/72. Téllaisia ovat juuri ydinvoimat, joita kuva-
taan niin kutsutulla Yukawan potentiaalilla, joka on muotoa

Ur) = —g*S—, (2.81)

missé g on vuorovaikutuksen vahvuutta kuvaava kytkentdparametri ja m on vuorovaiku-
tusta vélittdvin hiukkasen massa (ilmaistuna kvanttifyysikoiden rakastamassa yksikko-
jarjestelmissi, jossa massan ja etdisyyden yksikot ovat toistensa kddnteislukuja). Massal-
linen vuorovaikutus tuo siis mukanaan varjostustekijan e™"", joka suurilla etdisyyksilla
pienenee nopeammin kuin mik&&n r:n negatiivinen potenssi ja pitdd kokonaisvaikutusa-
lan &dérellisena.

Massattoman vuorovaikutuksen kuten Coulombin voiman tapauksessa Yukawan po-
tentiaali redusoituu Coulombin potentiaaliksi o< 1/r. Plasmafysiikassa, jossa tutkitaan
vapaiden elektronien ja ionien muodostamaa kaasua, vuorovaikutus on juuri Coulom-
bin potentiaali. T&lloin kuitenkin kokonaisvaikutusala pysyy é&érellisené, koska vapaat
varaukset kertyvit toistensa ympaérille siten, ettd minké tahansa yksittadisen torméys-
kohteen potentiaali varjostuu nk. Debyen potentiaaliksi

Ulr) = - exp (—J) (2.82)

- 47T607“ D

misséd gr on torméyskohteen varaus. Varjostusparametria Ap kutsutaan Debyen pituu-
deksi.

2.3 Useamman kappaleen ongelmat

Kahden kappaleen ongelma on monimutkaisin systeemi, jolle tunnetaan téaydellinen rat-
kaisu. Liikeyhtélon kirjoittaminen kullekin kappaleelle N:n kappaleen systeemisséd on
tietenkin triviaalia. Kappaleen ¢ liikeyhtdlo on

. Gmimj(ri — I'j)
mift; = - P (2.83)
j#i J

Siis kappaleeseen ¢ vaikuttavat kaikkien muiden kappaleiden vetovoimat. Témén yhtalon
integroiminen onkin sitten kaikkea muuta kuin triviaalia.
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2.3.1 Planeettaliike

Aurinkokunta edustaa tapausta, jossa yhden kappaleen vetovoima on paljon suurempi
kuin muiden. T#lloin kutakin planeettaa voidaan késitelld kahden kappaleen (planeetta —
Aurinko) tapauksena ja korjata nditd muiden planeettojen aiheuttamilla hairiilld. Tata
varten kehitettiin monenlaisia sarjakehitelmid 1700- ja 1800-luvuilla. Varsinkin Pierre
Simon Laplace (1749-1827) kunnostautui téssé tehtdvéssa.

Laplacen aikalainen William Herschel (1738-1822) 16ysi vuonna 1781 Uranuksen téy-
sin sattumalta ja oletti ensin, ettd kyseessé oli komeetta. Ratalaskujen perusteella osoit-
tautui kuitenkin, ettd Uranus on ennestééin tuntematon planeetta. Planeettojen radoista
16ydettyjen héirididen avulla ennustettiin ensin Neptunuksen ja sitten Pluton olemassao-
lo ja laskettiinpa paikatkin, misté niitd kannatti etsid. Neptunus l6ytyi lopulta vuonna
1846 mutta Pluto vasta 1930.

1800-luvulla pohdittiin paljon ongelmaa, onko Newtonin gravitaatioteoria ratkaista-
vissa tédydellisesti. Sindnséhin Newtonin liikeyhtélostad voi annetuista alkuehdoista 1ah-
tien laskea planeettojen paikat kuinka pitkille hyvénsé, kunhan (pisteméiset) kappaleet
eivat torméé toisiinsa. Suomalainen Karl Frithiof Sundman (1873-1949) osoitti ensim-
maéisend 1912, ettd kolmen kappaleen ongelmalla on yksiké&sitteinen ratkaisu, jossa kap-
paleiden paikat voidaan antaa t!/3:n suppenevina potenssisarjoina, kunhan systeemin
kokonaisliikem#irimomentti eroaa nollasta.? Sundmanin ratkaisu on kuitenkin &irim-
maéisen hitaasti suppeneva eiké siten tarjoa kéytdnnollistd menetelméd ratojen lasken-
taan.

Jo ennen Sundmanin ratkaisun 18ytymisté Jules Henri Poincaré (1854-1919) kuiten-
kin osoitti 1890-luvun alussa, ettd jo kolmen kappaleen ongelman ratkaisu on erittéin
riippuvainen alkuehdoista ja pienikin virhe alkuehdoissa voi johtaa jossain vaiheessa suu-
reen virheeseen olipa laskumenetelmé kuinka tarkka tahansa.? Han tuli itse asiassa kek-
sineeksi uuden mekaniikan sivuhaaran, kaoottisen dynamiikan. Keksint6 jéi pitkéksi
aikaa fysiikan tutkimuksen sivuraiteille, kunnes 1960-luvulla kaoottisiin ilmi6ihin alettiin
jalleen kiinnittéd kasvavaa huomiota. Tutustumme kaaosteorian alkeisiin luvussa 8.

2.3.2 *Kolmen kappaleen ongelma

Tarkastellaan hieman tarkemmin yleistd kolmen kappaleen ongelmaa, jossa massat mq,

mg ja mg ovat pisteissi ri, ro ja rg. Talloin esimerkiksi massan mq kiithtyvyys on
ry —1r ry —r;

.I:1 = —G’I’)’LQ Gm (2.84)

ey =B ey —raf

ja samoin muille massoille. Merkitsemélld massojen vélisid etdisyyksid vektoreilla s; =
r; —rj saadaan yhtélo (piirrd kuva)

S1 + 89 +S3 = 0. (285)

2Sundman sai tutkimuksistaan Ranskan kuninkaallisen tiedeakatemian palkinnon pariinkin otteeseen.
3Poincaré sai tutkimuksestaan puolestaan Norjan kuninkaan Oscar II:n palkinnon.
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Naiiden vektoreiden avulla voidaan kaikkien kappaleiden liikeyhtélot kirjoittaa muodossa

8 = —mGo +mG, (2.86)

(2

missd m = m1 + meo + ms ja vektori G on

S S S
G:G<$+§+§>. (2.87)

1 S22 53

Télle yhtéloryhmaélle ei ole yleisid ratkaisuja, mutta joitain erikoistapauksia osataan rat-
kaista.

Leonhard Euler (1707-1783) ratkaisi tapauksen, jossa massa mq pysyy koko ajan mas-
soja my ja mg yhdistdvalld suoralla niiden vilissd. Suora tosin kiertyy liikkeen mukana.
Talloin kaikki vektorit r;, s; ja G ovat yhdensuuntaisia ja kaikilla radoilla on yhteinen
polttopiste ja yhteinen periodi.

Toinen erikoisratkaisu on tapaus, jossa G = 0. Talloin liikeyhtéloiden vélinen kyt-
kentd katoaa ja litkeyhtélot palautuvat tavalliseen Keplerin ongelmaan

8 = —mG== . (2.88)

Massat ovat jélleen elliptisilla radoilla, joilla on yhteinen polttopiste ja sama periodi.
Nyt ne kuitenkin sijaitsevat koko liikkeen ajan tasasivuisen kolmion kérjissd. Kolmio
puolestaan kiertyy ja muuttaa kokoaan liikkeen aikana.

Huom. Molemmissa tapauksissa kappaleiden periodit ovat yhté suuria vaikka isoak-
selien pituudet ovatkin erisuuria. Edes tapauksessa G = 0 ei kyse ole kahden kappaleen
ongelmasta.

2.3.3 *Rajoitettu kolmen kappaleen ongelma

Térked erikoistapaus on rajoitettu kolmen kappaleen ongelma. Ongelmassa on kaksi
massiivista kappaletta, jotka kiertdvét toisiaan ympyraradoilla. Kolmas kappale liikkuu
samassa tasossa suurten kappaleiden kanssa, mutta se oletetaan niin pieneksi ettéd sen
massa voidaan jattda huomiotta. Massattomaksi oletettu kappale ei siten héiritse kahden
suuremman kappaleen liikettd ja niiden radat lasketaan kahden kappaleen ongelmana
kuten edelld on esitetty.

Rajoitettuun kolmen kappaleen ongelmaan liittyvéit nk. Lagrangen pisteet, joilla
on se ominaisuus, ettd niihin sijoitettu ongelman pienin kappale pysyy samassa asemas-
sa molempiin muihin kappaleisiin verrattuna. Asian havainnollistamiseksi tarkastellaan
Aurinko-Maa-jérjestelméd. Lagrangen pisteitd on kaikkiaan viisi. Niistd kolme on Au-
rinkoa ja Maata yhdistévilla suoralla, yksi niiden vilissd (L1), yksi Maan takana (L2)
ja yksi Maasta ndhden Auringon takana (L3). Loput kaksi (L4 ja L5) sijaitsevat Maan
kiertoradalla Auringon ympéri toinen 60° Maan edellé, toinen 60° jiljessa.
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Maa—Kuu—avaruusalus tai Maa—Aurinko—avaruusalus ovat hyvid esimerkkeji rajoite-
tusta kolmen kappaleen liikkeestd. Lagrangen pisteilld onkin térkeé rooli tiettyjen ava-
ruuslentojen toteuttamisessa. Esimerkiksi ESA:n ja NASA:n Aurinkoa tutkiva SOHO-
alus on sijoitettu kiertdméidn Maan ja Auringon vélissi olevaa Lagrangen pistetta L1 ja
on siten jatkuvasti Maan ja Auringon vilissd radalla, joka Maasta katsoen muodostaa
halon Auringon ympérilla. Moniin tahtitieteen havaintoihin soveltuu puolestaan Maan
takapuolella oleva Lagrangen piste L2, jota kiertdd esimerkiksi kosmista taustaséteilya
mittaava ESA:n Planck-alus. Haloradat nédiden pisteiden ympéri ovat stabiileja ratoja
sivusuunnassa, mutta Aurinko—Maa-akselin suuntaan alukset on pidettdva aktiivisesti
oikealla etédisyydelld. Toinen térked esimerkki ovat nk. troijalaiset asteroidit. Kysees-
sd ovat paikalliset asteroiditihentymét Aurinko—Jupiter-systeemin L4- ja L5-pisteiden
ympéaristossé.

Aurinko-Maa—-Kuu-jérjestelmé ei ole yhté yksinkertainen kuin rajoitettu kolmen kap-
paleen ongelma, silld Kuu on sen verran massiivinen kappale, ettd sen gravitaatiopoten-
tiaali aiheuttaa héirion Auringon potentiaaliin Maan etdisyydell&.

2.4 Harjoituksia

1. Tarkastellaan hiukkasta (massa m) keskeispotentiaalissa U(r) = —k/r%, missi k
on positiivinen vakio. Piirrd kuva efektiivisestd potentiaalista U’(r) = ?/(2mr?) +
U(r) ja selvitd millaisilla radoilla (vapaa / avoin / rajoitettu / ympyrérata) hiuk-
kanen on kokonaisenergian E eri arvoilla, kun

(a) I > V2mk
(b) I < V2mk
(¢) I =+2mk

2. Hiukkanen liikkuu keskeispotentiaalissa ympyrérataa, joka kulkee voimakeskuksen

kautta. Osoita, ettd potentiaali on muotoa U oc r~4.

3. Massapiste liikkuu keskeispotentiaalissa

Ulr)=——e "

,
missé k ja a ovat positiivisia vakioita. (Piirrd kuva potentiaalista.)

(a) Maardé litkkkeen litkemddramomentti, kun rata on R-séteinen ympyré.

(b) Tarkastele pienid radiaalisia viridhtelyjd ympyriaradan suhteen, ja méarita mil-
loin ympyrérata on stabiili.

(c) Madrita stabiilien vardhtelyjen periodi.

T&mé on kvanttimekaniikassa tiarked Yukawan potentiaali.
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. Oletetaan, ettd Keplerin lait ja Newtonin mekaniikka pitédvét paikkansa. Olete-

taan liséksi, ettd planeettaliikettd yllapitdva voima on Newtonin painovoimalain

muotoinen
GmM

r2
Osoita, etté kerroin G ei voi riippua planeetan massasta.

F=—

er.

. Tarkastellaan Keplerin liikettd (U = —k/r; k > 0) paraabeliradalla. Mikéd on
talloin kappaleen kokonaisenergia E?7 Johda radalle yhtalot
3l
— 32 £ 3a(r — a) /2 P2
(r—a)’*+3a(r —a) 5 & | ol
3P [ [ Y
tan 5 + 3tan 5 = 5.0 (t—to),

missi a = [?/(2mk) ja to on hetki, jolloin rata on lihinn# voimakeskusta.

. Laske seuraavien Aurinkoa kiertdvien Keplerin ratojen eksentrisyys ja kiertoaika

(Maan radan isoakselin puolikas = 1 AU = 1,496 x 10! m ja Maan kiertoaika =
365,25 d)

(a) perihelietdisyys 1,5 AU ja aphelietdisyys 2,5 AU
(b) aphelietiisyys 1,8 AU ja ratanopeus aphelissd 15 km/s

. Avaruusluotain on ammuttu Maasta ns. parkkiradalle, joka on ympyrirata (sédde

7000 km). Kuinka suuri nopeuden muutos (eli ns. “delta-v”) tarvitaan saattamaan
avaruusalus

(a) ulos Maan painovoimakentésti

(b) téstd edelleen ulos aurinkokunnasta

Muista, ettd Maa kiertdd Aurinkoa melkoisella ratanopeudella!

. Euroopan avaruusjirjeston ESA:n ja Yhdysvaltain ilmailu- ja avaruushallinnon

NASA:n yhteinen avaruusluotain Ulysses lihetettiin Maasta 6.10.1990 tutkimaan
Auringon ja sen kaasukehén napa-alueiden ominaisuuksia. Luotain kéytti hyvék-
seen Jupiterin painovoimakenttéé pyrkiessédn radalle, joka olisi lihes kohtisuoras-
sa ekliptikaa (planeettojen ratatasoa) vastaan. Helmikuussa 1992 luotain “sirosi”
Jupiterin painovoimakentéssi ja joutui elliptiselle polaariradalle Auringon ympéri.
Laske aluksen vauhti Jupiterin suhteen ennen sirontaa, kun aluksen perihelietéisyys
sirontaa seuraavalla ellipsiradalla Auringon ympéri on 1,3 AU. Jupiterin etéisyys
Auringosta on 5,2 AU ja Auringon massa 2,0 x 1030 kg. Voit olettaa Jupiterin
painovoimakentén “koon” Jupiterin etdisyyden suhteen pieneksi. (Aluksen radan
inklinaatio on noin ¢ = 80°, mutta voit approksimoida tilannetta olettamalla, etta
sirontakulma on 90°.)

. Selitd maallikolle, kuinka on mahdollista, etté L2-piste sijaitsee Maan kiertoradan

ulkopuolella.



Luku 3

Lagrangen mekaniikka

Lahdetédén sitten opiskelemaan abstraktimpaa mutta samalla tehokkaampaa mekanii-
kan formalismia, jonka taustalla on kaksi suurta matemaatikkoa Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) ja Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) (Kuva 3.1). Emme tee téssi
emmekd jatkossakaan mitdéan, miké ei sindnsé ratkeaisi ratkaisemalla Newtonin liikeyhté-
16 ottaen huomioon kaikki tarkasteltavaan systeemiin vaikuttavat voimat ja sidosehdot.
Joskus téllainen tie on jopa ainoa vaihtoehto. Mutta silloin, kun tarkasteltava systee-
mi voidaan pukea Lagrangen formalismiin, hyvinkin monimutkaiset ongelmat saattavat
ratketa ndppéristi. Langrangen ja Hamiltonin formalismeilla on my0s térked osa siirryt-
tdessd mekaniikasta kvanttimekaniikkaan, samoin niistd on suurta hyotyé tarkasteltaessa
monia termodynamiikan ja statistisen fysiikan ongelmia.

Kuva 3.1: Joseph-Louis Lagrange (vas., 1736-1813) ja Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865).

41
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3.1 Systeemin vapausasteet ja sidokset

Yksittdisen massapisteen tila tunnetaan tédydellisesti ajan hetkelld ¢, kun tiedetddn sen
paikka ja nopeus. Kolmiulotteisessa avaruudessa massapisteelld on kolme riippumatonta
paikkakoordinaattia ja kolme riippumatonta nopeusvektorin komponenttia. Riippumat-
tomien paikkakoordinaattien lukuméériaé kutsutaan systeemin vapausasteiksi.

Jos tarkastellaan /V:n massapisteen mekaanista systeemié, jonka osaset pystyvét liik-
kumaan vapaasti, on kyseessd 3N vapausasteen systeemi. Téllaisen systeemin téaydelli-
seen kuvaamiseen tarvitaan 3NN koordinaattia ja 3N nopeuskomponenttia. Systeemin
lilkkeen kuvailuun Newtonin mekaniikassa tarvitaan 3N toisen asteen differentiaaliyh-
tialod. Esimerkiksi tavallisessa tuolissa on noin 1024 atomia. Jos mikééin ei rajoittaisi
tuolin atomien liikett&, tuolin liiketilan tarkastelu olisi aika ty&lés tehtévé. Jos kuitenkin
tyydytdian tarkastelemaan tuolia jiykk&ni kappaleena, jaykkyys tuo erittdin suuren
madrian sidosehtoja. Itse asiassa tuolin paikantamiseen tarvitaan vain 3 koordinaattia
(esim. massakeskipisteen paikan ilmaisemiseen) ja lisiksi 3 koordinaattia tuolin asennon
méaarittdmiseen. Yleisesti jaykkien kappaleiden liiketilan ilmaisuun tarvitaan enintéin
ndmé kuusi koordinaattia. Jos tuolin oletetaan liséiksi seisovan pystyssd lattialla, tAmé&
sidosehto rajaa pois yhden paikkakoordinaatin ja tuolin asento voidaan antaa yhden
kulman avulla. Eli jaljelld on endéd kolme vapausastetta.

Ensimmaéisen luvun lopussa ollut heiluri oli esimerkki 3-ulotteisesta systeemisté, jota
rajoitti tasoliike (—1 vapausaste) ja kiinte# varren pituus (—1 vapausaste), joten liike voi-
tiin kuvailla tdydellisesti yhdelle muuttujalle kirjoitetulla liikeyhtalolld, kunhan liikkeen
alkutila on annettu.

Sidosehdot kuvataan Newtonin mekaniikassa sidosvoimien avulla. Esimerkkiné ol-
koon vaikka kaltevalla tasolla liukuva palikka. Systeemiin vaikuttavat voimat ovat gravi-
taatio, joka osoittaa suoraan alaspéin ja sidosvoima, joka osoittaa kohtisuoraan kappa-
leen liikettd vastaan, estéen sitid tyontymistéd kaltevan tason siséén (piirrd kuva). Myos
matemaattisen heilurin tapauksessa sidosvoima oli kohtisuorassa liikettd vastaan pitéden
heilurin paan koko ajan samalla etédisyydelld ripustuspisteesté. Téssé ilmeneekin tAmén-
kaltaisten sidosvoimien tédrked ominaisuus: ne eivit tee tyota eli

/F(S) dr=0. (3.1)

Téllainen sidosvoima muuttaa siis kappaleen liiketilaa siten, ettei kappaleen energia siité
muutu. On toki olemassa myo6s tyota tekevid sidoksia, kuten kitkavoimat. Niitd taytyy
tarkastella kuten muitakin kappaleen kokonaisenergiaan vaikuttavia voimia.

Sidoksia on useita eri tyyppeji. Tarkastellaan IV:n hiukkasen systeemié. Jos systeemin
liikettd rajaavat ehdot voidaan kirjoittaa muodossa

fj(r(l),r(2),...,r(N),t) =0 (3.2)



3.2. YLEISTETYT KOORDINAATIT 43

kyseessi ovat holonomiset sidokset!. Kiinte# kappale on hyvé esimerkki holonomisista
sidoksista: kappaleen kahden pisteen vélinen etéisyys séilyy vakiona eli

Muita sidoksia kutsutaan ei-holonomisiksi. Jos sidosehdossa aika ei ole eksplisiittisesti
mukana, on kyseessé skleronominen sidos, muussa tapauksessa sidos on reonominen.
(HT: Mieti yksinkertaisia esimerkkejé kustakin sidostyypista.)

Yleisesti ottaen holonomiset sidokset voidaan késitelld kohtuullisen helposti kun taas
ei-holonomiset sidokset ovat yleensd paljon hankalampia. Esimerkkeind tédstd kiyvét
vaikka massapisteen liike tasolla (holonominen, muotoa f = 0) ja liike tason yldpuo-
lella (ei-holonominen, muotoa f > 0).

3.2 Yleistetyt koordinaatit

Massapistemekaniikan peruskoordinaatit ovat paikkavektorin kolme koordinaattia, joilla
kaikilla on pituuden dimensio (SI-yksikkond metri). Niiden aikaderivaatat ovat nopeuksia
(ms~1). Toisaalta olemme jo oppineet, ettéd myos kulma (aste, radiaani) on hyvé koor-
dinaatti ja sen muutosnopeudella on puolestaan yksikkoni °s~! tai rads~'. Lagrangen
mekaniikassa kiytetdédn yleistettyja koordinaatteja, jotka voivat olla tuttuja paikka-
tai kulmamuuttujia, mutta ne saattavat olla myts monimutkaisempia fysikaalisista suu-
reista muodostettuja muuttujia, kunhan ne vain ovat keskenéén riippumattomia ja kuvai-
levat systeemin tiydellisesti?. Millaisiin koordinaatteihin joudutaan, riippuu olennaisesti
sidosten luonteesta.

Jos meilld on n kappaletta “tavallisia” koordinaatteja ja k holonomista sidosta, systee-
mid kuvaamaan tarvitaan n — k kpl yleistettyja koordinaatteja, joita merkitdan joukolla
{¢;}. Koordinaattien viliset muunnokset, esim.

Ty = xl(q17Q27"->Qn—k‘at)
ro = 2(q1,92, -, Gn—kst)
r3 = x3(q1,92,- -, Gn—kst)
zi = %i(q1,q2,- - qn—k,1t)

'Kaikki yht#lén (3.2) muotoiset sidokset eivit tarkkaan ottaen ole holonomisia. Esim. f(z,y,z) =
|z| — z antaa ei-holonomisen sidoksen (mink#?). Holonomisen sidosehdon tdytyy pudottaa systeemin
vapausasteiden méérid, so. sen avulla tdytyy ainakin periaatteessa voida eliminoida systeemisté jokin
koordinaatti kirjoittamalla se muiden avulla.

?Koko holonomisuus voidaan itse asiassa mddritellid elegantimmin yleistettyjen koordinaattien ole-
massaolon avulla: mikéli systeemiéd voidaan kuvata yleistetyilld koordinaateilla,

(i) jotka kuvaavat systeemin tédydellisesti ja
(ii) joita voi varioida toisistaan riippumatta systeemin sidosehtoja rikkomatta,
systeemié kutsutaan holonomiseksi.
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Ip = xn(q17q27°"aqn—k7t)

tdytyy tuntea ja niiden tulee implisiittisesti sisdltda sidokset. Huomaa, etté téssé esityk-
sessé jokaisen massapisteen jokaisella koordinaatilla on oma yhtéls. Olettaen, ettd x;:t
ovat kolmiulotteisen avaruuden pisteiden koordinaatteja, n = 3N ja nidméi yhtélot voi
ryhmittdd N:ksi yhtéloksi vektoreille r;

I']' :rj(q1)q27"')q3N—kat)a ]: 17"°7N'

Mikéli siis systeemin sidosehdot ovat holonomiset, télla reseptilld voidaan valttédé
toisistaan riippuvien koordinaattien esiintyminen. T&ssé kirjassa oletetaan yleensé aina-
kin implisiittisesti, ettd sidokset ovat holonomisia. Ei-holonomiset sidokset ovat paljon
hankalampia eiké niiden késittelyyn ole yleistd menetelméé. Rajatuissa tapauksissa niita
voi kuitenkin késitelld Lagrangen mekaniikan kalustolla.

Esimerkki holonomisista sidoksista

Tarkastellaan kahta massapistettid (m; ja mg), jotka ovat l:n mittaisen jaykén massatto-
man tangon molemmissa péissé ja toinen massapisteistd on rajoitettu lilkkumaan (z,y)-
tasossa p-siteiselld ympyrélla. Etsitddn téille systeemille riippumattomat koordinaatit ja
koordinaattimuunnokset.

Sijoitetaan systeemin origo ympyrén keskipisteeseen eli z-akseli kulkee sen kautta.
Olkoon ¢ kulma, joka on laskettu z-akselista ympyrin siteelld, o x-akselin ja tangon
xy-tason projektion vilinen kulma ja 69 z-akselin ja tangon vélinen kulma. Molempien
massapisteiden paikat voidaan kuvata yhteensd kuudella koordinaatilla. Tehtédvéssa an-
netut ehdot antavat kuitenkin seuraavat holonomiset sidosehdot

’I‘Q—I‘1| —l
r3 =
ril—p =

Namé kolme sidosehtoa pudottavat riippumattomien koordinaattien méérin kolmeksi,
joiksi voidaan valita kulmat (1, @2 ja 62. Ne saadaan muunnoksilla

Tl = pcosg
To = psing

z3 = 0

x4 = pcosy + lsinbycospo
x5 = psingg + [sinfs sin g9

re = lcosby.
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Kuva 3.2: Jean le Rond
d’Alembert (1717-1783)

3.3 Virtuaalinen tyo

Virtuaalisen tyon késite on tirked siirryttdessd Lagrangen mekaniikkaan. Kirjoitetaan
edelld olleiden muunnoskaavojen avulla x;-koordinaatin differentiaali

n—Fk
dx; = dq; + —dt. 3.3

J=1

Virtuaalisella siirroksella 6x; koordinaatin z; suuntaan tarkoitetaan infinitesi-
maalista, hetkellisté, kuvitteellista siirrosta, joka noudattaa ennalta annettuja sidoksia.
Oletetaan sidokset téssd holonomisiksi. Hetkellisyys merkitsee sité, ettéd aikadifferenti-
aali voidaan jéattdsa huomiotta ja siten virtuaalinen siirros yleistettyjen koordinaattien
avulla lausuttuna on

n—k
8.1:1'

—0q; . 3.4
aqj qj ( )

(51,‘1' =
j=1

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) (Kuva 3.2) 14hti liikkeelle ideasta, etté kitkatto-
mista sidoksista johtuvat voimat eivit tee tyoti virtuaalisissa siirroksissa eli F(®).dr = 0.
Kirjoitetaan Newtonin liikeyhtélo koko systeemin sille komponentille, jonka suuntaan
virtuaalinen siirros on tehty

pi = Fi + F,-(s) : (3.5)

Kerrotaan yhtéld mielivaltaisella virtuaalisella siirroksella ja summataan kaikkien kom-

ponenttien yli
n

Z(Fz + Fi(S) —pi) 0z = 0. (3.6)
i=1
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Koska d’Alembertin oletuksen mukaisesti sidosvoimat eivit tee tyoté, jad jiljelle
n

> (Fi —pi) 6 = 0. (3.7)

i=1
Tamé lauseke tunnetaan d’Alembertin yhtiloni tai periaatteena. Jos systeemissé
ei ole sidoksia, dx;:t ovat riippumattomia ja yhtdlo tuottaa Newtonin yhtéalét kompo-
nenttimuodossa (p; = F;). Jos systeemissé kuitenkin on sidoksia, tilanne on hankalampi.
T4&lloin kannattaa siirtyé yleistettyihin koordinaatteihin, joiden d¢:t ovat riippumatto-
mia, vaikka itse koordinaattien méaarittely-yhtélot sisdltéaviatkin sidokset.

Ulkoinen voima tekee virtuaalisessa siirroksessa virtuaalista tyota

n n—k n O
= Fozi=) ( ZF %) 5qj (3.8)
i=1 7j=1 i=1
Méaritelladn yleistetty voima, jonka komponentit ovat
n
ox;
Q=) Fig—. (3.9)
i=1 9
Talloin virtuaalinen tyo on
n—k
SW =" Qjdq;. (3.10)
j=1

Yleistetyn voiman dimensio ei ole valttaméttd sama kuin tavallisen voiman, mutta tulon
(Qj0q; dimensio on aina tyon eli energian dimensio, SI-yksikkéné joule.

Huom. Edelld luvut (0x;/0q;) muodostavat koordinaattijérjestelmien {x;} ja {q;} vé-
lisen muunnosmatriisin elementit.

3.4 Lagrangen yhtalot
Lagrangen yhtéildiden johtamiseksi tarkastellaan d’Alembertin yhtélossd olevia hitaus-
termejé p;
: . Ox;
A J i
Muokataan sulkulauseketta seuraavasti
; = = (@Ei=—) —Ti——=] . 3.12
St gy = o | g g) iy g @12

Padmédran saavuttamiseksi tarvitaan kahta aputulosta. Jaetaan lauseke (3.3) ensin
dt:114, jolloin saadaan
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ja derivoidaan tdmén lausekkeen molemmat puolet ¢;:n suhteen. Néin saadaan

0¢;  0g;

(3.13)

eli “pisteet voi supistaa”. (Muistutus: kokonaisdiffentiaaleja (esim. dt, dz, jne.) voi su-
pistaa, mutta osittaisdifferentiaaleille (0t, dx, jne) ei niin voi yleisesti tehdi.) Toiseksi
apuvéalineeksi lasketaan aikaderivaatta

d Ox;, 0 aa:z i 0, 0x;
%(aqj) B Zaq, aqj 8t(8 )

8351, 6952
= 8q Z

o0x;
= . 3.14
o (3.14)

Naiden avulla saadaan lopulta suoralla laskulla tulos
8.%7; d 8 1
mzxz ixi ml . 3.15

Lausekkeeseen on tullut siis kineettisen energian T' derivaattoja. Sijoitetaan tdmé& nyt
d’Alembertin yhtéloon ja todetaan, ettd yhtédlon tulee toteutua kaikilla virtuaalisilla

siirroksilla. Tdten on oltava
d (0T oT
2= _ZZ 0. 3.16

i (8@) og; ~ % (3:16)

kaikilla j =1,...,n — k.
Huom. Saatu yhtdléryhma ei ole yht#lo liike-energialle 7' vaan radalle {g;(t)}.

Oletetaan sitten, etté ulkoiset voimat ovat konservatiivisia

8xl 0
= —— o _ 1
Q] Z 8 aq] U(q17QQ7 y dn kat)a (3 7)

jolloin potentiaali ei riipu nopeudesta eli 9U/0¢; = 0. Ottamalla kéyttoon Lagrangen
funktioLagrangen!funktio . = T' — U saadaan Lagrangen yhtlot

d 0L OL
- 2= (3.18)
dt aq]' 8(]]'

Yhtéaloita on siis yksi jokaista yleistettyd vapausastetta j kohti. Namé yhtélot ovat voi-
massa holonomisille systeemeille. Jos sidokset ovat liséiksi skleronomiset, L ei riipu ek-
splisiittisesti ajasta.
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Esim. 1. Hiukkasen liikeyhtil6 homogeenisessa painovoimakentissi

Normitetaan hiukkasen potentiaalienergia nollaksi (z1,z9)-tasossa, joten U = mgxs.
Kineettinen energia on puolestaan T = %(x% + @3+ #3). Laskemalla Lagrangen funktion
L =T — U derivaatat, saadaan Lagrangen yht&aloista

mE; =0; mia=0; miz=—mg. (3.19)

Nam4a ovat Newtonin mekaniikasta tutut vinon heittoliikkeen yhtalst.

Esim. 2. Matemaattinen heiluri Lagrangen formalismissa

Tuodaan edelliseen esimerkkiin mukaan sidosehto, etté liike tapahtuu (x1, x3)-tasossa ja
siirrytéén “yleistettyihin” koordinaatteihin (triviaalilla) muunnoksella

T1=¢q1; T3 =qo ; sidos: x99 =0. (3.20)

Nyt Lagrangen funktio on muotoa

. .
L= im(q% +¢3) — mgqs . (3.21)
Lisdtidn vield sidos, ettid massapisteen etiisyys origosta on vakio [ eli I? = ¢? + ¢3.
Jéljelle jaa endd yksi riippumaton vapausaste, joksi valitaan go-akselin ja massapisteen
ja origon vélisen janan vilinen kulma 6. Tall6in

g1 =1sinf ; go = —lcosh (3.22)

ja . .
g1 =10cosb ; g =10sinf (3.23)

Lagrangen funktioksi tulee télla kertaa
) 1 )
L(6,6) = §ml202 + mglcosf. (3.24)
Laskemalla jélleen L:n derivaatat Lagrangen funktio antaa tuloksen

é+%sm0:0. (3.25)

Eli on pdddytty samaan matemaattisen heilurin yhtéloon kuin edellisesséd luvussa. Tésta
eteenpéin ratkaisu tietenkin etenee kuten aiemmin eli mielivaltaisilla kulmilla edessi on
elliptisen integraalin laskeminen. Pienilla kulmilla sinf = 6, joten

é+%9:0, (3.26)

jonka ratkaisuna on tuttu sinikayra.
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Esim. 3. Liikem&iirdmomentin siilyminen tasoliikkeessi

Tarkastellaan massapisteen m liiketté tasossa. Kdytetddn napakoordinaatteja (r, §). Muun-
noskaavat ovat

r = rcosf
= rsinf.
r ja 0 ovat ajan funktioita, joten
i = 7cosh—rfsind
y = 7sinf+rfcosd

ja kineettiseksi energiaksi saadaan

1 1 .
T= §m(:b2 +9%) = im(f”2 +726?).

Yleistetyn voiman komponentit ovat

8:@
Qj = XZ:FZan

eli
o = 7. _p. o) _poo_F
A R
or
Qo = F'%:F'(TGO)ZTF%

joista Qg on voiman F momentti origon suhteen. (Huom. T#ssé ei oleteta voiman kon-
servatiivisuutta.)

Sijoittamalla ndmé& yhtaloon
d (0T orT
— (=) -==0q
dt 8(]]‘ 8(]]‘
saadaan suorilla derivoinneilla

g(mr%) =rky, (3.27)

miké on tietenkin liikem#ardmomentin sdilymislaki.

Esim. 4. Massapiste, joka liukuu pitkin tasaisesti pyorivai lankaa

Esimerkkini reonomisista sidosehdoista tarkastellaan massapistetté, joka liukuu keski-
pakovoiman johdosta pitkin tasaisella kulmanopeudella w pyorivéaé lankaa. Olkoon mas-
sapisteen etdisyys pyorimisliikkeen keskipisteestd r. Muunnosyhtélot ovat nyt

T = rcoswt

= rsinwt.
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Téssd tilanteessa on vain yksi vapausaste, joten r riittdd ainoaksi koordinaatiksi. La-
grangen funktio on

1 1
L=T= §m(ac2 +9?) = 5m(7'“2 + r2w?).
Lagrangen yhtélosta saadaan sitten suoralla laskulla
i =rw?, (3.28)

miké on tietenkin tuttu lauseke keskipakoiskiihtyvyydelle.

3.5 Nopeudesta riippuvat potentiaalit

Edelld on oletettu, ettd potentiaali riippuu vain koordinaateista {q}. Tietyissd tapauksis-
sa myd&s nopeudesta riippuva potentiaali vaintyy Lagrangen yhtdlon kaltaiseen muotoon.
T&amé on mahdollista, jos potentiaali U(q, ¢) on sellainen, ettd yleistetty voima voidaan

kirjoittaa muotoon
ou d [oU
- _ I 3.29
@ oq, Tt <5dz> (3:29)

3.5.1 Siahkomagneettinen kentti

Térkea erikoistapaus nopeudesta riippuvista voimista on sihkémagneettinen kentén
voimavaikutuksen magneettikentéstd johtuva osa. Téssé oletetaan sdhko- ja magneetti-
kentét sekd Maxwellin yhtdlot tunnetuiksi.

Varattu hiukkanen tuntee sihko- ja magneettikenttien (E ja B) vaikutuksen Lo-
rentzin voiman vilityksella
F=qgE+vxB). (3.30)

Voiman magneettinen osa riippuu siis nopeudesta eiké sitd voida siten ilmaista suoraan
nopeudesta riippumattoman potentiaalifunktion gradienttina.

Kaikeksi onneksi sdhkomagneettiset kentdt toteuttavat Maxwellin yhtdlot, joiden
avulla padstddn muotoa (3.29) olevaan voimaan. Téssé laskussa tarvitaan Maxwellin
yhtéloistd Faradayn lakia

0B
VXE+4+ —=0 3.31
B+ — (3.31)
ja magneettikentan ldhteettomyytta
V-B=0. (3.32)

Jalkimméisestd seuraa, ettéd on olemassa vektorikenttd A siten, ettd B = V x A. Sijoit-
tamalla tdmé Faradayn lakiin saadaan V x (E+ 9, A) = 0, eli on olemassa skalaarikenttd
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® siten, ettd E + 0,A = —V®. Eli sihko- ja magneettikentét voidaan ilmaista ndiden
skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla

E = —Vd-3A (3.33)
B = VxA. (3.34)
(Huom. merkintd 0; = 9/0t.)

Lorentzin voima skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla kirjoitettuna on siis
F=¢q(-V®—-90,A+vx(VxA)). (3.35)

Kéaytetddn tdssd karteesisia koordinaatteja (i = x,y,z) ja lasketaan viimeisen termin
i-komponentti
(vx(VxA))=0i(v-A)—(v-V)A4;.

Toisaalta koska A on paikan ja ajan funktio,

dA _ oA
dt ot

Yhdistamalld ndmé tulokset saadaan Lorentzin voiman i-komponentille

+ (v-V)A.

Fi =4q <—61<I> - (91(V . A) - d;?) .

Koska potentiaalit ¢ ja A itse eiviit riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

0 0

A; = -A) = -A)— 9],
S (v A) = o (v A) — 9]
joten
Fi=q|-0;(®—-v A)—i—ia(@—v A)
1= ‘ dt Ov; '
Eli on 16ydetty potentiaali U = ¢(® — v - A), jonka avulla voima voidaan kirjoittaa
muotoon oU 4 79U
F,=— — = . .
Lagrangen funktio on
1

inmF—U (3.37)
ja varatun hiukkasen liikeyht#lo Lagrangen formalismissa on

d OL 0L

Téssé ei ole itse asiassa tehty mitdéin uutta, silld sijoittamalla (3.37) Lagrangen yhté-
166n péadstéddn takaisin Newtonin liikeyht#l6on, jossa voimana on Lorentzin voima. Koko
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touhu saattaa aluksi tuntua turhalta kikkailulta. Potentiaalifunktion U 16ytyminen on
kuitenkin ratkaisevan tarkeé askel siirryttéesséd kvanttimekaniikkaan. Elektroni ja proto-
nihan ovat kaikkein tédrkeimpié kvanttihiukkasia ja ne tuntevat Lorentzin voiman. Mikali
litkeyht&loé ei voitaisi kirjoittaa Lagrangen formalismissa, kvanttimekaniikka olisi vield
paljon hankalampaa kuin se oikeasti on, jos sitd ylipaénsé olisi olemassa. Skalaari- ja vek-
toripotentiaaleille on paljon kayttod myos klassisessa elektrodynamiikassa. Niinpé tdméan
harjoitelman téirkein anti onkin kurkistus fysiikan eri alojen syvéllisempéén yhteyteen.

3.5.2 Kitkavoimat

Kitkavoimat riippuvat usein kappaleen nopeudesta. Tarkastellaan esimerkkié, jossa kit-
kavoiman z-akselin suuntaan vaikuttava komponentti on muotoa

FY) = —ku, . (3.39)

xT

Otetaan kidyttoon Rayleigh’n dissipaatiofunktio

1 2 2 2
F= 5 Z(kxvm + kyvi, + k207 (3.40)

7

missé ¢ indeksoi systeemin kappaleet. Selvéstikin

oF
) - 3.41
0= o (3.41)
Lasketaan nyt systeemin tekemé tyo kitkaa vastaan
AW ) = —FU) . dr = —FU) . vdt = (k02 + kyv? + k0?)dt . (3.42)

Siis 2F on kitkan aiheuttama energian muutosnopeus (dW/dt) eli teho. Kitkan tapauk-
sessa puhutaan energian dissipaatiosta

Yleistetyn voiman komponenteiksi tulee

S
_ ngg; _ g; (3.43)
ja Lagrangen yht&lot saavat muodon
d OL 0L O0F _o. (3.44)

- - =+ =
dt d¢;  9dq; = 0q;

Liikeyht&lon méardamiseen tarvitaan siten kaksi funktiota L ja F.
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3.6 Hamiltonin periaate

Hamilton kehitti Langrangen mekaniikkaa entisté elegantimpaan suuntaan, missé nk. mi-
nimiperiaatteilla on keskeinen osa. Ensimméisend minimiperiaatetta ajatteli ilmeisesti
Newtonin aikalainen ja kilpailija Gottfried Wilhelm von Leibnitz (1646-1716), mutta var-
sinaisesti ensimmaéisen minimiperiaatteeseen perustuvan mekaniikan formuloinnin esitti
Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759). Hén ldhti (luultavasti) liikkeelle Pierre
de Fermat'n (1601-1665) optiikan tutkimuksista. Fermat oli nimittéin esittéinyt optiikan
peruslain muodossa: “Valo kulkee pisteiden r( ja r vilisen matkan tietd, jolle integraali
f;} ds/\ saa miniminsd.” Téssd A on valon aallonpituus.

Maupertuis muotoili mekaniikkansa perusajatuksen seuraavasti: “Kaikkien mahdol-
listen liikkeiden joukosta luonto valitsee sen, joka toteutuu pienimmaélld vaikutuksella.”
Maupertuis’n ajattelussa oli siten mukana jonkin verran mystiikkaakin. Téssa tulee kui-
tenkin ensimméisté kertaa eteen téirked késite vaikutus. Vaikutus mééritelladn klassi-
sessa mekaniikassa integraalina

r
S = / mv - dr. (3.45)
ro
Kirjoitetaan |dr| = v dt ja huomioidaan, etti pitkin rataa v || dr. Siten
t t
S= [ mv’dt = / 2T'dt . (3.46)
to to
Konservatiiviselle systeemille £ = T' 4 U on siilyva suure ja
t t
S— (T+E—U)dt:E-(t—to)+/(T—U)dt. (3.47)
to to

Nyt integraaliin on ilmaantunut Lagrangen funktio.

Hamilton kiytti ddriarvoperiaatteensa formulointiin Leonhard Eulerin (1707-1783)
(Kuva 3.3) ja Lagrangen kehittimii variaatiolaskentaa.® Hamiltonin periaate voidaan
ilmaista sanallisesti

e Kaikkien pisteiden {q1 }, {¢g2} vélisten mahdollisten ratojen joukosta valikoituu se,
jolle Hamiltonin vaikutusintegraali

1= / " L({a()}, {a(0)}, Dyt

1

saa ddriarvonsa, joko minimin tai maksimin.

Jélleen hieman terminologiaa: Vaikutus mééritelldén perinteisesti yht&lolla (3.45).
Modernimmassa kirjallisuudessa kuitenkin Hamiltonin vaikutusintegraalia kutsutaan vai-
kutukseksi tai vaikutusintegraaliksi (action (integral)) ja yht&lolla (3.45) médriteltyd suu-
retta lyhennetyksi vaikutukseksi (abbreviated action).

3Yksi myshemmisté variaatiolaskennan kehittéjistd oli suomalainen Lorenz Lindeldf, jonka teos Lecon
de calcul de variations vuodelta 1861 oli vuosikymmenié alan johtava oppikirja maailmassa.
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Kuva 3.3: Leonhard Euler
(1707-1783)

3.6.1 *Matemaattinen apuneuvo: variaatiolaskenta

Emme kiy téssd yhteydesséd opiskelemaan variaatiolaskentaa kovin syvéllisesti, mutta
kéasitelladn tédssd muutama yksinkertainen ongelma, jotta idea tulee ymmérretyksi. Va-
riaatiolaskennassa on kysymys jonkin halutun suureen diriarvon antavan funktion et-
simisesté, esim. mikd on lyhin tie kahden pisteen vililld tai minkd muotoinen kahden
pisteen vililla médritelty kdyrd antaa pienimmén pinta-alan pyodréhtiessdén halutun ak-
selin ympéri.

Jotta ongelma saataisiin matemaattiseen muotoon, tarkastellaan funktiota f(y, 7, x),
joka on mééritelty radalla y = y(z) ja piste tarkoittaa nyt derivaattaa ¢ = dy/dz.
Tehtdvind on etsid rata y(x) siten, ettéd integraalilla

= [ fo i) da (3.48)

on stationaarinen arvo verrattuna ratoihin, jotka poikkeavat infinitesimaalisen verran
etsitystd radasta.

Otetaan kiyttoon variaatioparametri « ja olkoon n(z) funktio, joka hévidé integraalin
pédtepisteissi x = x1 ja x = xo. Kirjoitetaan y myos variaatioparametrin « funktiona

y(z,a) = y(z,0) + an(x), (3.49)

jolloin J on a:n funktio

J(a) = /I2 fly(z, ), y(z, ), z) dx. (3.50)
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Kuva 3.4: Radan variointi.

Variaatioparametri on siis muuttuja, joka vastaa eri reitteja paitepisteestd toiseen
(Kuva 3.4). Etsitty stationaarinen ratkaisu on integraalin J &ériarvo (ekstreemiarvo)

(Zi)azo = 0. (3.51)

Lasketaan tdmé derivaatta

aJ /3”2 af oy 8f8y I
dae - Gyaa Ay O
B /m2 (8f6y of 0%y )
s \Oyda 0y dxda
[ (e (5) ) oo+
= A A T oo dr + -~
= \ Oy Oa Jy ) O« 0y O« o
r2 d@f)
= SCA s dz . (3.52)
/xl (8y dx 0y ) O«

Derivaatta hivida, kun o = 0, jos

2 3f daf -
/xl (ay—dmay) (aa> dv=0. (3.53)

Koska dy/0a = n(z), olemme saaneet ehdon muotoon

/ ¥ M@)()dz = 0. (3.54)

Nyt matemaatikot ovat osoittaneet nk. variaatiolaskennan peruslemman: Jos ylla
oleva ehto on voimassa kaikille mielivaltaisille kaksi kertaa jatkuvasti derivoituville funk-
tioille n(x), niin M(z) = 0 vélilla (z1,22). Tdmén perusteella J:1l4 on stationaarinen
arvo ainoastaan, jos

of d of

— - ——=0. 3.55

dy dx 0y (3:55)
Tulos tunnetaan matematiikassa Eulerin yhtélénd. Se on samaa muotoa kuin tuttu

Lagrangen yhtilo, kun korvataan f — L, y — ¢ ja x — t.

Y14 oleva tarkastelu ei kerro, onko 16ydetty stationaarinen arvo minimi vai maksi-
mi. Fysikaalisissa tilanteissa se selvidi yleensd ongelmanasettelusta. Tarkastellaan téssé
muutamia klassisia esimerkkejé.
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Esim. 1. Lyhin tie kahden pisteen vililla tasossa

Kaaren pituuselementti tasossa on ds = \/dx? + dy? ja kaaren kokonaispituus saadaan

integroimalla
1= / J1 +

Nyt télle pitdisi 16ytd4 minimi. Yht&loon (3.55) sijoitettava funktio on siis f = /1
ja

of o, 90 4
8:1/ ’ay ,/1+y'2

Nyt Eulerin yhtélosta saadaan suoralla laskulla tuttu tulos ¥y = ax + b eli suora viiva.
Integroimisvakiot a ja b madrdtain annettujen kahden pisteen mukaan.

Esim. 2. Etsittivi kidyré, jonka pyordhtidminen tuottaa pienimmin pinnan

Tadmé& on hieman monimutkaisempi ongelma. Tarkastellaan kédyraé, joka yhdistdd zy-
tasossa pisteet (x1,41,0) ja (x2,y2,0). Sen kiyrdelementti on ds = /1 + ¢2dz, joka
pyorahtéessdén y-akselin ympéri tuottaa nauhan, jonka pinta-ala on

dA = 2rxds = 2rx\/1 + 92 dz.

Kokonaispinta-alaksi tulee
T2
A= 277/ v/ 1+ 92dx.
1
Nyt Eulerin yhtaloon sijoitetaan

= Of of xy
=xy/1+9%; == =0; == = ——,
/ Y 9y \/1+92

joten
d Yy B
dx /1 + 52
=
Ty _
V1492
=
y2(332 o CL2) — CL2
=

dx T2 — g2
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—|—b:acosh_1§—|—b,
a

—a/ dx
y= V12 — a2

josta ratkaisemalla = saadaan ketjukdyrin (engl. caternary curve) yhtilo

y—2>b
a

T = a cosh

Kéyran péadtepisteet midradavit integroimisvakiot a ja b. Nimitys ketjukéyra tulee siité,
ettd sama ratkaisu 16ytyy myoOs ongelmaan, mihin muotoon asettuu pédtepisteistdan
ripustettu ketju (tai vaikka pyykkinaru).

Esim. 3. Brachistocrone-ongelma

Vuonna 1696 Jean Bernoulli keksi ratkaisun kysymykseen: “Millaista rataa pitkin kappale
putoaa pisteesti A pisteeseen B lyhyimméssé ajassa?” Héin esitti aikansa matemaatikoil-
le haasteen ratkaista ongelma ja lupasi esittéé ratkaisun puolen vuoden kuluttua. Téssé
ajassa ongelman ratkaisivat Leibnitz ja Daniel Bernoulli. Newton kuuli ongelmasta vasta
myodhemmin, mutta lahetti seuraavana paivanid anonyymin ratkaisun. Nahtydin ratkai-
sun Bernoullin kerrotaan sanoneen tunnistavansa leijonan kynsistdén. Viides ongelman
riippumattomasti ratkaissut henkilo oli {’Hospital.

Téssd ongelmassa on minimoitava aika

? ds

1 U

t1o =

Tarkastellaan liikettd ry-tasossa, missa y-akseli osoittaa alaspéin ja kappale alkaa pudota

tasolta y = 0. Systeemin energia séilyy, joten mgy = %va, missd m on kappaleen massa

ja g vetovoiman kiihtyvyys. Kappaleen nopeus on siten v = /2gy ja minimoitavaksi
ajaksi tulee
1 [2/1+92
tio = dz .
V291 VY

Laskun yksityiskohdat ja&koot harjoitustehtévaksi. Ratkaisu on

r=—Vay—y>+ garccos(l —2y/a).

Téamé on sykloidin kaari, jossa ldhtopiste on sykloidin kérkipisteessd. Kéayran paramet-
rimuotoinen lauseke on yksinkertaisemman nékoinen

1
v = Slp-sing)

1
y = 5(1 —cosp).
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3.6.2 Lagrangen yhtildiden johtaminen Hamiltonin periaatteesta

Palataan sitten mekaniikkaan ja tarkastellaan, kuinka Lagrangen yhtélot seuraavat Ha-
miltonin periaatteesta. Olkoon ¢(t) systeemin todellinen rata ja ¢'(t) = q(t)+0q(t) infini-
tesimaalisesti varioitu rata. Yleistetyt nopeudet varioituvat maaralla 0¢(t) = ¢'(t) — q(t).
Oletetaan liséksi, etta padtepisteissd variaatiot havidvit (Kuva 3.4). Vaikutusintegraalin
variaatioksi tulee

6 = I'—1T
to [2)
- / L({q+ 8q}. {d + 64}, ) di — / L({q}, {d}. 1) dt
t1 t1
t2 OL OL )
= —d0q; + —0q; | dt. 3.56
/, ;(aqj U 5y, (350

Jotta kyseessd olisi I:n diriarvo, variaation 07 téytyy hévitd, kun dg; — 0 kaikilla j.
Téaman nidkemiseksi muokataan integrandin viimeisté tekijaa

oL d (0L d 0L

—0¢i=—|=—90q; | — | — =— | q; . 3.57

0q; "9 T dt <aqj qf) (dt aq‘j> € (3:57)
Koska pédtepisteiden variaatiot ovat nollia, antaa yhtélon oikean puolen ensimméinen
termi integroitaessa nollan. Siten variaatiointegraali saa muodon

51 = 5 [ Li{gh (@0t

t1

t2 oL d 8L>
= ) dgydt. 3.58
/n ; <5% dt dg;) 355

Koska tdmén on havittiva kaikilla variaatioilla varsinaisen radan ldheisyydessé, jadvat
jéljelle juuri Lagrangen yhtalot.

d (0L oL
il il I (3.59)
dt \ 9¢; 0q;

kaikilla 5 = 1,...,n — k. Olemme siis todistaneet, ettd Lagrangen yhtalot seuraavat

Hamiltonin periaatteesta. Hamiltonin periaatetta voi siten kiyttdd mekaniikan perus-
postulaattina.

Hamiltonin periaate myo0s seuraa Lagrangen yhtéloistd, mikéli systeemin sidokset
ovat holomisia. On olemassa ei-holonomisia sidosehtoja, joille voidaan muodostaa oikeat
liikkeyhtélot lahtien d’Alambertin periaatteesta, mutta joille Hamiltonin periaatteesta
seuraa vadriat yhtilot.

4Asiaa on kisitelty seikkaperiisesti kirjassa C. Cronstrém, Fysikan matemaattiset menetelmt II,
Limes r.y., 2006.
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3.7 Sidosvoimat

Vaikka d’Alembertin periaatteen ja yleistettyjen koordinaattien kiytto lakaiseekin sidos-
voimat maton alle ja helpottaa liikeradan ratkaisemista, sidosvoimien tunteminen saat-
taa olla tirkedd kaytdnnon ongelmissa. Palataan takaisin koordinaatteihin z;. Olivatpa
ne riippumattomia tai ei, on voimassa

(0L d OL
[;(ami—(ﬁ(m)éxidt_o. (3.60)

1

Oletetaan sitten, ettéd systeemiin liittyy k£ kappaletta holonomisia sidoksia

fl(.fvl,...,xn,t)zo, lZl,...,k. (361)
Niiden variaatioille
"9
5 = M= 0, 1=1,. k. (3.62)
= 0

N&amaé nollat voidaan kertoa funktioilla \; = A\j({z;}) ja liséta alkuperdiseen yhtdloon

k

I (0L d oL of,
/tl ;<axi‘aa¢i+;*axi dwidt =0. (3.63)

Siirrytédén sitten koordinaatistoon, jossa on n — k kappaletta riippumattomia koor-
dinaatteja, joita merkitdén {y;}. Joukko {y;},l = n —k +1,...,n, on sitten jiljelle
jadvien ei-riippumattomien koordinaattien joukko. Funktioita A; kutsutaan Lagrangen
kertojiksi ja ne on valittava siten, ettd riippuvien koordinaattien variaatioiden kertoi-
met havidvat. Talloin jaa jéaljelle yhtaloryhma

k

d (0L oL afi

— — = A 3.64

dt (3%) dyi ; "By, (3.64)
kaikilla 4 = 1,...,n.> Nami n yhtilod yhdessd k:m sidosyhtilon kanssa mésraavit seki

koordinaatit {y;(t)} (n kpl) ettd kertoimet {\;} (k kpl).
Misté tassé on kyse, selviéé kirjoittamalla L = T — U, jolloin
k

d (0T\ 9T U a1,
o (8%) B = 8yi+lz;Alayi' (3.65)

Siis oikean puolen jalkimmaéisen termin voi ajatella sidoksiin liittyvanid voimana samaan
tapaan kuin potentiaalifunktion gradientti on todellinen voima.

SHuom. Tissi tarkastelussa saavutettiin yhtéldiden (3.64) voimassaolo toisistaan riippuvien koordi-
naattien tapauksessa valitsemalla Lagrangen kertojien arvot sopivasti. Riippumattomien koordinaattien
osalta niiden voimassaolo seuraa Hamiltonin periaatteesta.
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Esim. 1. Heiluri tasossa

Palataan luvun alussa késiteltyyn matemaattiseen tasoheiluriin. Valitaan koordinaateik-
si heilahduskulma 6 ja massan m etéisyys ripustuspisteestd r. Kyseessd ovat siis napa-
koordinaatit, joiden yhteys karteesisiin koordinaatteihin on z = rcosf ja y = rsinf,
kun x-akseli osoittaa origosta gravitaatiokiihtyvyyden suuntaan (Kuva 1.3). Ilman sido-
sehtoja systeemin Lagrangen funktioksi tulee

L= im(i® +9?) + mgz = tm(#* + 1?6%) + mgr cos
Heilurin sidosehto on napakoordinaateissa yksinkertaisesti
fr,0)=r—-1=0,

jota kéytettiin aikaisemmin eliminoimaan ongelmasta toinen koordinaatti (r). Kaytetdan
nyt kuitenkin Lagrangen kertojamenetelméi. Lasketaan 0f/dr = 1 ja 0f/00 = 0, ja
kirjoitetaan yhtéls (3.64) komponenteittain

4oL oL _ \Of
dtog 060 00
doL oL 9f
wor o - e

missé siis oikealla ovat sidosvoiman komponentit. Merkitén niitéa (ans),Qés)). Naistéa
saadaan yhdessé sidosehdon kanssa

mr6 + mgrsingd = 0
mit — mré? — mgcosf = A
r = I,

ja kéayttamalld viimeistd yhtédlod kahdessa muussa, saamme heilurin liikeyht&loksi ja
sidosvoiman suuruudeksi

6+ (g/l)sinf = 0
QY = X = —m(l6?+ gcosh).

Téssé —Q&S) on tietenkin kappaleesta 1.4.2 tuttu jénnitysvoima J.

Esim. 2. Hiukkanen paraboloidilla
Tarkastellaan paraboloidilla liikkuvaan kappaleeseen vaikuttavia sidosvoimia. Parabo-

loidi on siis pinta, joka syntyy, kun paraabeli pyorahtdd symmetria-akselinsa ympéri.
Paraboloidin pinnan yhtilo on z = %a(:UQ +y?), missi a on vakio. Sidosehto on siis

1
f(xayaz)zﬁa(xg—i_yQ)_Z:O'
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Tarkastellaan tilannetta sylinterikoordinaateissa (r, 8, z):

r = rcosf
= rsinf
z = z,

jolloin f = %ar2 —z.

Koska tarkastellaan pelkéstédédn pinnasta aiheutuvaa sidosvoimaa, voidaan gravitaa-
tiokiihtyvyys jattad huomiotta g = 0 ja U = 0. Lagrangen funktioksi tulee

1 .
L=T= §m(7‘2 +7%0% + 2%)

ja Lagrangen yhté&loiksi sidosvoimineen

d or _or _\ of
dt 8qj 3(]j 0qj

missé koordinaatit {g;} ovat (r,0, z). Laskemalla derivaatat saadaan liikeyhtal6iksi

mi —mré? = lar
d, 5,
—(r ) = 0
mdt (r<0)
mz = —=\.

Naisté keskimméisen integraali antaa lilkemédramomentin z-komponentin, joka voidaan

sijoittaa ensimméiseen ja viimeisesséd yhtélossé voidaan kirjoittaa z = %arQ.

Kaiken kaikkiaan liikeyhtélot saadaan muotoon

mit — —2= = Aar
mr
m(r’0) = I,
mai? +ri = —\
Kappaleen energiaksi saadaan
E=T=sm(? +r2%° + ) = 2m | (1 + a®?)i? + é
T Ty =)= am arr m2r2

ja Lagrangen kerroin A voidaan kirjoittaa muotoon

2F + (a2 /m)

A= T ey

Lienee selvai, ettd nédiden kaivaminen esiin ilman Lagrangen mekaniikan vélineité olisi
paljon tydlaampi homma.
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Esim. 3. Pyykkinaru

Térked esimerkki Lagrangen kertojien avulla ratkeavasta ongelmasta on selvittdd mi-
hin muotoon kahden tukipisteen véliin ripustettu koysi asettuu. Kéyden pituus on D
(sidosehto) ja tukipisteiden véli 2a < D. Ongelman ratkaisu on ketjukéyra

%zcosh(%)—l,

missd A on yhtédlon
a
D = 2\sinh (f) .
sinh { +
ratkaisu.

Jétetddn laskun yksityiskohdat harjoitustehtédvéksi. Todetaan kuitenkin, ettd tdméa
on sama kéayré, joka loydettiin edelld variaatiolaskennalla, kun etsittiin minimaalisen
pyordhdyspinnan tuottavaa kéyrda. Nailld kahdella ongelmalla on siis jokin yhteys ja
sen mietiskely on hyvéa# harjoitusta fysikaalisen intuition kehittdmisessa.

3.8 Kanoniset impulssit

Aluksi hieman kielenkéytostd. Olemme tahén asti kdyttaneet termejé liikeméard ja litke-
méadramomentti vastaamaan englannin kielen termeji “momentum” ja “angular momen-
tum”. Termi “impulssimomentti” on kuitenkin yha laajalti kaytossé liikemédrdmomentin
synonyyminéd. Hamiltonin mekaniikassa liikeméa#rda vastaa késite “canonical momen-
tum”, joka olisi johdonmukaisinta ké&ntéds “kanoninen liikemé&éra”, mutta me poikkeam-
me téssd johdonmukaisuudesta ja kdytdmme traditionaalisempaa termié “kanoninen im-
pulssi”.

Kanoniset impulssit méiritelldin kaavalla

oL
= —. 3.66
Pi= 5 (3.66)
Lagrangen yhtéloiden aikaderivaattatermi on nyt tietenkin p;, joten
oL
i — — =0. 3.67
b= 5, (3.67)

Esim. 1. Massapiste konservatiivisessa voimakentissi
Kaytetddn karteesisia koordinaatteja eli

m . .
Lz;(x‘2—|—y2+z2)—U(m,y,z).
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Téstd ndemme suoraan, etté karteesisia koordinaatteja vastaavat kanonisen impulssin
koordinaatit ovat tavallisen litkemé&aran komponentit (p,,py,p.). Jos taas tarkastellaan
liiketta keskeispotentiaalissa kdyttden pallokoordinaatteja liikkeen ratatasossa

L= 2 +17¢") ~U(r),
kanonisen impulssin komponenteiksi tulee
pr = mr
bp = mr $

eli kulmakoordinaattia vastaava kanonisen impulssin komponentti on liikemé&aramoment-
ti sen akselin ympari, jota kulma kiertéa.

Esim. 2. Kanoninen impulssi sihkémagneettisessa kentissi

Kirjoitetaan seuraavaksi Lagrangen funktio sihkomagneettisessa kentéssé karteesisten
koordinaattien avulla muodossa

L= ?(9:2 + 92+ 23+ q(i Ay + A, + 2A,) — q®.

Kanonisen impulssin x-komponentiksi tulee

L
Pr = 2—3.3 = md + qA, (3.68)

ja samoin muille komponenteille. Siis sihkomagneettisessa kentéssé liikeméadrd on
p=mv+qA. (3.69)

Huom. Tdmé on kanoninen impulssi vain, jos koordinaatit ovat karteesiset!

Tamé on erinomaisen térked tulos, silla hiukkasen mekaanisen liikeméa#ran lisdksi
siahkomagneettisella kentélld itsellidn on liikemé#rdd. Newtonin III laki johtaa koko-
naislitkemééran P = ), m;v; sdilymiseen ainoastaan, kun F;; = —F;, mikd ei péde
magneettikentdn voimavaikutukselle. Jos kuitenkin liikemé&drdan lisdtdén kentén liike-
méira kuten lausekkeessa (3.69), saadaan aina siilyvé kokonaisliikemééri. Téssd mie-
lessé litkemé&dran sailyminen on “fundamentaalisempi” laki kuin Newtonin IIT laki.
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3.9 Spykliset koordinaatit ja sdilymislait

Jos Lagrangen funktio ei riipu yleistetysté koordinaatista g; eli 0L/0q; = 0, kutsutaan
ko. koordinaattia sykliseksi. Lagrangen yhtéloista jaa t&alloin jéljelle

% (g;j) =0 (3.70)

eli p; on liikevakio. Siis jokaista syklisté koordinaattia vastaa sdilyvé kanonisen impulssin
komponentti.

Tésséd on kyse yleisestd fysiikan periaatteesta: Jos systeemi on invariantti jossakin
muunnoksessa (translaatio, kierto, jne.), muunnokseen liittyy jokin séilymislaki. Vield
yleisemmin asia voidaan ilmaista sanomalla, ettéd jokaista symmetriaa vastaa séilymisla-
ki. Tama periaate ulottuu myos sellaisiin kysymyksiin kuten baryoniluvun tai outouden
sdilyminen alkeishiukkasfysiikassa.

Yksinkertaisin esimerkki on vapaan hiukkasen (L = (1/2)mv?) translaatioinvarianssi
eli vapaalle hiukkaselle paikka on syklinen koordinaatti: dL/0dx; = 0, jolloin

_ 4oL _d
T dtom  dil Y

joten liikemé&ara on liikevakio.

Tarkastellaan toisena esimerkkiné hiukkasta keskeispotentiaalissa ja pallokoordinaa-
teissa m
L= 5(7'«2 +720% + r?sin® 05%) — U(r).

L ei riipu kulmasta ¢ vaan ainoastaan sen derivaatoista. Niinpd kulmaa ¢ vastaava
kanonisen impulssin komponentti

oL
Py = % = m7‘2 Sin2 Qgp

on litkevakio. Olemme jo aiemmin nihneet, etté keskeisliikkeessd hiukkasen ratataso on
kohtisuorassa z-akselia vastaa eli = 7/2 ja lilkem&&ramomentin z-komponentti

Py = mr29b

on liikevakio. Huom. p, on siis todella liikem&4rdmomentin z-komponentti, vaikka alain-
deksind onkin ¢.

Tarkastellaan lopuksi téarkedé erikoistapausta, jossa Lagrangen funktio ei riipu ek-
splisiittisesti ajasta. Lasketaan ensin kokonaisaikaderivaatta

dL
a Z@ qj 28 qj + : (3.71)
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Nyt siis OL/0t = 0. Kayttamélld Lagrangen yhtéloita saadaan
dL . d (0L oL .
L (aq) 2 g,
d (0L
_ Bl Bty 3.72
S (5r0) (372
josta seuraa

d oL
— — ¢ —L|=0. .
dt ; 94, % 0 (3:73)

Sulkulauseketta merkitddn H:lla ja kutsutaan Hamiltonin funktioksi. Se on siilyva
suure ja konservatiivisessa potentiaalissa U liikkuvalle hiukkaselle

H=T+U=F. (3.74)
H kuvaa siis hiukkasen kokonaisenergiaa, miké séilyy ajasta riippumattomassa konser-

vatiivisessa systeemissa.

Newtonin ja Langrangen yhtéloiden liséksi on olemassa vield kolmas tapa esittdd me-
kaanisen systeemin liikeyht&lot. Se perustuu edelld johdetun Hamiltonin funktion kéyt-
toon ja siihen palataan luvussa 7.

3.10 *Hyddyllisia apuvilineiti

3.10.1 Mekaaninen similariteetti

On selvid, ettd jos Lagrangen funktio kerrotaan mielivaltaisella vakiolla, lopputuloksena
ovat samat liikeyhtédlot. Tamé ansiosta voidaan monimutkaistenkin systeemien liikkeesta
saada hyodyllistd tietoa ilman, etté liikeyhtéloita varsinaisesti tarvitsee integroida.

Oletetaan, ettéd Lagrangen funktio on muotoa L =T —U ja ettd U on kirjoitettavissa
karteesisten koordinaattien k:nnen asteen homogeenisena funktiona eli

Ulazy,axy,. .. axy,) = a*U(zy, zo,. .., 1), (3.75)

missé a on miké tahansa vakio. Skaalataan paikkakoordinaatit tekijalld a ja aika tekijalla
b

xi—>5c,;:a:ni; t—>£:bt.

T4llsin nopeudet muuntuvat kertoimella a/b, liikke-energia kertoimella a?/b? ja poten-
tiaalienergia siis kertoimella a*. Vaaditaan liséiksi, ettei suhde T/U muutu. Tallsin
a?/b? = a¥ eli b= a'=%/2 ja koko Lagrangen funktio tulee kerrotuksi tekijalld aF.
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Jos nyt ollaan tekemé&ssd jonkinlaista pienoismallikoetta eli 0 < a < 1, niin ajat ja
paikat muunnetaan lausekkeilla

[ = al
i bt = a'F?
eli ajat skaalautuvat kuten
- -~ 1-Fk/2
t_ (!
t \1

ja nopeudet kuten

SEESH

-~ k/2
(!
=3 .
Se, mité téllaisella kokeella viime kédessé etsitdan, on potentiaalia U vastaavien voimien

vaikutus systeemiin.

Esim. 1. Potentiaali ~ Cz2

T&m& on harmoninen lineaarinen oskillaattori, johon tutustutaan ldhemmin seuraavassa
luvussa. Koska k = 2 saadaan tulos

tt= 1/ =1,

miké voidaan tulkita siten, ettéd oskillaattorin vardhdysaika ei riipu amplitudista. Toi-
saalta energialle

E/E =d* =a* = (/1)?

eli viarahtelijin energia on verrannollinen amplitudin neli6én.

Esim. 2. Potentiaali ~ Cr—1

Téamé kuvaa on tietenkin Newtonin painovoimalain potentiaalia. Nyt skaalaus antaa

SRS
Il
/‘\
~—

w
~
o
@,
VRS
SRS
~__
[\
Il
/T\
S~

miké on tietenkin Keplerin kolmas laki, kun ajat tulkitaan kiertoaikoina ja etéisyydet
isoakselien puolikkaina. Tamé& on hyvé esimerkki tuloksesta, joka 16ytyy Lagrangen me-
kaniikassa paljon pienemmaélld vaivalla kuin Newtonin mekaniikassa.
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Esim. 3. Putoaminen homogeenisessa gravitaatiokentéssi, U ~ z

E/t:\/ﬁ

eli vapaassa pudotuksessa putoamisaika on verrannollinen alkuperiiskorkeuden neliojuu-
reen.

Nyt k = 1. Tillin

Namé ovat kaikki keskeisis mekaniikan systeemejé kuvaavia tuloksia, jotka 16ytyviét
siis tarvitsematta ratkaista systeemeji kuvaavia differentiaaliyhtiloité.

3.10.2 Dimensionanalyysia

Kaikissa ylld olevissa esimerkeissi on siis 10ydetty fysikaalisten suureiden riippuvuus
toisistaan. Menetelméé voidaan soveltaa myos toisin péin. Jos voidaan jotenkin padtelld
selvitettdvand olevan suureen riippuvuus fysikaalisista perussuureista, niin jiljelle jaa
vain kokeellisesti méadrattavissi tai jotenkin muuten tiedossa oleva skaalausparametri
a. Tatd menetelméé kutsutaan dimensioanalyysiksi. Vaikkakaan dimensioanalyysi ei ole
mikédén yleispéteva taikasauva, se on joskus hammastyttiavan tehokas tyokalu.

Esim. 1. Ydinrdjihdyksen energia

Esimerkki, jossa G. I. Taylor paitteli filmiltd ydinrdjaytyksessd vapautuneen energian
maéairan, on erityisen kuuluisa.

Kuva 3.5: Ydinréjdhdyksen tuottama
tulipallo ja siihen liittyvét fysikaaliset

suureet (réjahdyksen energia F, tu-
lipallon séde r ja ympéroivin ilman
tiheys p).

Taylor lihti oletuksesta, ettd ydinrédjihteen tulipallon (Kuva 3.5) séde r riippuu ré-
jahdyksen energiasta E, ilman tiheydestd p ja ajasta ¢ muodossa

r = CE%’p°
missé C on dimensioton vakio. Nyt yhtélon oikealla puolella olevat eksponentit taytyy

valita siten, ettd koko lausekkeen fysikaalinen dimensio on pituuden dimensio (eli SI-
yksikoissd metri). Merkitddn perussuureiden dimensioita seuraavasti: pituus [I[] = L,
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aika [t] = T ja massa [m] = M. Tilléin energian dimensio on

ML?
ja tiheyden dimensio on
M
[p] = ﬁ )

L=CM®° L2a T—2a Tb M¢ L—3C

T&dmé& on mahdollista vain jos a, b ja c toteuttavat yhtéléryhmén

a+c = 0
b—2a = 0
20 —3¢ = 1

elic=—1/5,a=1/5jab=2/5 ja siten side méadrdytyy kaavalla
r— CEV/52/5,=1/5

Néin on pédsty tulokseen, jossa tarvitaan vield C:n mé#rittédminen joko mittauksella
tai jollain muulla tiedolla. Taylor péétteli shokkiaaltoteorian perusteella, ettd C' ~ 1.
Tulipallon séde oli 15 ms kuluttua réjaytyksestd 300 m ja ilman tiheys on noin 1,3
kg m~3. Ratkaisemalla energia ja sijoittamalla niméi lukuarvot saadaan tulos

—ﬁ(i)5~1 4.10% J
2 \c/ 7 ‘
Tulos osoittautui oikeaksi!

Ré&jahdyksen voimakkuutta voi olla mielenkiintoista verrata esim. Loviisan ykkos-
reaktorin vuosituotantoon. Reaktorin teho on 440 MW ja se toimii noin 300 vuorokautta
vuodessa. Téméi antaa energian vuosituotoksi noin 1, 14-10' J. Siis samaa suuruusluok-
kaa kuin Taylorin analysoima ydinpommin réjahdys.

Esim. 2. Sinitaivas
Ehké vield himméstyttavimpi saavutus oli Rayleigh’n vuonna 1871 esittdmaé selitys sille,
miksi taivas on sininen.

Taivaalta tuleva valo siroaa ilman molekyyleistd. Merkitdin Auringosta tulevan va-
loaallon amplitudia E; ja molekyylin sirottaman valon amplitudia F; = aF;. Rayleigh



3.10. *HYODYLLISIA APUVALINEITA 69

padtteli aaltoliikeopin osaamisensa perusteella, ettd verrannollisuuskerroin o on verran-
nollinen molekyylin tilavuuteen V' = (47/3)a?, missé a on molekyylin séide. Koska ampli-
tudi on puolestaan valon intensiteetin I nelidjuuri, se pienenee etdisyyden funktiona ku-
ten /1/r2 = 1/r. Lisiksi sironnut intensiteetti I voi riippua aallonpituudesta, joten

6
I, = CLN,
T

missé I; x Ef on tulevan valon intensiteetti ja C' dimensioton vakio. Niinpé
[a)® o

[£s) = [MWW ;

joten [a]8[A]?/[r]? = L**® on dimensioton, joka toteutuu, kun b = —4 eli

I, oc A2,

Johtopéatoksend siis on, ettd nidkyvén valon lyhytaaltoisempi pdé eli sininen véri on
sironneessa valossa vallitseva.

Iltaruskon punerruksen voi puolestaan perustella silld, ettéd lyhytaaltoisempi valo si-
roaa ympériinsd ja taivaanrannalta silmiin tulee suhteellisesti enemmén vihemmén si-
ronnutta pitkéaaltoista valoa. Ongelman kvantitatiivinen analyysi tietenkin edellyttdaa
tarkempaa sironnan geometrian tutkimista.

Fysikaalinen ongelma ei ole suinkaan aina ratkaistavissa yksinkertaisella dimensioana-
lyysilla ja joka kerta se vaatii enemmén tai vihemmén fysikaalista intuitiota. Ensim-
méinen tehtdvé on osata tunnistaa ongelmaan vaikuttavat suureet. Vaikka tavoitteena
ei olisikaan ongelman lopullinen ratkaiseminen dimensioanalyysillé, on usein hyodyllistéa
miettid, mitké fysikaaliset suureet ovat ongelman kannalta olennaisia ja mitkd voidaan
jattad huomiotta. Primitiivisimméssd muodossaan dimensioanalyysi on saadun lausek-
keen yksikoiden tarkastamista, miké sekin monesti kertoo, jos laskussa jokin on mennyt
matkan aikana vikaan.

Suuren kvanttifysiikan kehittdjin P. A. M. Diracin kerrotaan todenneen, etté hén
katsoo ymmértavansa fysikaalisen yhtélon, jos hdn pystyy sen perusteella paatteleméan
ratkaisun perusominaisuudet ilman, ettd hénen tarvitsee varsinaisesti ratkaista yhtaloa.
Téssé similaarisuus- ja dimensioanalyyttiset tarkastelut ovat suureksi avuksi.
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3.11 Harjoituksia

1. Tutki, mitd tyyppid ovat seuraavien systeemien sidosehdot. Jos sidos on jossain
tapauksessa holonominen, anna tilanteeseen sopivat yleistetyt koordinaatit.

(a) Tasolla liukumatta vierivé pallo.
(b) Tasossa liikkuvat kaksi massapistetté, joiden etéisyys on annettu ajan funktio.

(c¢) Tasossa liikkkuva sauva, jonka keskipisteen nopeus on kulloinkin sauvan suun-
tainen (tdmé& on itse asiassa luistin).

2. Laske m-massaisen hiukkasen liikeyhtdlot seuraavista Lagrangen funktioista

1

(a) L = ie'ytmiﬁQ
1
b) L = ¢ <2m:b2 - mgac)
1
(¢) L = 562% (mfk2 - mwgazQ)

missé 7, g ja wy ovat vakioita. Anna jokaisen liikeyhtdlon fysikaalinen tulkinta.

3. Tarkastellaan yhden euron kolikkoa, joka vierii pystyasennossa pitkin tasopintaa.
Olkoon kolikon séde r ja méérdtkoot kulmat 6 (kolikon pinnan suunta) ja ¢ (koli-
kon vaihekulma eli "ykkosen” suunta) kolikon asennon. Olkoon (z,y) kolikon kon-
taktipiste tason kanssa. Johda yhtélopari

dx 4+ rcosfdy
dy+rsinfdy = 0

Osoita, ettéd naitd yhtdloita ei voi integroida yksikésitteisesti. Tamé on erds kéy-
tdnnon esimerkki ei-holonomisista sidoksista.

4. Kaksi massaa, m ja M, on yhdistetty massattomalla kdydella kitkattoman pyo-
ran yli. Massat riippuvat gravitaatiokentéssd. Minké tyyppinen sidos systeemissé
on? Muodosta systeemin Lagrangen funktio, johda liikeyhtalot ja laske massojen
kiihtyvyydet.

5. Johda Lagrangen funktio ja liikeyhtdlot tapauksessa, jossa M-massainen kiila voi
liukua kitkatta vaakatasossa ja kiilan kaltevalla tasolla on kitkattomasti liukuva
massa m, johon vaikuttaa painovoima mg. Tdmé on siis sama ongelma kuin har-
joitustehtavissé 1.6, jolloin Lagrangen mekaniikkaa ei vield oletettu tunnetuksi.

6. Hiukkanen liikkuu tasossa kiintedén pisteeseen suunnatun voiman

1 i — 2fr
P ()
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alaisena. Téssd r on etdisyys voimakeskuksesta ja ¢ on vakio. Etsi potentiaali
U(r,7), josta yhtdlon

ou doUu
“or Tdtor
avulla voidaan ko. voima johtaa. Olettaen, ettd Uy on téllainen potentiaali, kelpaa-
ko funktio U = Uy + 7A(r) potentiaaliksi?
Vihje: Tehtéavé ei ole pitkd (n. 1/2 sivua). Aloita jalkimmaéisestd osasta.

F=

Variaatiolaskennan harjoittelua: Ratkaise nk. brachistocrone-ongelma: "Etsi nopein
reitti, jota pitkin kappale putoaa gravitaatiokentéssé pisteestd 1, pisteeseen 2” eli
osoita, etté reitin lauseke on muotoa

a::/ Ldy—kc
Vo—y

Olettaen, ettd ratkaisu kulkee pisteen x = 0, y = 0 kautta, osoita, ettd kayréan
parametrimuotoinen yhtéloé on

x=a(p—siny); y=a(l—cosyp).

Piirra kayra.

. * Ratkaise brachistocrone-ongelma kiyttiden Lagrangen kertojia.

. Hiukkanen (massa m) liikkkuu kitkattomasti paraabelilla

L s
= —ax
Y73
(a > 0 on vakio) xy-tasossa homogeenisessa gravitaatiokentéssi g. y-akseli osoittaa
pystysuoraan ylospédin. Hiukkanen ldhtee levosta korkeudelta y = h > 0. Anna

sidosvoiman itseisarvo liikkeen aikana h:n ja x:n avulla.

Tarkastellaan heiluria, joka roikkuu kiinteésté pisteesté z-akselin suuntaisessa gra-
vitaatiokentdsséd, mutta on vapaa heilumaan kiintedn vartensa péadssid z- ja y-
suunnissa (palloheiluri). Laske varren jannitys kokonaisenergian ja kulmien funk-
tiona.

Konstruoidaan gravitaatiopotentiaalissa toimiva vesiliukuméki sylinterikoordinaat-
teja (r, @, z) kiyttéden (tee piirrustus rakennusfirmalle!)

r = a
L= - g)

missé h ja a ovat vakioita ja kulma saa kasvaa yli 2m:n. Lahtekoon mekaniikan koti-
laskujen pisteméiseksi ruttaama mutta yhé m-massainen fysiikan opiskelija laske-
maan méked hetkelld ¢ = 0 korkeudelta z = h. Laske Lagrangen kertoimien avulla
opiskelijaan vaikuttavat sidosvoimat.
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Varattu hiukkanen liikkuu magneettikentéssd B = V x A, jonka vektoripotentiaali
riippuu vain z-koordinaatista, A = A(z). Oletetaan liséiksi, ettd sdhkokenttd on
nolla. Tunnista sykliset koordinaatit ja ma#rda kolme toisistaan riippumatonta
liikevakiota.

Meteoriitin tormétessi Maahan on syntyvin kraaterin halkaisija D = D(FE, g, p),
missd E on tormé#djian energia, g gravitaatiokiihtyvyys ja p maa-aineksen tiheys.
Osoita dimensioanalyysin avulla, ettd D on verannollinen energian potenssiin i,
eli D < EVA.

Hiukkasfysiikassa kéytetdadn usein ns. luonnollista yksikkojérjestelméd, jossa h =
¢ = 1. Té&llsin kaikkien suureiden dimensiot ovat energian potensseja (merkitdén
[E] = F). Hiukkasfysiikassakin téytyy kuitenkin aina silloin t#llin palata reaali-
maailmaan ja ilmaista laskun tulos tavallisissa yksikoissé (joiden dimensiot ovat
siis M, L, T). Luonnollisissa yksikoiss# esim. pituuden dimensio on E~!. Etsi di-
mensioanalyysin avulla A:sta ja c:sté riippuva muuntokerroin C(#, ¢), joka muuttaa
pituuden luonnollisista yksikoistéd tavallisiin yksikéihin. Etsi muuntokerroin myés
ajalle, jonka senkin dimensio on E~! luonnollisissa yksikoissé.



Luku 4

Varidhdysliikkeet

Kun fysikaalista systeemia hairitdéin, se alkaa usein oskilloida. Toisaalta erilaiset jaksol-
liset tapahtumat voidaan kuvailla oskillaatioina tai niiden superpositioina. Niinpé vé-
rahdysliike onkin yksi tdrkeimpié fysiikan perusasioita. Varsin yleisesti varahdysliikkeen
yhtdlé on muotoa

q+ f(g,4,t) =0, (4.1)

misséd g on liikettd kuvaava koordinaatti. Jos f ei riipu eksplisiittisesti ajasta, liiketta
kutsutaan autonomiseksi ja jos se ei sisélld mydskiddn nopeutta ¢, niin systeemi on
konservatiivinen. Jos f on tdmén liséksi ¢:n lineaarinen funktio, on kyseessid harmonisen
oskillaattorin kaltainen tilanne.

Esimerkki ei-autonomisesta ja ei-konservatiivisesta véarahtelijdstd on muotoa

G+ flg,q) = F(t), (4.2)

missé nopeusriippuvuus kuvaa oskillaation vaimenemista ja F(t) ajasta riippuvaa pak-
kovoimaa.

Tarkastelemme jatkossa pédasiassa lineaarisia virihtelijoitd. Luonnon makroskoop-
piset oskillaatiot ovat usein epélineaarisia, mutta mikéli oskillaation amplitudi voidaan
olettaa pieneksi, yhtdlot voidaan linearisoida. Meilld on jo ollut esimerkki myds epé-
lineaarisesta oskillaattorista, nimittdin luvun 1 matemaattinen heiluri. Kuten olemme
nihneet heilahduskulman ollessa pieni (sin 6 & 6) heiluria voi approksimoida lineaarise-
na harmonisena oskillaatorina. Tdma usein myo6s halutaan tehdé, koska kuten tulemme
jatkossa ndkemédn epélineaaristen oskillaatoreiden késittely on yleensd hyvin hankalaa.

4.1 Lineaarinen harmoninen oskillaattori

Tarkastellaan aluksi vakiomassaista (m) hiukkasta, joka liitkkuu potentiaalissa U(q). Sys-
teemi on staattisessa tasapainossa, kun yleistetty voima on nolla eli Q = —dU/dq = 0.

73
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U
Kuva 4.1: Stabiili (vasen) ja epés-
tabiili (oikea) tasapainoasema, dy . q

joissa dU/dq = 0. X, 0 X

T&ll6in siis potentiaalilla on ddriarvo. Riippuen siitd, onko kyseessé potentiaalin minimi
vaiko maksimi, tasapaino on joko stabiili tai epéstabiili (Kuva 4.1). Virédhtelyliike voi
syntyi vain stabiilin tasapainotilanteen ympérille. Usein tasapaino on stabiili vain lo-
kaalisti eli jos systeemid héiritdéin lilan voimakkaasti (héiridamplitudi on liian suuri),
systeemi ajautuu epéstabiiliksi.

Merkitédn koordinaatin g tasapainokohtaa gg:lla ja poikkeamaa x = g¢—qq . Oletetaan
tdsséd yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ¢ on paikkakoordinaatti. Oskillaatio voi tapahtua
my0Os kulmakoordinaatin suhteen kuten ndhdéén jatkossa kytkettyjen oskillaatioiden ta-
pauksessa. Kehitetddn potentiaali U Taylorin sarjaksi gp:n ympéristosséa

dU 1 d2U

Ulg) =Ulgo) + | =+ 5152

2
4,
a7 T+ (4.3)

q0

Valitaan potentiaalin nollataso siten, ettd ensimméinen termi on nolla. Toinen termi on
tasapainossa méadritelméin mukaan nolla (tasapaino on diriarvo), joten toista kertalukua

myoten
1d?U
Ulg) = z—| =% 4.4
@ =55z, @ (4.4
Kun vield valitaan fiksusti koordinaatiston origoksi gg, niin
1
U(z) = 5 ka? (4.5)

missi k = d?U/dg?|,,. Néin olemme péiisseet luvusta 2 tutun Hooken lain muotoiseen
potentiaaliin. Systeemin kineettinen energia on

1 1 [d !
ja saamme systeemin Lagrangen funktioksi
1 1
L=-mi*— - ka?. 4.7
5 ma” — 5k (4.7)

Liikeyht&lo 16ytyy jalleen laskemalla L:n derivaatat Lagrangen yhtdloiden mukaisesti.
Tulos on tietenkin tuttu lineaarinen harmoninen oskillaattori

mZ + kx =0. (4.8)
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Otetaan kiyttoon merkinté k/m = w3, jolloin
i+ wir=0. (4.9)

wo:n fysikaalinen dimensio on selvisti taajuus (SI-yksikko s=1).

Vaikka tulos onkin ennestidin tuttu, ei saavutus ole vihéipéatoinen. Onhan tulos saa-
tu pelkéstdan tarkastelemalla massapisteen liikettéd stabiilin tasapainoaseman ldhelld ja
kayttamalla Lagrangen yhtaloité.

Yhtélo (4.9) on tavallinen lineaarinen differentiaaliyhtéilo, jonka ratkaisuille pétee
superpositioperiaate, eli 16ydettyjen ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat my6s yhtéalon
ratkaisuja. Ratkaisu 16ytyy tunnetusti yritteelld x = e’ Sijoittamalla timé yht#loon
(4.9) saadaan karakteristinen yhtls r? = —w? eli r:114 on kaksi kompleksista ratkaisua
r = +iwg. Naiden ratkaisujen superpositio on yhtédlon yleinen ratkaisu

1. 1 A
x(t) = §Ale’°’0t + §A26_W°t . (4.10)

Koska x on jirkevdi olettaa reaaliseksi, on integroimisvakioiden A; ja As oltava
toistensa kompleksikonjugaatteja. Kirjoitetaan A; = a — ib ja Ay = a + ib (a ja b ovat
reaalilukuja), jolloin ratkaisu saadaan Eulerin kaavan

et = coswt + isinwt (4.11)

avulla muotoon
x(t) = acoswyt + bsinwyt . (4.12)

Otetaan alkuarvoiksi ¢t = 0, x = ¢ ja & = vg. Talléin a = x¢ ja b = vy /wp.
Ratkaisu voidaan kirjoittaa my6s muodossa

x(t) = Acos(wot + 9), (4.13)

missé A antaa oskillaation amplitudin ja § vaiheen.

4.2 Vaimennettu viridhtelija

Jos viardhtelijadn vaikuttaa nopeuteen verrannollinen vastusvoima, Lagrangen yhtédlon
suoraviivainen kayttdminen on hankalampaa, koska systeemin kokonaisenergia ei siily.
Ongelman tarkastelu on yksinkertaisinta ldhtemélld suoraan harmonisen oskillaattorin
newtonilaisesta liikeyht#lostd (4.9) ja lisddmailla sithen vastustermi —23&, missd 3 ole-
tetaan yksinkertaisuuden vuoksi positiiviseksi vakioksi. Liikeyht&loksi tulee

i+ 287 +wiz =0. (4.14)
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Kiyttamalld yritettd e, saadaan yhtdlon (4.14) karakteristisen yhtdlon juuriksi

o= B4/ -]
ro = —f—4/B%—wp

ja yleinen ratkaisu on jélleen superpositio

2(t) = e P (A1eVI 90t 4 Ape VI -ty (4.15)

Tapaus wi > 3?

Merkit#sin w? = w(z) — (32, jolloin w? > 0 ja juurilausekkeet /(32 — wg ovat imaginaarisia.
T&ll6in ratkaisu saa muodon

2(t) = e (A 4 Age™1t) | (4.16)
Téamé voidaan kirjoittaa my6s muodossa
z(t) = Ae P cos(wit — 6). (4.17)

Amplitudi on siis muotoa Ae =" ja siten se pienenee ajan myoté eli oskillaatio vaimenee.
Suure w; muistuttaa taajuutta siind mielessé, ettd sen kédnteisluku kuvaa verhokay-
rin © = Ae P! ja oskillaatiota kuvaavan kiyrén perikkiisten sivuamiskohtien ajallista
etdisyyttd, vaikka ndmé pisteet eiviit olekaan tésmillisesti periodisia (Kuva 4.2). Téta
tapausta kutsutaan alivaimennetuksi virihtelyksi.

X

Kuva 4.2: Alivaimennettu viréhtelija.

Samaa yht#lod voi kiyttad kuvaamaan tilannetta, misséd G < 0. Télloin jokin prosessi
syottid energiaa oskillaattorille ja oskillaatio kasvaa. Téllainen vérdhtelija on epéstabiili
ja oskillaatio ajan mittaan joko kasvaa epélineaariseksi tai systeemin jokin muu ominai-
suus alkaa rajoittaa amplitudin kasvua.

Huom. Karakteristisen yhtdlon ratkaisun imaginaariosa vastaa oskillaation taajuutta
ja reaaliosa vaimennusta. Kéytdnnossé oskilloiva suure (esim. sdhkokenttd) kirjoitetaan

usein muodossa
.Z'(t) _ Aeiwt _ Aei(w1+i,8)t _ Aefﬁteiwlt’



4.3. AJASTA RIIPPUVA ULKOINEN VOIMA 7

jolloin siis kompleksisen taajuuden w = w; +1i/ reaaliosa (w;) antaa oskillaatiotaajuuden
ja imaginaariosa () vaimennuskertoimen. Tillaisten lausekkeiden merkkien kanssa
on tirkedd olla huolellinen. Aikariippuvuus kirjoitetaan usein oc e, T#ll6in taajuus
eli w:n reaaliosan itseisarvo sdilyy samana, mutta §:n merkki muuttuu eli negatiivinen
[ vaimentaa ja positiivinen kasvattaa oskillaatiota.

Tapaus w3 < (3

Téssd tapauksessa karakteristisen yhtédlon ratkaisut ovat reaaliset ja differentiaaliyhtélon
yleinen ratkaisu on
z(t) = e PH(A1e? + Age2t) (4.18)

missi wy = /2 — wg. Tamaé ratkaisu ei siten oskilloi. Koska 3 > ws, systeemi hakeutuu
aina lopulta (t — o) lepoon eli poikkeama tasapainotilasta x — 0. Tapausta kutsutaan
ylivaimennetuksi vardhtelyksi.

Tapaus w% =32

Nyt karakteristisen yhtdlon juuret ovat yhtédsuuret (r = —f3), jolloin ei suoraan saada
kahta lineaarisesti riippumatonta ratkaisua. Nyt ratkaisua kannattaa yrittdd muodossa
x = A(t)e™P" (ns. vakion varioimismenetelmi). Niin saadaan

i=(A—pBA)e P
i=(A—28A+32A)e "
= 0=i+26%+ %z = Ae

eli A =0« A= A + Ayt. Niin siis saadaan kahden riippumattoman ratkaisun super-
positio muodossa
x(t) = (Ay + Agt)e P, (4.19)

Tamékain ratkaisu ei oskilloi vaan on sellainen, joka saavuttaa lepotilan mahdollisimman
nopeasti. Téllaista vaimennusta kutsutaan kriittiseksi vaimennukseksi.

4.3 Ajasta riippuva ulkoinen voima

Oskillaattoria ajaa usein ulkoinen pakkovoima. Tdmé& on varsin yleinen tapaus sdhkoi-
sissé virdhtelypiireissd, joihin ajetaan vaihtovirtoja esimerkiksi virdhtelyldhteen tai vas-
taanottoantennin kautta. Tarkastellaan ensiksi tilannetta, jossa ei ole mukana vaimen-
nusta

1
Pt wi = —F(t). (4.20)
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Yhtéalon ratkaisemiseksi otetaan kayttoon kompleksinen muuttuja z = & — iwpx. Témén
tempun juju on siiné, etti

5 o= & —iwod =% —iwe(z + iwex) = F 4+ wix — iwpz (4.21)

1
= i+ iwgz = —F(t) (4.22)
m

eli meilld on ratkaistavana ensimméisen kertaluvun epdhomogeeninen differentiaaliyh-
tdlo. Se tapahtuu ratkaisemalla ensin homogeeninen yhtilo 2, + iwgzp = 0 yleisesti ja
etsimélld sen jilkeen epdhomogeenisen yhtédlén erikoisratkaisu. Homogeenisen yhtélén

ratkaisu on yksinkertaisesti ‘
zp = Ae” ™0t (4.23)

Erikoisratkaisulle tehd&én yrite
Ze = A(t)e~ ol
Nyt
2o = A(t)e 0t —juoA(t)e @0t = (4.24)
. ) 1
A(t)e ™0 = 3, +iwgze = —F(t). (4.25)
m
Téstd saadaa A(t) integroimalla
I L
A(t) — A(0) = / dt'e™ U F(t). (4.26)
m Jo
Néin on ratkaistu z
. | Y L
2(t) = e~ ot (A(O) + / dt’ e'wot F(t’)) ) (4.27)
m Jo
joka antaa médritelménsd mukaan sekd x:n ettd i:n

1
t=Rez; z=——Imz. (4.28)
wo

Sivuhuomautus

Lineaarisen 1. kertaluvun differentiaaliyhtélon

y+ Pty =Q(t)

voi ratkaista yleisesti seuraavasti: Kerro yhtélon molemmat puolet lausekkeella eJo P dV

ja huomaa, ettéd yhtédlon vasemmalla puolella on nyt lausekkeen yeft;5 P(#)dt’" aikaderivaat-
ta. Néin voit siis integroida yhtélon ja saat

t ’
yefgp(t/)dt’ . y(O) _ / e/(j P(t//) dt”Q(t/) dt/
0
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Y14 annettu ratkaisu (4.27) seuraa téstd suoraan. Edelld esitetyn vakion varioimisme-
netelmén etuna on kuitenkin se, ettd kikka toimii usein myos ratkaistaessa korkeampaa
kertalukua olevia lineaarisia differentiaaliyhtiloja.

Siirtyminen kompleksitasoon on olennaisesti muuttanut toisen kertaluvun differentiaa-
liyhtélon kahdeksi ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi paikalle ja nopeudelle.
Radan mé#arddamiseen meilld on kaksi alkuehtoa, virdhtelijin nopeus ja paikka hetkelld
t = 0, jotka masraavit (kompleksisen) alkuarvon A(0) = z(0) = x(0) — iwpz(0).

Tarkastellaan esimerkkiné heiluria, joka on aluksi levossa origossa ja johon alkaa
hetkelld ¢ = 0 vaikuttaa vakiovoima Fy. Hiukkasen paikka hetkelld 7 saadaan suoraan
integraalista

Y
z(t) = e“"OT/ Fye™ot dt
m Jo

Foe—ion T
= — ™ot dt
0

m

Foe—ion iwo
= — T—1). 4.29
(e 1) (4.29)
Eulerin kaavan avulla 16ydetéén jédlleen ratkaisun reaali- ja imaginaariosat, jonka jélkeen
oskillaattorin paikka saadaan kaavan (4.28) avulla

1 2F Fi
x(T) = —w—OImz = mwog sinz(%) = m—sg(l — COSWQT) - (4.30)

Oskillaattori viirihtelee siis kohdan z¢g = F/(mw3) ympérilld taajuudella wp .

4.4 Vaimennettu ulkoisen voiman ajama véarihtelija

Jos ulkoisen voiman ajama oskillaattori on liséksi vaimeneva niin kuin kaikki todelliset
makroskooppiset oskillaattorit varmaankin ovat, on meilld ratkaistavana yhtalo, joka on
muotoa

&+ 28% +wir = f(t). (4.31)
Jos 8 on vakio, ei tdmén yhtdlon ratkaiseminen ole periaatteessa yhtéén sen hankalampaa
kuin edelld esitetyn tapauksen § = 0. Télloin nimittdin yhtédlon vasen puoli voidaan
kirjoittaa muodossa

(D—7r1)(D—r9)x=(D —1r1)z=2%—r12,
missd 71 ja ro ovat edelld ratkaistut karakteristisen yhtdlon juuret ja D = d/dt. Tamé

kikka muuntaa siis jédlleen yhtélon kahdeksi ensimmaéisté kertalukua olevaksi differenti-
aaliyhtaloksi

z—mrz = f(t)
T —rex = 2z(t),
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joihin puree edelld johdettu yleinen menetelmé, jossa nyt alivaimennetulle tapaukselle

Im 2

Im?“g’

mutta kriittisesti vaimennetulle ja ylivaimennetulle tapaukselle (Imr; 2 = 0) joudutaan
toinenkin yhtélo ratkaisemaan ensimmaisen tapaan. Tarkastellaan seuraavaksi kuitenkin
sinimuotoista voimaa, jolle ratkaisun voi 16ytd4 paljon ndppéardmmin sopivasti valitulla
yritteella.

Useimmat fysikaalisissa ongelmissa esiintyvét pakkovoimat ovat funktiomuodoltaan
sen verran siistejé, ettd ne voidaan esittdd Fourier-sarjoina (FYMM I) esimerkiksi muo-
dossa

ft) = Z fn cos(nwt) . (4.32)

Tarkastellaan téssé esimerkking vain yhté Fourier-komponenttia eli kulmataajuudella w
oskilloivaa pakkovoimaa

f = focos(wt) (4.33)
ja tehd&ddn epdhomogeeniselle yhtélolle yrite
e = Acos(wt — 0).
Sijoitetaan tdmé taydelliseen litkeyht&loon (4.31), jolloin siitd tulee algebrallinen yhtalo

{fo — Al(wi — w?) cos§ + 2wBsin ]} coswt  +
—{A[(wg — w?)sind — 2wPcosd]}sinwt = 0. (4.34)

Koska sinwt ja coswt ovat lineaarisesti riippumattomia funktioita, toteutuu yhtalo kai-
killa ¢ vain, jos kummankin funktion kertoimet ovat erikseen nollia. Jos A # 0, saadaan
sin wt:n kertoimesta

2
tan5 = % s (435)

josta voidaan laskea sin § ja cos d. Toisaalta cos wt:n kertoimesta saadaan yritteen ampli-
tudiksi
Jo

A= 4.36
(wg — w?) cosd + 2wBsind (4.36)

Sijoittamalla tdhén siné ja cosd amplitudiksi tulee

Jfo
Vg =22+ 45

A= (4.37)

Téydellisen yhtélon (4.31) erikoisratkaisu on siten

ze(t) = Jo cos(wt — 8) . (4.38)

V(g — w?)? + 4232
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Merkitsemélld jaksossa 4.2 16ydettyjd homogeenisen yhtédlon yleisid ratkaisuja xp(t)
on yhtélon (4.31) taydellinen ratkaisu muotoa

x(t) = zp(t) + ze(t). (4.39)

Vaimennetulle oskillaattorille z (¢) on térkeé vain ratkaisun alussa, silld se vaimenee ajan
myoté pieneksi ja pakkovoima méaraé oskillaattorin vérdhtelytaajuuden. Oskillaattorin
ominaisvérdhtelytaajuus ja vaimennuskerroin vaikuttavat véarahtelyn amplitudiin ja vai-
heeseen. Kun pakkovoiman taajuus puolestaan kasvaa kasvaa 0 — oo, siirtyy vaihekulma
0:0—m.

Erikoistapaus: Resonanssi

Jos pakotetun oskillaattorin vaimennus menee nollaksi, ettd ylld l6ydetty erikoisratkai-
su divergoi kun w — wyg eli kun pakkovoima on resonanssissa oskillaattorin ominais-
taajuuden kanssa. Vaimennetulle oskillaattorille timéa amplitudiresonanssi 16ydetdan
etsimélla A(w):m maksimi
dA
— =0 4.40
- , (4.40)

Wres

Wres = \/wi — 232 (4.41)

Tultaessa liian ldhelle resonanssikohtaa heikosti vaimennettu mekaaninen systeemi joko
murtuu tai systeemin epélineaariset ominaisuudet alkavat kasvattaa vaimennusta.

joka on kohdassa

*Esimerkki: Parametrinen resonanssi

Edella késitelty amplitudiresonanssi toteutuu ulkoisen pakkovoiman vuoksi, vaikka sys-
teemi olisi alun perin levossa. Késitellddn téssé esimerkkié systeemisté, joka pysyy le-
vossa, jos se on alunperin levossa, mutta joka ajautuu itsestddn epéstabiiliksi, jos sen
tila poikkeaa vihénkin tasapainosta.

Ajatellaan, ettd systeemin “ulkopuolinen” vaikutus rajoittuu vain jonkun systeemié
kuvaavan parametrin ajalliseen kehitykseen. Esimerkiksi kdy vaikka harmoninen heiluri,
jonka varren pituus vaihtelee. Téllaista tilannetta voi kuvailla yhtalolla

i+ w?(t)z = 0. (4.42)

Nyt ajasta riippuva ominaistaajuus oletetaan periodiseksi siten, ettd w(t + T') = w(t).
Jos siis x(t) on litkeyhtélén ratkaisu, niin my6s z(t+7") on ratkaisu. Oletetaan, etti z; ja
x9 ovat liikeyhtdlon kaksi riippumatonta ratkaisua, joten niiden tdytyy muuntua itsensé
lineaarikombinaatioiksi, kun ¢ — ¢ + 7. Nyt on mahdollista valita z; ja o siten, etta
1t +7T) =ciz1(t) ja x2(t +T) = cowa(t). Yleisimmaét tillaiset ratkaisut ovat muotoa
zi(t) = ML) ; i = 1,2, (4.43)

7
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missé II;:t ovat periodisia funktioita periodinaan T

Kertoimien ¢; vilille 16ytyy nyt riippuvuussuhde. Kerrotaan yhtils i1 + w?(t)z; = 0
wo:114 ja yht#ld o + w?(t)xe = 0 x1:114 ja vihennet#in ne toisistaan. Lyhyt lasku antaa
tuloksen

a'clarg — afli’g = vakio. (4.44)

Koska z;:t ovat muotoa (4.43), niin ¢:n korvaaminen ¢ + 7114 kertoo yhtdlon (4.44)
vasemman puolen tekijalla cjco, joten yhtélon voimassaolo edellyttds, etta

C1Cy = 1. (4.45)

Koska alkuperdisen differentiaaliyhtélon kertoimet ovat reaalisia, tdytyy ratkaisun
kompleksikonjugaatin olla myos yhtélon ratkaisu. Téstd seuraa, ettd joko c; ja co ovat
toistensa kompleksikonjugaatteja, jolloin molempien itseisarvot ovat ykkdsen suuruisia,
tai molemmat ovat reaalisia, jolloin toinen on toisen kédnteisluku. Jalkimméaisesséd ta-
pauksessa siis riippumattomat ratkaisut ovat

() = T () (4.46)
zo(t) = VT, (4.47)

Nyt toinen ratkaisuista (negatiivinen eksponentti) vaimenee ajan myotd, mutta toinen
(positiivinen eksponentti) kasvaa nopeasti olipa alkuperéinen hirié kuinka pieni tahan-
sa. Tata tilannetta kutsutaan parametriseksi resonanssiksi.

Olemme vasta osoittaneet, etté periodisen ominaistaajuuden tapauksessa systeemilld
voi olla ratkaisu, joka kasvaa eksponentiaalisesti. Jotta voisimme sanoa, milloin tdmé&
ratkaisu todella kuvaa systeemis, pitis w(t) kiinnitt#s. Esimerkiksi tapauksessa w?(t) =
w3 (1 + hcosvyt), missid h < 1 (systeemin ominaistaajuudessa on siis pieni sinimuotoinen
osa suuren vakion rinnalla) osoittautuu, ettd parametrinen resonanssi on vahvimmillaan,
jos ominaistaajuuden vaihtelufrekvenssi on v &~ 2wy, eli noin kaksi kertaa systeemin
h&irioton ominaistaajuus. Témén tietédd itse asiassa jokainen pikkulapsi, joka osaa keinua
riippukeinussa! Liikuttamalla itsedén ylos-alas kaksi kertaa keinun ominaistaajuudella
lapsi saa keinun nopeasti epélineaarisen suurelle heilahduskulmalle, kunhan keinu aluksi
litkkahtaa vain véhéankin.

4.5 Kytketyt harmoniset varihtelijit

Edella olleessa tarkastelussa ei Lagrangen formalismia kéytetty hyvéksi kovinkaan te-
hokkaasti, silld liikeyhtélot 1oytyvat varsin vahalla vaivalla myds Newtonin mekaniikas-
ta. Siirryttiesséd tarkastelemaan useampaa toisiinsa kytkeytynyttéd oskillaattoria forma-
lismin edut tulevat kuitenkin nékyviin, silld suoraviivainen koordinaattitarkastelu kiy
dkkia liian raskaaksi.
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Kuva 4.3: Kaksoisheiluri.
Massa m or ripustettu kiin-
tedsté pisteestd massattomalla
jaykalla varrella (pituus 1) ja
massa mso vastaavasti massas-
ta my (varren pituus ly).

Esimerkki: Kaksoisheiluri tasossa

Tarkastellaan tasossa liikkuuvaa heiluria (mg,[;), jonka vapaasta paésti riippuu toinen
samassa tasossa liikkuva heiluri (mag,lz) (Kuva 4.3). Merkitédén heilureiden heilahdus-
kulmia pystysuunnasta @1, @s. Koska molemmilla heilureilla on luonnollinen sidosehto
eli heilurin vakiopituus, alunperin nelji koordinaattia (x1,y1,z2,y2) voidaan ilmaista
néiden kahden kulman avulla

1 = ljcosyp
y1 = lising
To = ljcospi + lacospo
Yo = lisine; +Ilasinps.

Sijoitetaan ndmé kineettisen energian lausekkeeseen
=
2 .2
i

1 , 1 , .
= §(m1 + mo) 32 + §m2l%<p% + malilip1pa cos(p1 — p2)

Potentiaalienergiat ovat puolestaan

U = —maglycospr
Uy = —mgag(licospr +Ilzcosps).
Kaksoisheilurin Lagrangen funktioksi tulee siten
1 . 1 i .
L = §(m1 +ma)lF + §m25%80§ + malil1 9192 cos(p1 — p2)

+(m1 + ma2)gly cos g1 + magla cos @ .
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Taméa on voimassa kaikille heilahduskulmille. Jos molemmat kulmat voidaan olettaa
pieniksi, tdmé yksinkertaistuu muotoon

1 . 1 . L.
L = §(m1 +mg)l§ o7 + §m2l%¢§ + malilop12

1 1
—5(mi+ ma)glip} — §ngl2s0§ :

Téstd on sitten suoraviivaista johtaa liikeyhtélot kummallekin kulmalle kéyttden La-
grangen yhtéloitd. Namé yhtalot voidaan ratkaista seuraavaksi késiteltédvin menetelmin.

Lukijalle ja& omatoimiseksi harjoitustehtéviaksi vakuuttautua, ettd ongelma on ai-
ka hankala késiteltéiviksi suoraan ilman Lagrangen formalismia. Jo tdmé kohtuullisen
yksinkertainen esimerkki vihjaisee niistd vaikeuksista, joita liittyy kytkettyjen vérdhte-
lijoiden maailmaan.

Monenlaisia fysikaalisia systeemejd voi kuvailla toisiinsa kytkettyjen oskillaatoreiden
avulla. Esimerkkeinéd kdyvédt moniatomiset molekyylit, akustiset tai mekaaniset vérah-
telyt ja sdhkoiset vérdhtelypiirit. Samoin jatkuvasti jakautunut kimmoisa aine usein vé-
riahtelee tietyilla ominaistaajuuksilla. Jos vérdhtelyt pysyvét pieniné, systeemin voidaan
ajatella koostuvan useasta harmonisesta oskillaattorista. Usean oskillaattorin kytkemi-
nen toisiinsa lisdd kuitenkin oskillaattorien vilisten resonanssien mahdollisuutta, jolloin
mahdollisuus liukastua epélineaariselle alueelle kasvaa nopeasti. Yksinkertainen esimerk-
ki tilanteesta oli jo edelld késitelty parametrinen resonanssi, jossa oskillaatiota moduloi-
nut taajuus kytkeytyi oskillaattorin ominaistaajuuteen.

Nyt tarkasteltavissa tapauksissa on useita oskillaatoreita ja niissd useita riippu-
mattomia vapausasteita. Merkitddn kaikkia systeemin riippumattomia koordinaatteja
g, ©=1,...,n. Annetaan systeemin potentiaalienergia néiden funktiona

U=U(q,---,qn)-

Oletetaan, ettéd systeemilld on tasapainoasema eli potentiaalin minimikohta koordinaat-
tien arvoilla {¢,49,...,q2}. Merkit#iin koordinaattien poikkeamia tasapainosta jilleen
muuttujilla x; ja kirjoitetaan Taylorin kehitelmé talla kertaa usean muuttujan funktiolle

2‘ Z 8q18q]

missd on otettu kayttoon lyhennysmerkintd gg = {q?,qg, ..., q°}. Kaksi ensimméists
termié voidaan asettaa nolliksi samoilla oletuksilla kuin yhden oskillaattorin tapaukses-
sa. Rajaamalla tarkastelu lineaarisiin oskillaattoreihin jéljelle jda vain toisen derivaatan
termi, joten potentiaali voidaan kirjoittaa muodossa

TiTj + ..., (4.48)

U(le"'a‘]n = q0 +Zaq

1
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missé “jousivakiot” k;; muodostavat nyt kaksiulotteisen matriisin K. Matriisinotaatiossa
potentiaali on siis

1
U= ixT K-x, (4.50)

missé x on pystyvektori ja x? on sen transpoosi (siis vaakavektori).

Selvitetddn seuraavaksi, mitd kineettinen energia tarkoittaa téllaisessa tapauksessa.
Merkitéén karteesisia koordinaatteja télla kertaa {yx} ja kuhunkin koordinaattiin liitty-
véd massaa my. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd sidosehdot ovat skleronomi-
sia (ajasta riippumattomia), joten muunnosyhtélot yleistettyihin koordinaatteihin ovat
muotoa

?/k:yk(QhQQ»-u,Qn)- (451)

Karteesisten koordinaattien nopeudet saadaan derivoinnin ketjusdannolla

. Oy .
4 aqj J ( )
J
ja néiden nelioiksi tulee
Oy, O
Z Yk yk i (4.53)
dgi dg; &

Koska ¢; = q? + x;, on ¢; = &; ja kineettiselle energialle saadaan lauseke
== E == g E —— = ¢;q; - 4.54
5 4 MEY, 5 - ( 4 my da: 9, dig; ( )

Otetaan kidyttoon merkintéd

Z Oyk Oy = my;
A a% a% v

jolloin Lagrangen funktioksi tulee
1 .. 1
= 5 Z mijxixj — 5 Z kijxixj . (4.55)
17‘7 l?]
Téamé on hyodyllistd esittdd matriisimuodossa kirjoittamalla M = (my;) ja KK = (k;j)

1 1
L:§>'<T-M'>'<—§XT K-x. (4.56)

Massamatriisi (m;;) ja jousivakiomatriisi (k;;) ovat mééritelmiensé perusteella re-
aalisia ja symmetrisid, miké helpottaa seuraavia laskutoimituksia.

Lagrangen yhtélot ovat muodollisesti samanlaiset kuin aiemminkin

d (or\ oL _
dt ﬁqj aq]'_
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kaikilla 7 = 1,...,n. Sijottamalla L Lagrangen liikeyhtél6ihin saadaan liikeyhtéloiksi
poikkeamille {xz;}
> (mijij + kijay) = 0 (4.57)
J
kaikilla ¢ = 1,...,n. Kyseessd on siis n:n liikeyhtélon yhtaloryhmé.
Valitaan yritteeksi jo vahvalla rutiinilla

o L —iwt
zj = Caje ,

missé C' on kompleksiluku ja kertoimet a; ovat reaalisia. Sijoittamalla tdm4 liikeyht&loén
saadaan

Z(Caje_i‘”tkij — C’w2aje_wtmij) =0 = (4.58)
J
Z(kijaj - meijaj) =0. (459)
J

Tamé& on matriisimuodossa ominaisarvoyhtilo
(K —w?*M)-a=0, (4.60)

missé,
aj
ag

Qan

Ei-triviaaleilta ratkaisuilta (a # 0) edellytetéiin
det(K — w?*M) =0, (4.61)

koska matriisilla (K — w? M) ei selviistikisin saa olla kiifinteismatriisia.

Kirjoittamalla determinantti auki saadaan sekundaariyhtaléksi kutsuttu n:n ker-
taluvun polynomiyhtils w?:lle. Yhtilon ratkaisuja w; (i = 1,...,n) kutsutaan systeemin
ominaistaajuuksiksi. Sijoittamalla w;:t yksi kerrallaan ominaisarvoyhtéloon voidaan
ratkaista niitd vastaavat ominaisvektorit a;, joita on yhtd monta kuin ratkaisuja w;.
Nyt voidaan osoittaa, etta w?:t ovat reaalisia ja

(@2 —wt)@l M) =
a]T WM - a; — (w?/\/l ca)l i a; = (4.62)

a]T-IC-ai—(IC-aj)T-ai = 0.

Josi # jjaw? # w]z, niin a;; -M-a; = 0 eli vektorit a; ja a; ovat ortogonaalisia matriisin
M yli. Néinollen voidaan valita normitus

aZ-T M -aj =4, (4.63)
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missé d;; on Kroneckerin symboli eli ykkénen, kun 7 = j ja muulloin nolla.

Mééritellaan matriisi A = (aj, ag, ..., a,). TAmin matriisin sarakkeina ovat siis pys-
tyvektorit a;. Koska a;:t ovat reaalisia, niin my&s A on reaalinen. Nyt
(.AT - M- .A)z] = a;-r - M- a; = (51'3' . (4.64)

Siis AT - M - A = T eli yksikkomatriisi. Nyt ominaisarvoyhtilst (4.60) seuraa, ettd A
diagonalisoi my6s K:n:

(.AT . ’C . A)zj = w?-c?ij (4.65)
=
AT K- A=02, (4.66)
missé
w? 0 0
02 0 w3
0 w?

Nyt systeemin “todelliset” vérdhtelyt (x;:t) ovat superpositioita 16ydetyistd omi-
naisarvoista. Koska ratkaisu kuitenkin diagonalisoituu, voidaan tehd&d koordinaatiston
muunnos normaalikoordinaatteihin, joista jokainen vérihtelee vain yhdelld ominais-
taajuudella. Merkitdén niitd koordinaatteja {n;} ja médritelldidin muunnos

x=A-n e n=A'x.

Nyt selviistikin A~ = AT - M. Kirjoitetaan Lagrangen funktio uusissa koordinaateissa

1 1
L = ,hT.AT.M.A.ﬁ_inT.AT.;C.A.n

2
Lop o 1 p o
= —pl.hp_ZpT.02.
o M= 35m n
1 .
= D6 —win) (4.67)
i
ja liikeyhtaloryhméksi tulee
i+ wini = 0 (4.68)
kaikilla ¢ = 1,...,n. Ongelma on saatu siten palautetuksi yksittiisten oskillaattoreiden

liikeyht&lon ratkaisemiseen. Yhtéloiden (4.68) ratkaisut ovat tietenkin
n; = C; cos(wit + ;) (4.69)
kaikilla i. Koordinaateissa z; = > ; @ijNj ratkaisut ovat puolestaan
n
T; = Z Cjaij COS(w]'t + 5]) , (470)
j=1

missé d; , Cj:t ovat alkuarvoista madrdytyvid vakioita.
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Esimerkki: Lineaarinen kolmiatominen molekyyli

Tarkastellaan sellaista yksiulotteisen molekyylin mallia, jossa on keskelld massa M ja
sen molemmilla puolilla yhté suuret massat m. Oletetaan, ettd massat m on sidottu kes-
kusatomiin jousilla, joiden jousivakiot ovat k ja tasapainoasemassa kummankin etdisyys
keskusatomista on b. Merkitddn massojen paikkoja qi, go, g3, joista ga on massan M
koordinaatti. Nyt molekyylin kineettinen ja potentiaalienergia ovat

T = —(Gi+d3)+—d
2 2
k k
U = §(Q2—q1—b)2+§(Q3—Q2—b)2-

Merkitdan tasapainoasemia q? jax; =q; — q? Nyt b=¢q) — ¢} = qg — ¢8. Tast# seuraa

9 2
k
U = 5(35%—&-235%—&-%%—2961332—251725U3)-

Poimitaan niistd symmetristen massa- ja jousivakiomatriisien komponentit m;; ja k;;.
Matriisit ovat
0 0 1 -1 0
M = 0 M O s K=kl -1 2 -1
0 0 m 0 -1 1

Ominaisarvoyht#lo (K — w?M) - a = 0 on matriisimuodossa

kE—w?m —k 0 al 0
—k 2k — w?M —k N = 0
0 —k k—w?m as 0

Téamén karakteristisen yhtdlon eli kerroinmatriisin determinantin nollakohdat antava
yhtélo on

Wik — wim)[mMw? — k(2m 4+ M)] =0,

jonka juuret eli systeemin ominaistaajuudet ovat

w%zO

k
2 _
W2—m

k 2m
@i = o\ ar

Sijoittamalla ensimmiinen ominaistaajuus w? = 0 ominaisarvoyhtiléon saadaan omi-
naisvektori, jonka kaikki elementit ovat yhtd suuria a; = ag = a3 = a. Normitetaan té-
mé vektorin M yli eli a” - M -a = 1, josta a’(2m + M) =1 = a = 1/vV2m + M ja
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ensimmaéiinen ominaisvektori on

1
ag = ———
! V2m+ M 1

Toinen ominaistaajuus w% = k/m tuottaa ominaisvektorin komponentit ay = 0, ag =
—a1 = —a ja normitusehdosta tulee a = 1/1/2m. Toinen ominaisvektori on siten

1
= — 0
V2m _1

Samalla reseptilld saadaan kolmanneksi ominaisvektoriksi

1
M
= | —2m/M
&=\ @mM + 4m?) ”f/

Jos nyt halutaan siirtyd normaalikoordinaatteihin {7;}, meidén on laskettava muun-
nosmatriisi A, joksi saadaan

1 1
2m-+M V2m \/ 2mM—|—4m2
_ 1
A= 2m+M 0 \/ 2mM+4m2
1 1 /
V2m+M V2m 2mM-|-4m2

Téamé antaa koordinaatistojen véliset muunnosyhtalot

1 1 M
r = + by
VT ama it M Vam P\ @m + am?) P
1 n 2m M
xT = —_— —_— - @ O
? om+ar " M\ @md + 4m2)

1 1 M
m+ i Vam P\ @md + am2)

Jos on tarpeen, {n;}:t voi ratkaista tistd yhtdloryhmésti tai laskemalla n = AT - M - x.

r3 =

Normaalikoordinaattien fysikaalinen merkitys on téssé tapauksessa seuraavanlainen.
Oletetaan, ettd vain n; koordinaatti on virittynyt “soimaan”, jolloin e = n3 = 0. T&lloin
systeemi vérdhtelee taajuudella wq, joka télld kertaa on nolla. Talloin z; = x3 = x3 ja
tarkasteltava molekyyli liikkkuu jaykk&né kappaleena. Jos taas 72 soi ominaistaajuudel-
laan we = \/k/m, mutta n; = n3 = 0, on zo = 0 ja 3 = —x;. Téssi tilanteessa M
pysyy paikallaan ja ulommat atomit oskilloivat siten, ettd niiden valilla on m:n vaihe-
siirto (miinusmerkki). Kolmas perustapaus (vain 73 soi) on puolestaan sellainen, jossa
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x9 = —(2m/M )z, ja x3 = x;. Téssé tapauksessa myos keskimméinen massa vérihtelee
ulompien suhteen siten, ettd massakeskipiste pysyy paikallaan. N&itd kolmea normaali-
koordinaateissa tapahtuvaa perusvarihtelyé kutsutaan systeemin normaalimoodeiksi.

Koska yhden normaalikoordinaatin suhteen taajuus on nolla, molekyyli liikkkuu jéyk-
kénd kappaleena. Koska systeemiin ei vaikuta muita voimia, voitaisiin tarkastelu alus-
ta alkaen siirtda molekyylin massakeskipistekoordinaatistoon, jolloin vapausasteita olisi
vain kaksi, matriisit olisivat 2 x 2-matriiseja ja vektoreilla olisi vain kaksi komponenttia.

Edella késiteltiin vain vaimentamattomia, vapaita, kytkettyjé lineaarisia oskillaattoreita.
Jos systeemiin liitetddn mukaan vaimennus ja pakkovoima, sen kisittely on olennaises-
ti vaikeampaa (Goldsteinin oppikirjassa on esitetty lyhyesti teorian perusteet). N&illd
ominaisuuksilla on kuitenkin olennaista merkitysté esimerkiksi tarkasteltaessa toisiin-
sa kytkettyjd sdhkoisia vérdhtelypiirejd. Sielld potentiaalienergiaa kuvaavan K-matriisin
elementtien kddnteisluvut vastaavat kapasitansseja, kineettisté energiaa kuvaavan M-
matriisin elementit induktansseja ja vaimennusta kuvaamaan tuodaan uusi matriisi, jon-
ka elementit vastaavat resistansseja. Pakkovoimia sovelletaan tilanteen mukaan yhteen
tai useampaan oskillaattoreista.

4.6 *Jannitetyn kielen virihtelyt

Lagrangen mekaniikka voidaan soveltaa my6s jatkuvasti jakautuneen aineen ominaisuuk-
siin. Tarkastellaan téstd esimerkkiné jannitettyé soittimen kielté, jonka pituus on [, mas-
sa pituusyksikkoi kohti p ja kieltd jannittdva voima F'. Kielen molemmat péét ole-
tetaan liikkumattomiksi.

Arvatenkaan ongelmaa ei kannata lihted ratkomaan ddrettdmén monen yleistetyn
koordinaatin avulla. Tarkastellaan kielen poikittaista siirtyméé jatkuvana funktiona y =
y(z,t), joka mitataan kielen tasapainoasemasta. Pienen pituuselementin dz kineettinen
energia on (1/2)(udx)y?. Huom. tissd pisteelld merkitiisin osittaisaikaderivaattaa g =
Oy /0t aiemmasta kiytdnnostd poiketen.

Koko vargjavin kielen kineettinen energia on siten

l
1
T:/ — g de . (4.71)
0 2

Kun kieli siirtyy tasapainostaan, sen taytyy venyé, joten
!
I+ Al = / (1+yHY2da (4.72)
0

misséi pilkku puolestaan tarkoittaa y:n osittaisderivaattaa paikan suhteen 3y’ = dy/0x.
Jannitysvoimaa F' vastaan tehty tyo on F'Al, mik4 siis on héirittyyn kieleen varastoitu-
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nutta potentiaalienergiaal. Oletetaan siirtyms pieneksi, jolloin

1
(1 +y/2)1/2 ~1 4 5y/2

ja voiman potentiaalifunktioksi saadaan

dx . (4.73)

Lagrangen funktio on nyt

l
1 1
L :/ (uf - Fy’2> dx . (4.74)
o \2 2

Kielen voidaan siis ajatella muodostuvan dérettomén monesta kytketysté oskillaattoris-
ta, jolloin Lagrangen funktiossa summaus oskillaattoreiden yli korvautuu integraalilla.

Tamé on erikoistapaus muotoa

l
L= / Ll o) da (4.75)
0

olevasta Lagrangen funktiosta. Téssd £ on Lagrangen tiheys. Liikeyhtdlot saadaan
jélleen ldhtien Hamiltonin periaatteesta madrittelemélld vaikutusintegraali

to l
I= / / L(y, i,y dadt. (4.76)
t1 0

Tarkastellaan siis variaatiota oy(z,t), joka hividd, kun ¢ = t1 ja t = t9. Oletetaan myos,
ettd padtepisteet ovat kiintedt eli dy = 0, kun x = 0 ja x = [. Vaikutusintegraalin
variaatio on

t2 L ToL oL o L o
I= = = = 2 (y)| dxdt. 4.
o= [ [ Gt G o0 + o) (1.77)

Osittaisintegroidaan toinen termi ¢:n suhteen ja kolmas termi x:n suhteen. Sijoitustermit
hévidvit, koska oy = 0 kaikilla neljdlla rajalla. N&in on saatu

- gy ot \oy) oz \oy : 4
’ /t1 /0 L?y ot (ay) or (ay,>]5y(a:,t)d:cdt (4.78)

Jotta tdma katoaisi kaikilla oletetun kaltaisilla y:n variaatioilla, tdytyy integrandin olla
aina nolla. Niinp4 on saatu Lagrangen liikeyht&lo

oL o0 (oL 0 (oL
() - (=) =0. (4.79)
Oy Ot \ 0y Oz \ Oy

!Periaatteessahan voima F ei ole vakio vaan kasvaa kieltd venytettiessd. Jos kieli on kuitenkin val-

miiksi viritetty sopivan kiredksi, jannitysvoiman muutos on pieni ja F' voidaan olettaa vakioksi pienessa
venytyksessé.
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Sijoitetaan tdhén jénnitetyn kielen Lagrangen tiheyden derivaatat

oL oc . oL )
@—0, g M afy,f—Fy-

Ottamalla vield keskimmaéisen lausekkeen aikaderivaatta saadaan lopulta liikeyhtilo

0%y 9%y
j=Fy & — =0 4.80
pij = Fy 52 502 (4.80)
eli aaltoyht#ls, jossa aallon etenemisnopeus on C' = /F/pu. Ja sitten vain soitinta virit-

tdméan, eli sddtdmain voimaa F'!

Lagrangen formalismia kéytetddn myo6s kuvailtaessa kvanttikenttéiteorioita, joissa on
ddreton madra vapausasteita. Myos sielld tarkastelu ldhtee siité, etté ensin etsitdén sopiva
Lagrangen tiheys L, jonka avulla muodostetaan systeemin liikeyht&lot.

4.7 *Epéilineaarisista virihtelijoista

On tdrkedd muistaa, ettéi edellisissé tarkasteluissa muuttuja z on tarkoittanut vérdh-
telijin koordinaatin ¢ poikkeamaa tasapainokohdasta gy eli x = ¢ — ¢o. Tdhén asti on
oletettu, ettd poikkeama on pieni ja potentiaalin Taylorin sarjasta riittdé tarkastella vain
toista derivaattaa, jolloin oskillaattorin liikeyhtélot ovat olleet lineaarisia differentiaa-
livhtaloita. Edella kéasitelty resonanssi-ilmio johtaa kasvaessaan kuitenkin ilmeisesti niin
suureen poikkeamaan x, ettei potentiaalin Taylorin sarjaa en&# voida katkaista toisen
derivaatan kohdalta ja tilannetta kuvailevasta differentiaaliyhtélostéd tulee muuttujan x
suhteen epélineaarinen.

Luvussa 1 késitelty matemaattinen heiluri on epélineaarisen véradhtelijan malliesi-
merkki, silla yhtélo

b+ %sin@ ~0 (4.81)

on tietenkin kulmamuuttujan € epélineaarinen yht#lo (sinifunktio). Tdmé linearisoituu
oletuksella, ettd kulma on pieni, jolloin sin 6 = 6.

Fysiikassa epélineaarisia differentiaaliyhtéloitd on runsaasti ja hyvin erilaisia eiki
edes yksinkertaisimmille niistd ole yleisia ratkaisuja. Hyvinkin yksinkertaisella epéline-
aarisella yht&lolla voi olla useita erilaisia ratkaisuperheitd riippuen yhtélon kertoimien
vélisistd suhteista.

Tarkastellaan tésséd esimerkkiné yksiulotteisia epédlineaarisia systeemejé, joissa poten-
tiaali on konservatiivinen U(z). Ajatellaan, ettd systeemin muodostaa hiukkanen, joka
liikkkuu tésséd potentiaalissa. T&ll6in systeemin kokonaisenergia on

1
E=T+U-= 5mg;ﬂ + U(x). (4.82)
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Koska hiukkasen nopeus on @ = £4/2(E — U)/m, hiukkanen voi liikkua ainoastaan alu-
eessa, missi kokonaisenergia ylittai potentiaalienergian (Kuva 4.1). Jos potentiaalilla on
kaksi huippua, jotka ylittdvét kokonaisenergian, niin hiukkanen oskilloi ndiden huippu-
jen vilissd (Kuva 4.1). Olkoot pisteet x; ja xo kohdat, joissa E' = U. T#lloin edestakaisen
liikkkeen periodi (vérdhdysaika) on

m [*2(E) dx
T(E):2\/;/961(E) NeEcl (4.83)

missé kiddnnepisteiden ja vardhdysajan riippuvuus energiasta on kirjoitettu eksplisiitti-
sesti ndkyviin.

4.7.1 Faasi-integraali ja faasikadyra

Tarkastellaan sitten oskillaattorin liikettéd tasossa (x,2). Téllaista tasoa kutsutaan faa-
sitasoksi tai faasiavaruudeksi (tai vaiheavaruudeksi). Edestakainen liike muodostaa
tdssé tasossa suljetun lenkin, jonka yli otettua integraalia

J = j{pdx (4.84)

kutsutaan faasi-integraaliksi (tai vaiheintergraaliksi). Nyt edelld mééritelty oskillaat-
torin periodi voidaan kirjoittaa muodossa

r=dJ/dE . (4.85)

Epilineaaristen ongelmien késittelyssid nk. faasikdyridmenetelmi on usein hyo-
dyllinen. Tarkastellaan aluksi vaimentamatonta lineaarista oskillaattoria, jonka rata on
muotoa z(t) = Asin(wot+9) ja nopeus &(t) = woA cos(wpt+0). Korotetaan ndmé nelivon
ja lasketaan puolittain yhteen, jolloin saadaan yht#lo

2 .2
x z
St —55=1, (4.86)
A? w3 A2
joka on ellipsin yhtilo faasiavaruudessa eli téissé tapauksessa tasossa (x,4). Koska A% =
2E/k ja w} = k/m, ovat ellipsin iso- ja pikkuakselit energian E funktioita. Suurempaa
energiaa vastaava ellipsi on aina pienempéé energiaa vastaavan ulkopuolella. Faasikdyran
differentiaaliyhtilo
dz
dx
saadaan alkuperiisesti differentiaaliyhtilostd # +wgz = 0. Saadun differentiaaliyhtilon
ratkaisu

S— g (4.87)

i = i(x) (4.88)

on siis faasikdyran yhtalo.
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Tarkastellaan sitten epélineaarista oskillaattoria ja kehitetdén potentiaali Taylorin
sarjaksi tasapainoaseman ympérilld (ensimméinen ja toinen termi ovat nollia samoin
perustein kuin edelld késitellyissé lineaarisissa oskillaattoreissa)

1d?U| 5, 18U 5 14U

4
=—— —— cee 4.89
(a) 2! dq? qosc 3! dg? quj 4! dg* lgo v ( )
Ottamalla kiayttoon vakiot k, A ja € méadritelmilla
1 d°U 1
—— = —k
2! dq? lgo
1 d3U Loy
—— = ——m
3' dq3 qo 3
1d*tvy 1
Adgtley = Ta™*
saadaan potentiaalin sarjakehitelmé muotoon
Lo 1 3 1 4
U(z) = 5/{:33 - gm)\:c — e +.... (4.90)

Oletetaan ensin, ettd poikkeama harmonisen oskillaattorin paraabelin muotoisesta
potentiaalista on muotoa —imax‘l. Potentiaali on edelleen symmetrinen tasapainoase-
man suhteen. Jos € > 0, potentiaali on laakeampi kuin harmoninen potentiaali ja os-
killaattoria palauttava voima kasvaa hitaammin siirryttdessd kauemmaksi tasapainosta.
Tapausta kutsutaan pehmeneviksi. Jos € < 0, potentiaali on jyrkempi ja tapausta kut-
sutaan joskus myotolujenevaksi. Siis palauttava voima vahvistuu, kun siirrytédéan kauem-

maksi tasapainosta.

Muotoa —%m)\x?’ oleva epdharmonisuus tekee potentiaalista puolestaan on epdsym-
metrisen tasapainoaseman suhteen. Riippuen A:n merkista palauttava voima on pehme-
nevi toiseen ja myotdlujeneva toiseen suuntaan.

4.7.2 van der Polin oskillaattori ja attraktorit

Térked ryhmé varahtelijoitd ovat nk. kvasiharmoniset oskillaattorit, joille
i+ wiz = f(z, ). (4.91)

Téllainen on mm. van der Polin oskillaattori, jonka liikeyht&lo on

i —k(z2 — )i +wir =0, (4.92)

2

missi k ja xg ovat vakioita. Epélineaarisuus on siis muotoa z“#, mikd on nopeudesta

riippuva ei-konservatiivinen termi.
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Skaalataan muuttujat dimensiottomiksi x/xy — x ja wot — ¢
= i-el—2®)i+x=0, (4.93)
missé € = /i:E(% Jwo. Faasikdyréin differentiaaliyhtéloksi tulee

dz =«
Y —e(1—2?). 4.94
- e(1—2%) (4.94)

Liikeyhtalostd (4.93) saadaan kertomalla puolittain 2::114

d ) .
a( 24 xz) =2¢(1— x2)x2 . (4.95)

Jos € =0, on 22 + % = R?, missid R on vakio, eli faasikdyrd on ympyré.

Tutkitaan sitten tapausta, jossa € on pieni positiivinen luku eli 0 < € < 1. T&ll6in
liike on kvasiperiodista. Integroidaan yhtils (4.95) yhden jakson yli ¢t =0 — T ~ 27

T
AR? = / 2¢(1 — x?)i? dt
0

%

—2m
—26/ (1 — R? cos® p)R%sin® p dyp (4.96)
0

R2

= 2meR*(1 — 4),

missd on kiytetty hyviksi relaatioita x = Rcosy ja & = Rsin, approksimoitu R va-
kioksi ja integrointimuuttujaksi on vaihdettu vaihekulma ajan sijasta dy ~ —dt. (4.96):n
perusteella AR? =0, kun R = 2. Jos R < 2, niin AR? > 0, ja jos R > 2, niin AR? < 0
eli olipa oskillaattorin radan side faasitasossa suurempi tai pienempi kuin R = 2, se la-
hestyy ympyrad R = 2. Palaamalla takaisin dimensiollisiin muuttujiin tdmé rajaympyra
vastaa ellipsia

x? 2

—+-—5=1. 4.97
4m8 4x(2)w(2) ( )
Téllaista rajakéayrad kutsutaan attraktoriksi.

Jos € ei ole pieni, tilanne pysyy kvalitatiivisesti samanlaisena, mutta systeemi ha-
keutuu edelleenkin attraktorille. Nyt attraktorin muoto kuitenkin deformoituu. (van der
Polin oskillaattoreista 16ytyy Internetistd hyvid esimerkkejé, joiden avulla voi tarkastella
oskillaatorin vaimenemista eri e:in arvoilla.)

Jos van der Polin oskillaattoriin lisdt&én sopivan muotoinen ulkoinen ajasta riippuva
voima (esim. muotoa coswpt, missi wp on lahelld oskillaattorin ominaistaajuutta wyp),
attraktori muuttuu nk. oudoksi attraktoriksi. Saapuessaan attraktorille ratkaisu saat-
taa siirtya eri osaan vaiheavaruutta ja liikkeen ennustaminen kidy mahdottomaksi. Té-
mé on esimerkki kaoottisesta liikkeesté, johon tutustutaan ldhemmin kirjan viimeisessé
luvussa.
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4.7.3 Approksimatiivisia ratkaisuja

Vaikka epélineaaristen yhtéloiden ratkaisemiseksi ei olekaan olemassa yleisid menetelmia,
tarjolla on monenlaisia kikkoja etsid ainakin approksimatiivisia ratkaisuja. Tutustutaan
tdssé pariin menetelméén, joista saattaa olla joissain tapauksissa hyotya.

Duffingin menetelmi

Duffingin menetelmé perustuu perédkkéisiin approksimaatioihin. Tarkastellaan esimerk-
kin& potentiaalissa

1 1
Ux) = ika - Zmax4 (e <0) (4.98)

liikkkuvaa m-massaista hiukkasta, johon vaikuttaa liséiksi ulkoinen pakkovoima m fy cos wt.
Liikeyht#l6 on siten

i =ex® —wiz + focoswt. (4.99)

Arvataan ensimméinen yrite
z1 = Acoswt.

Sijoitetaan tdmaé litkeyhtdlon oikealle puolelle
i =eA%cos® wt — wiAcoswt + fycoswt. (4.100)

Trigonometrian kaavakokoelmista 16ytyy tulos
3 1 3
cos® wt = 1 cos 3wt + 1 coswt,

jonka avulla saamme
- 3 43 2 L 43
= ZEA —wyA + fo | coswt + ZeA cos 3wt . (4.101)

Téamé vihjaa siihen, ettéd yrite
r9 = Acoswt + B cos 3wt

olisi jo paljon parempi arvaus. Sijoittamalla tdma alkuperdisen yhtdlon oikealle puolelle
sinne ilmestyy muotoa cos bwt oleva termi ja niin edelleen. Tuloksena olisi siis taajuuss-
pektri w:n parittomille monikerroille. Tyydytédén téssa kuitenkin oletukseen, etté epéli-
neaarisuus on sen verran heikkoa, ettd x2 on jo itsessédéin riittdvan hyva approksimaatio.
Sijoitetaan se alkuperiisen yhtélon molemmille puolille, jolloin saadaan yhtald

—w?Acoswt — 9w? B cos 3wt = e(A coswt + B cos 3wt)®—

wE(Acoswt + Bcos3wt) + focoswt . (4.102)

Jotta téllainen kehitelmé ylipdénsé johtaisi johonkin, tdytyy korkeampien yla-dénien
(siis w:n monikertojen) amplitudien olla alempia pienempii. Jos ylld olevassa néin on,
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voidaan oikean puolen ensimmaéisen termin yla-déni jattda pienenéd pois, varsinkin kun
se on vield kerrottu pieneksi oletetulla e:lla. Kehitetéifin sitten cos®wt jilleen samalla
kaavalla kuin edelld ja kootaan perus- ja yla-dénien lausekkeet yhteen

3
<4€A3 + w?A —wiA+ f0> cos wt+
1
<9w23 —WiB + 45A3> cos 3wt = 0. (4.103)

Funktiot coswt ja cos®wt ovat riippumattomia toisistaan, joten molempien kertoimien
taytyy olla erikseen nollia. Téstd saadaan yhtélopari

3
1&43 + (W —wd)A+ fo=0 (4.104)
cA3
B=—F7— : 4.105
4(wE — 9w?) ( )

joista jalkimmaéistd kédyttden toisen kertaluvun approksimaatio on

3

A
xo(t) = Acoswt + M cos 3wt . (4.106)

Yld-ddnessé esiintyvé resonanssi ei ole yleensé ole oikea vaan seurausta kaytetysta
approksimaatiosta ja katoaa mentéessi seuraavaan kertalukuun. Nyt on vield ratkaistava
peruséddnen amplitudin kolmannen asteen yhtélo. Selvastikin ratkaisun amplitudi riippuu
seké pakkovoiman voimakkuudesta ettd taajuudesta. Kolmannen asteen yhtélo voidaan
periaatteessa ratkaista analyyttisesti, mutta ratkaisun tarkastelu on néppérintd tehda
graafisesti. Tétd varten piirretdén saman koordinaatiston (y, A)-tasoon suora

y= (g —wHA—fo
ja kuutioparaabeli
3
y= 15A37

jolloin ratkaisut 16ytyvét naiden leikkauspisteesti. Kuvassa 4.4 on hahmoteltu ko. kédyrien
lisiksi néin saatu amplitudi taajuuden funktiona. (Pisteet 1’, 2 ja 3’ on saatu peilaamalla
pisteet w-akselin suhteen, eli méadrittelemalld amplitudi aina positiiviseksi.)

Hairiokehitelmé

Hyvin yleinen tapa ratkoa hankalia ongelmia fysiikassa on tehdé héiriokehitelmié. Tar-
kastellaan téssd esimerkkind epdsymmetristd potentiaalia

1 1
U(z) = 5/{3:2 - gm)\ac?’, (4.107)
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y
1
2
3
()
4
5 W= 0 ,
6
> 0 1
7
8
Kuva 4.4: Yht&lon (4.104) graafinen ratkaiseminen.
joka antaa liikeyht&loksi
i+ wir—?=0. (4.108)

Téssé tapauksessa ei siis ole mukana ulkoista pakkovoimaa. Oletetaan, ettd vakio A on
pieni eli epélineaarisuus on pienilla amplitudeilla vah&dinen korjaus lineaariseen vériahte-
lijasén. Kirjoitetaan ratkaisuyrite A:n potenssisarjana

x(t) = xo(t) + A1 (t) + Nao(t) + ...,

missé zo(t) on hiiriottomén oskillaatorin ratkaisu. Sijoitetaan tdmé yrite liikeyht&loon
ja jatetddn A:n toista ja korkeampia kertalukuja olevat termit pois. T&ll6in

(i + wizo) + M@ + wizy —23) =0. (4.109)
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Ensimméinen sulkulauseke on nolla, koska xg on héiritseméattomén vardhtelijan ratkaisu.
A:n kerroin on puolestaan nolla silld edellytykselld, ettd korkeamman kertaluvun termit
voidaan jattda huomiotta. N&in meilld on yhtédlopari

Fo +wizg =0 (4.110)
i1 4 wiry — 2t =0. (4.111)

Ensimméisen ratkaisu on tietenkin xg = Acoswgt. Kéyttden hyviksi trigonometrista
relaatiota cos? wot = (1/2)(1 + cos 2wpt) toinen yhtilsistd saa muodon
A% A2
i1+ wiry = - + 5 cos 2wt . (4.112)

Homogeenisen yhtdlon ratkaisu on jo mukana xg:ssa. Lisdtddn tdhén epdhomogeenisen
yhtélon erikoisratkaisu, joka on muotoa

x1(t) = Bcos2wot + C'. (4.113)

Sijoittamalla tAmé& xq:n yhtdloon saadaan

A? A2
—3w2 B cos 2wt + wiC = o+ 5 cos 2wt (4.114)
josta saadaan lasketuksi B ja C
A? A?
6wy 2w;
Siis A:n ensimmaistd kertalukua myoten alkuperiisen liikeyhtélon ratkaisu on
AQ
x(t) = Acoswyt — )\W(COS 2wot — 3) . (4.116)
“o

Talla kertaa ensimmaéinen yla-ddni on 2wg. Menemaélld korkeampiin kertalukuihin
spektriin tulee yla-aania 3wy, 4wy, . . ..

Mitattaessa jotakin luonnossa havaittavaa tai vaikka elektronisessa véridhtelypiirisséa
ilmenevié oskillaatiota, sen spektrissd ndhdaan usein yla-a4anié, vaikka itse oskillaatiolla
ei sellaisia pitéisikddn olla. Talloin ylé-dénispektrid analysoimalla saadaan tietoa oskil-
laation epilineaarisuusominaisuuksista. Edelld oli kaksi esimerkkié, joista jalkimmé&inen
tuotti yla-dania kaikilla perusdénen monikerroilla ja ensimméainen puolestaan vain perus-
dédnen parittomilla monikerroilla. Vaikkakaan analysointi ei vélttamétta ole helppoa, voi-
daan esim. amplitudin pienenemisesté yrittaéd arvioida epélineaarisuuden voimakkuutta.
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Harjoituksia

. Rakennetaan seuraavanlainen oskillaattori. Porataan reiké suoraan maapallon 1dpi

(el kuitenkaan keskipisteen kautta; pienin etéisyys keskipisteeseen olkoon a). Pudo-
tetaan reikdén korruptioon syyllistynyt m-massainen mutta muuten kaikin puolin
pisteméinen poliitikko. Kuinka pitkédn ajan kuluttua poliitikko ponnahtaa takai-
sin? Vertaa téta aikaan, joka poliitikolta kuluisi kiertdd Keplerin radalla maapallon
ympéri aivan pintaliitona.

. Harmoninen virdhteliji (taajuus w) on levossa tasapainoasemassaan (origossa).

Hetkelld ¢ = 0 siihen alkaa vaikuttaa voima F(t), joka on muotoa

Fyt
F(t) =

0, t>1T.

Milla amplitudilla systeemi ja& virdhtelem&an?

. Adniraudan taajuus on 440 Hz. Oletetaan, etté sen amplitudi vaimenee kymmenes-

osaan ajassa 10 s. Olettaen, ettd vaimennus johtuu kokonaan #énen tuottamisesta,
mik# olisi ddniraudan taajuus tyhjossa?

. Analyysivaa’an osoittimen liikettd voi pitdd vaimenevana vardhdysliikkeenéd. Pun-

nittaessa ndytettd havaitaan kolme perikkiistd ddriasentoa (esim. lilan painava,
liian kevyt, lilan painava), joita merkitddn pq, p2 ja ps. Médrdd nédiden avulla ta-
sapainoaseman lukema p.

. Matemaattisen heilurin ripustuspiste on kahden vaakasuorassa olevan jousen vé-

lissé. Jouset ovat kiinni kiinteissé sivuseinissé ja niiden jousivakiot ovat k/2. Ri-
pustuspiste liikkuu vaakasuorassa suunnassa (toinen jousi puristuu, toinen venyy).
Heilurin varren pituus on . Kirjoita Lagrangen funktio ja liikeyhtalot. Kdyta koor-
dinaatteja ¢ (heilurin heilahduskulma) ja = (ripustuspisteen siirtymé).

Tarkastellaan kolmea samanmassaista (m) massapistetté, jotka sijaitsevat (ja pysy-
vit) ympyréin kehélld. Ne on yhdistetty toisiinsa identtisilla massattomilla jousilla,
joiden kaikkien jousivakio on k. My6s jouset ovat ympyran kehélld ja tasapainoa-
semassa massa ovat 120° pééssé toisistaan. Piirrd kuva ja tutki systeemin ominais-
vérdhtelyja.

. Oletetaan, ettd kolmen vapausasteen systeemin kineettinen energia on

1
T = 5m(a‘c% + 203 + 43)

ja potentiaalienergia

U = k(23 + 323 + 23 + z129 + 2273 + 2371)
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10.

11.

12.

missd m ja k ovat positiivisia vakioita. Mé4ritd ominaistaajuudet ja niitd vastaavat
vérdhtelymoodit.

. Johda Lagrangen funktio

L= %m[QZ + (L +q)%¢%] — %kQZ +mg(£+ q) cos (4.117)

ja litkeyht&lot tasoheilurille (massa m), jonka vartena on massaton jousi. Jousen
pituus jinnittdvan voiman ollessa nolla on ¢ ja sen jousivakio on k. Téssé valitut
yleistetyt koordinaatit ovat heilahduskulma ¢ ja varren pituuden muutos g. (Varren
kokonaispituus on siis £ + q.)

. Maarita edellisen tehtdvin systeemin stabiili tasapainoasema (¢, go) (huom: taméi

ei ole (0,0)). Olettaen, ettéd systeemi vérdhtelee lihelld tasapainoasemaansa, méa-
ritd massa- ja jousivakiomatriisit M ja K seké ratkaise ominaistaajuudet ja niitéa
vastaavat normitetut ominaisvektorit.

Tarkastellaan epélineaarista vérdhtelijad, jonka liikeyhtélo on

i+ wiz +ex® = 0.

Oletetaan, etté € on sen verran pieni, etté nollannessa kertaluvussa termi ez® voi-

daan katsoa nollaksi. Etsi ratkaisu x = z(f) ensimméisessi kertaluvussa alkuar-
voilla z(0) = A, #(0) = 0.

Vihje: Kayta yritettd «(t) = zo(t) + ez1(t) ja kirjoita w = wg + €.
van der Polin oskillaattorin liikeyhtélo voidaan antaa dimensiottomassa muodossa
i—e(l—a®i+x=0.

Osoita, etté liikeyhtéld voidaan muuntaa kahdeksi ensimmaéisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtaloksi

= u+ex(l—2?/3)

= —XT.

Tee sitten skaalaus u = €U ja osoita, etté systeemin faasikéyréin differentiaaliyhtélo

(x,U)-tasossa on

au 9 x

7 N SN T

dx g —x —U
missi n = e L.
Tarkastele edelld saadun faasikdyrdayhtélon ratkaisua kun n < 1. Jos voidaan olet-
taa, ettd dU/dx = O(1) (eli dU/dz on pieni ensimmaisessé kertaluvussa), perustele
miksi faasikdyrén yhtéloé on likimain

1
Ulz) = -2 —x.
(z) 3% %

Piirrd lopuksi van der Polin oskillaattorin faasikédyri (z, &)-tasossa.
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Luku 5

Ei-inertiaaliset koordinaatistot

Tahén asti olemme tarkastelleet erilaisia ongelmia inertiaalikoordinaatistossa. Aina tamé
ei kuitenkaan kay péinsi, silld tarkastelukoordinaatisto saattaa olla kiihtyvéssé liikkeessé
ympéaristonséd suhteen. Yksi térkeé luokka ei-inertiaalisia koordinaatistoja ovat eri tavoin
pyorivit koordinaatistot, joihin téssé luvussa tutustutaan ldhemmin. Tadmé toimii myos
johdantona seuraavaan lukuun, jossa puolestaan tarkastellaan pyorivia kappaleita kuten
hyrrié.

5.1 Newtonin liikeyhtilo liikkuvissa koordinaatistoissa

Tarkastellaan kahta jaykkaéd karteesista koordinaatistoa, joissa molemmissa kiytetdan
samoja pituusyksikoitd. Merkitdin koordinaatistoja

{x} = ($1,$2,l‘3), {y} = (y17y27y3) .

Oletetaan {x} inertiaaliseksi ja tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa {y}:n origo on pai-
kallaan pisteessi R koordinaatistossa {x}, mutta koordinaattiakselit pyorivét jonkin
{z}:ssé kiintedn akselin ympéri kulmanopeudella w. Olkoon pisteen P paikkavektori
{z}:ssd v’ ja {y}:ssd r (Kuva 5.1). Téllsin

r=R+r. (5.1)

Merkitédén {z}:n kantavektoreita {i,j, k} ja {y}:n kantavektoreita {ej,es,e3}. Nyt tie-
tenkin
r = R11+Ryj + R,k +r1e1 + rgeg + r3e3. (52)

Koska {y}:n origo on paikallaan, tulee nopeudeksi

de/  dr . . : . . .
= = g =71€] + roeg + r3ez + rie; + rees + r3es. (5.3)
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X3
Y3

r’=r+R V)

Kuva 5.1: Inertiaalikoordinaatisto
{z} ja ei-inertiaalinen koordinaa-

tisto {y}. X

Nyt pitéé laskea kantavektoreiden {e;} derivaatat (tédtdhin tehtiin jo tason napakoordi-
naateissa kurssin alussa). Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi karteesista koordinaa-
tistoa, jolloin e; - e; = d;;. Koska e; - €; = 1, on voimassa

d
e -—e =0
(2 dt (]
eli kantavektori on kohtisuorassa aikaderivaattaansa vastaan. Tdmén perusteella voidaan
kirjoittaa yhtéloryhmé

d

%el = aey+ (Peg

d

Cer = yertiey (5.4)
4 — et

dteg = ¢£e; pey.

Koska toisaalta e - es = 0, saadaan ehto e - €3 + &1 - e = 0, josta seuraa v+ o = 0 seké
vastaavasti 4+ ¢ = 0 ja d + ¢ = 0. Merkitsemélld a = w3, § = —wq, § = wy ylldoleva
yhtéloryhmé saa muodon

d

7dt €] = WwW3ey —wye3

4 e el twe (5.5)
= —w w .

dt 2 3 €1 1€3

d e e e

- = w —w .

dt 3 2¢€1 1©2

Maéaritellddn vektori w = w1 €1 + wg €9 + wg es. TAlloin

€ ey €3

d
% e (56)

WwXe =| W) W W3 |=w3zex —wyes =
1 0 O
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ja vastaavasti ristituloille muiden yksikkévektoreiden kanssa eli
d
dt

w:n tulkinta on pyorivan koordinaatiston kulmanopeus.

e, =wxe;; (i=1,2,3). (5.7)

Olemme siis saaneet tuloksen

3 3 3 3
dr . .
o = Zriei—i-Zriei:v—i-Zriwxei:V—Fw><(Zm%)
=1 i=1 i=1 =1
— V—I—LUXI', (58)

missd v ja w X r on laskettu koordinaatistossa {y}. Toisaalta dr/dt on sama kuin koor-
dinaatistossa {x} laskettu dr’/dt.

Tuloksen (5.8) johdossa ei ole kiytetty mitenkddn hyvéksi tietoa, ettd r on nimeno-
maan paikkavektori. Tulos on yleinen ja voimassa mielivaltaiselle ajan suhteen derivoi-

tuvalle vektorille A(t) eli
dA dA

Voimme soveltaa tdtd myos kulmakiihtyvyysvektoriin itseensé

(5@ (B, e

eli kulmakiihtyvyys on sama katsottiinpa sitd kummasta koordinaatistosta tahansa, joten
se voidaan aina mitata inertiaalikoordinaatistossa.

Annetaan lopuksi koordinaatiston {y} origon liikkua koordinaatiston {z} suhteen,

jolloin
dr dR dr
=) == = . 11
(dt>z <dt>ﬁ(dt>y+“’” (G-1)

Jotta téstéd padstéisiin sitten tarkastelemaan voimien vaikutusta, tdytyy vield osata
antaa kiihtyvyys d?r’/dt? koordinaatiston {y} suureiden avulla. Derivaattaoperaattori
on siis edellisen perusteella muotoa

i = i + wxX
dt), \dt), ’
joten
2\ (dR L4 o (T L i(wxr) +wx (wxT)
ez ), \dt? ), \dt\dt), dt ), \dt ‘),
Y

d’R. d*r dw dr
= <dt2>x+<dt2>y+<dt>yxr+2wx<dt)y+w><(w><r). (5.12)
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Kirjoitetaan sitten Newtonin liikeyht&lo m-massaisella hiukkaselle

F PRy E (@ XT)+2mw x i +mw x (wxr) (5.13)

=m|— m—s +m(w Xr mwXr+mwx (wxr .
at? ), dt? ’

missé oikealta puolelta on jétetty erikseen merkitsemétté, ettd suureet on laskettu (tai

mitattu) {y}-koordinaatistossa. Lauseke on havainnollisempaa kirjoittaa jirjestyksessé

d’r (dQR

il - a v
m pTe

7 > —mwXr)+2mwXxXr—mw X (wXr). (5.14)

Naissé lausekkeissa F on oikea massapisteeseen vaikuttava ulkoinen voima. Ei-inertiaalisen
koordinaatiston valinta on tuonut joukon massan hitaudesta johtuvia efektejé:

e Termi —m d?R/dt? tulee koordinaatistojen origojen suhteellisesta liikkeesti ja on
tietenkin nolla, jos liike on tasaista ja suoraviivaista. T&td kutsutaan (alilein
voimaksi.

e Hitausvoima —mw X r johtuu pyorimisliikkeen epétasaisuudesta (siis pyorimisno-
peuden derivaatasta), el pyorimisestd itsestdén. Voima tunnetaan Eulerin voima-
na. Vaikka maapallo ei aivan tasaisesti pyorikédn, voima on maapallolla havidvin
pieni.

e Hitausvoima —2mw X r tunnetaan Coriolis-voimana. Se on térked esimerkiksi
ilmakehén liikkeissé ja siithen palataan myShemmin.

e Lopulta —mw X (w x r) on tuttu keskipakoisvoima, joka pyrkii pyorivissd koordi-
naatistossa hylkim&#an kappaletta poispéin pyorimisakselilta.

5.2 Muunnos pyorivaidn koordinaatistoon

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka Lagrangen funktio muunnetaan inertiaalikoordinaa-
tistosta pyorivadn koordinaatistoon. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd koordi-
naatistojen origot eivét liiku toistensa suhteen ja ettd molemmat koordinaatistot ovat
karteesisia.

Tarkasteltava kappale oletetaan edelleen vakiomassaiseksi (m) hiukkaseksi. Hiukka-
sen paikkaa kummassakin koordinaatistossa merkitddn pystyvektoreilla.

1 (]
X = Z2 Y = Y2
T3 Y3

Koordinaatistojen vélilld vallitsee ortogonaalinen ajasta riippuva muunnos, jota kuva-
taan matriisilla 7, jonka elementit ovat ajan funktioita. T&lloin

x = T-y
7.7 = 1 (5.15)



5.2. MUUNNOS PYORIVAAN KOORDINAATISTOON 107

ei 7 1=77,

Olkoon yq jokin koordinaatiston {y} kiinted piste, joten kun {y} kiertyy, hiukkasen
paikka {y}:std ndhtynd muuntuu kuten

x=7-yo, (5.16)
josta derivoimalla tulee '

x=7"-yp. (5.17)
Mairitellasin matriisi O siten, etti

x=0- x. (5.18)

Nyt O voidaan antaa kulmanopeusmatriisin () avulla
0O=T-Q-77. (5.19)

Huom. Tama ) ei ole sama asia kuin luvussa 4 esiintynyt diagonaalinen ominaistaajuus-
matriisi, jota myos merkittiin :lla!
Nyt
x = 7-Q-7"x
= T7-Q- 71Ty, (5.20)
Kéyttéen tulosta (5.17) saadaan :n ja koordinaatistomuunnoksen vélille yhteys
T=T-Q=Q=T".T. (5.21)

Laskemalla

Qo+t = 1. 7+T1t"- Y =71 T4+7".T
= %(TT«T) =7 =0,

joten €2 on antisymmetrinen eli
0=-0. (5.22)

Samanlainen lyhyt lasku antaa tuloksen

ol . o=77.7. (5.23)

Kirjoitetaan seuraavaksi hiukkasen Lagrangen funktio koordinaatistossa {z} (muista,
ettéd pistetulo matriisinotaatiossa on vaakavektorin ja pystyvektorin tulo)

1
L= 5m;‘cT X —U(x). (5.24)
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Kéyttéden tulon derivoimissédédntoéd saadaan
x=T-y+7T-y, (5.25)
joten pienelld laskutoimituksella saadaan nopeuden nelitlle lauseke
x'x = (T-y+T-y)"(T-y+T-y)
= Ty T (T y+T-y)

vyt Qy+(Q-y)" - (Q-y). (5.26)
Lagrangen funktio koordinaatistossa {y} on siis
1 7. ) 1
L= 5myT-y+myT-Q-y+§m(9-y)T.(Q.y)—U(T-y). (5.27)

Palataan sitten matriisinotaatiosta takaisin tavanomaiseen vektorinotaatioon. Kir-
joittamalla antisymmetrinen matriisi {2 muodossa

0 —ws3 w2
Q= w3 0 —Ww1
—Ww?2 w1 0

ja kokoamalla sen komponenteista vektori w = (w1, ws,ws) ndhdéain valittomasti, ettd
-y =w x y. Niinpd Lagrangen funktio voidaan kirjoittaa muotoon

1 1
L:imy2+my~(wxy)+§m(wxy)Q—U'(y), (5.28)

missd U'(y) = U(7 -y). Jitetddn pilkku jatkossa pois, koska silld ei ole merkitysti
muodollisen tarkastelun kannalta.

Lagrangen liikeyhtédlot johdetaan samalla reseptilld kuin ennenkin. Talla kertaa pro-
seduuri on kuitenkin helpompi vieda ldpi alusta loppuun vektorinotaatiossa kuin kompo-
nentti komponentilta. Merkitddn seuraavassa paikan suhteen otettua gradienttia kuten
tavallista

0 0 0

= — = — e +7e _i_i
dy Oy ' dya ' Oy

ja vastaavasti nopeusgradienttia

€3

0
VU = A
Jy
Lagrangen funktion muuttujat ovat y ja y, joten L:n kokonaisdifferentiaaliksi tulee
dL = my-dy+m(wxy) (wxdy)+
+mdy - (wxy)+my-(wxdy)—VU-dy. (5.29)
Kayttaméalld vektori-identiteettid A - (w x dy) = (A X w) - dy, dL:std voidaan poimia
L:n gradientit
VoL = my+m(wxy) (5.30)
VL = m(yxw)+mwxy)xw-—VU. (5.31)
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d .. . .
a(va) =my+mwxy)+mwxy). (5.32)
Liikeyhté&loksi tulee
my=-m(wxy)—2mwxy)—mwx (wxy)—VU, (5.33)

mikd on sama yhtélo kuin edelld johdettu Newtonin liikeyhtdlo (5.13) ilman Galilein
voimatermié, koska koordinaatistojen origojen ei oletettu liikkuvan toisiinsa ndhden.

Niin rakennettu Langrangen formalismi ei ole vield aivan eleganteimmillaan, koska
liikkeyht&lossé on uusia voimatermeji. Ne voidaan kuitenkin upottaa perus-Lagrangen
formalismiin mé#érittelemélld Scheringin potentiaali

S=-my-(wxy), (5.34)

joka antaa Eulerin ja Corioliksen voimat muodossa, seké keskipakopotentiaali

1
Z:—im@xyﬁ, (5.35)
joka antaa keskipakoisvoiman. N&in meilld on siis koossa Lagrangen yhtalot

d . .

— L)-VL =
d (0L\ oL
=1 = = 9 5.36
dt ( oy ) dy ’ (5-36)

missd Lagrangen funktioon L=L+ S+ Zja L = (1/2)my? — U.

5.3 Liike pyorivilla maapallolla

Koko planeettakunnan liike on esimerkkitapaus ei-inertiaalisesta liikkeestd. Tarkastel-
taessa liikettd pyorivéilld maapallolla Maan vuotuinen liike Auringon ympéri ja pyori-
misliikkeen pienet epéitasaisuudet voidaan lihes aina jittad huomiotta. Maan liike Aurin-
gon ympéri kylld sindnsé aiheuttaa merkittdvan keskipakoiskiihtyvyyden. Rataliikkeest&
johtuva keskipakoisvoima on kuitenkin keskimé&iriisesti erittédin tarkkaan tasapainossa
Auringon vetovoiman kanssa, silld muutenhan Maa ei pysyisi radallaan.

Useimpien mekaniikassa tarkasteltavien ilmididen kannalta maapallo myds pyorii var-
sin hitaasti. Pyorimisliikkeen kulmanopeus on tietenkin noin w = 27 /(24t) = 7,3 X
10~°s7!, miké antaa keskipakoiskiihtyvyydeksi pallon pinnalla paivintasaajalla w?r =
3,4 %1072 ms—2. Témé on vain noin 0,35 % Maan vetovoiman kiihtyvyydesti. Vaikkakin
pieni, tdméi efekti ei ole aivan merkitykseton, silla se litistdd maapalloa napojen suun-
nassa. Litistyminen yhdessi keskipakoiskiihtyvyyden kanssa aiheuttaa sen, ettd Maan
vetovoiman kiihtyvyys péivintasaajalla on noin 0,53% pienempi kuin navoilla.
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5.3.1 Coriolis-voima

Py6riminen tuo mukanaan Coriolis-voiman —2mw X v, missd v = I on tarkasteltavan
massan nopeus pyorivissi koordinaatistossa.

Jokainen séddkarttaan joskus tutustunut tietdd, ettéd ilma kiertda matalapainetta poh-
joisella pallonpuoliskolla ylhaalta katsottuna vastapiividn (Kuva 5.2). Eteldiselld pallon-
puoliskolla liike on péinvastaiseen suuntaan. Tamé on seurausta Coriolis-voimasta. M&a-
ritelm#nss mukaisesti Coriolis-kiihtyvyys on suurimmillaan 2wv ~ (1,5 x 1074 s71) v.

Kuva 5.2: Saskartta.

Tarkastellaan tédstéd esimerkkind pohjoisnavalta horisontaalisesti ammuttua kuulaa.
Coriolis-kiihtyvyys on télléin a. = 2wwv, joten ammus poikkeaa suoraan eteldén suuntau-
tuvalta radalta ajassa ¢ matkan %act2 = wot?. Kulmapoikkeamaksi tulee puolestaan

12
szv = wt,
vt

miké on tietenkin sama kuin maapallon kiertdmé kulma ajassa t. Fysikaalisesti tdmé
merkitsee, ettd koska pohjoisnapa itse ei kierrd maapalloa, niin ammus jatkaa suoravii-
vaista liikettédn inertiaalikoordinaatistossa. Efekti on tietenkin pienempi laukaisupaikan
ollessa jossain muualla. Suurten tykinammusten tulenjohdossa ja ballististen ohjusten
tapauksessa Coriolis-voima on kuitenkin otettava huomioon.

Mitd suuremman skaalan ilmitstd on kyse, sitd merkittdvimmaiksi Coriolis-efekti
tulee. Se on térked varsinkin suurten ilma- tai merivirtausten kuten pasaatituulten ja
Golf-virran tapauksessa. Néaiden lahempi tarkastelu vaatii termodynamiikan ja virtaus-
mekaniikan kisitteiden (paine, lampétila, viskositeetti, jne.) mukaan ottamista.
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Otettakoon téssd esimerkiksi teoreetikon idealisaatio tasossa ympyrdnmuotoisesta
matalapaineen keskuksesta (Kuva 5.3). Mikéili mik&d&n muu voima ei tilanteessa vaikut-
taisi, virtaisi ilma paineen gradienttivoiman vaikutuksesta kohti matalapaineen keskusta
ja matalapaine téyttyisi.

Kuva 5.3: Teoreettinen malli ma-
talapaineelle tasossa, jossa paineen
tasa-arvokéyrit ovat ympyroita
matalapaineen keskuksen ympéaril-
14 ja kulmanopeus vektori kohti-
suorassa tasoa vastaan.

grad p

Coriolis-voima kuitenkin poikkeuttaa ilman liikettd siten, ettd katsottaessa pohjoi-
sella pallonpuoliskolla ylha#ltéd péin ilma ldhtee kiertdméan matalapaineen keskusta vas-
tapéivadn. Poikkeutuma jatkuu niin pitkélle, ettd tuulen suuntavektori on paineen gra-
dientin tasa-arvokdyrén suuntainen, jolloin gradienttivoima, Coriolis-voima ja ilman ym-
pyriéliikkeeseen liittyva keskipakoisvoima tasapainottavat toisensa. Todellisuudessa tuu-
liin vaikuttaa myos ilmamolekyylien vélinen kitka, joka tekee virtauksesta pyorteisté ja
aiheuttaa viskositeettia. Tama efekti estdéd tuulen suuntautumisen tdysin kohtisuoraan
painegradienttia vastaan, joten matalapaine kuitenkin lopulta tayttyy. Ja tietenkin oi-
kea ilmakeh& on kolmiulotteinen, miké on olennaista sille, ettd matalapaineita ylipadnsa
muodostuu.

5.3.2 Liikeyht#ls

Tarkastellaan ldhemmin tilannetta, jossa ainoa litke on tasainen pyorimisliike maapallon
eteld-pohjois-akselin ympéri. Tamé akseli kiinnittéa siis inertiaalikoordinaatiston, jonka
suhteen maanpinnalle kiinnitetty tarkastelukoordinaatisto pyorii. Oletetaan liséksi, ettd
etédisyys R inertiaalikoordinaatiston origosta (maapallon keskipiste) maanpinnalla olevan
koordinaatiston origoon on vakio. Edellisen tarkastelun perusteella R = w x (w x R).
Télloin litkeyhtéloksi tarkastelukoordinaatistossa tulee

d?r

M—
dt?

=F-mwx (wWxR)—2mwxr—mwx (wxr), (5.37)
missd F kuvaa kaikkia ulkoisia voimia, gravitaatio mukaan lukien. Téssé tilanteessa
Eulerin voima on nolla, koska pytrimisnopeus on oletettu vakioksi.

Tarkastellaan levossa roikkuvaa luotinuoraa ¥ = 0. Koska r < R, on yhtélon (5.37)
viimeinen termi mitdton toiseen termiin verrattuna. Toinen termi taas aiheuttaa tar-
kastelukoordinaatistossa tasaisen kiihtyvyyden, joten sen vaikutus on vain poikkeuttaa
“luotisuoran” suuntaa hieman Maan keskipistettd kohti osoittavasta linjasta. Témén voi
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melko hyvalld tarkkuudella jattda huomiotta. Jos luotinuora laitetaan heilumaan, lause-
ke w X r on

€ ey €3 €1 €2 €3
WXTr=| w wy w3z |=| —wcosh 0 wsinb |,
U1 Y2 Y3 U1 Y2 U3

missé @ on origoja yhdistdvan janan ja pdivantasaajan vilinen kulma. Se on siis maan-

oA »3

Kuva 5.4: Pyorivin Maan pinnalla ta-
pahtuvan liikkeen tarkastelussa kayte-
tyt koordinaatistot. Maan keskipis-
teeseen kiinnitetyssé, hyvalla tark-
kuudella inertiaalisessa koordinaa-
tistossa Maa pyorii kulmanopeudella
w. Pyo6rivin Maan pinnan pisteeseen
kiinnitetty {y}-koordinaatisto on ei-
inertiaalinen. Néissd koordinaatistoissa
vektori w on vakio.

Merkitaén yksikkovektorin es suuntaan vaikuttavaa gravitaatiovoimaa mg ja ulkoisen
voiman muita komponentteja Fi, Fy, F3. Télloin liikeyhtdlon komponenteiksi tulee

miy = F1+ 2mwyssind
mis = Fy—2mw(y;sinf + g3 cosb) (5.38)
mis = F3—mg+ 2mwiyscost.

Esim. Vapaasti putoava kappale

Tarkastellaan vapaasti putoavaa kappaletta (edellisissé liikeyhtélsissi siis F; = 0). Ole-
tetaan, ettd liike ldhtee levosta pisteesti (0,0, y30). Vapaassa pudotuksessa vertikaalinen
kiihtyvyys on paljon suurempi kuin horisontaalinen kiihtyvyys, joten oletetaan 3; = 0
ja y2 = 0. Liikeyht&lon komponenteiksi tulee

o= 0 (5.39)
12 —2w cos 0 13 (5.40)
s = —g. (5.41)
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Koska kappaleella ei ole nopeutta eikéd kiihtyvyyttd suuntaan 1, saadaan y; = 0. Deri-
voimalla yht&lo (5.40) ajan suhteen ja kiyttadmélla yhtdlod (5.41) saadaan

d? d?
dT?{”Q = —2wcos€Wy23 = 2wg cosf

eli alkuehdoilla i = g2 = y2» = 0 saadaan yy = %wg cos 013, Yhtilosti (5.41) saadaan
Y3 = Yso — % gt? ja merkitsemélld pudotuksen korkeutta z = y39 — y3 = % gt? poikkeaman
lausekkeeksi tulee

(5.42)

Jos kappale pudotetaan péaivintasaajalla 100 m korkeudelta, Coriolis-voiman aiheuttama
poikkeama on vain 2,2 cm. Téten pienikin tuuli, viskositeetin epétasaisuus, yms. tekee
efektin havaitsemisen vaikeaksi. Lisdamalla pudotuskorkeutta poikkeama kasvaa korkeut-
ta nopeammin, mutta niin voimistuvat ja monimutkaistuvat toisaalta tuuletkin.

5.3.3 Foucault’n heiluri

Paljon havainnollisempi esimerkki Coriolis-voimasta on Foucault’n heiluri (Kuva 5.5).
Olkoon heilurin varren pituus ! ja massa m. Kuten aiemmin matemaattisen heilurin
tapauksessa heiluriin vaikuttavat voimat ovat gravitaatio ja langan jénnitys J (siis si-
dosvoima). Mielivaltaisella heilahduskulmalla ongelma on aika hankala. Oletetaan téssd
heilahduskulma pieneksi, jolloin voidaan olettaa, etté

e koordinaattien ja koordinaattinopeuksien toista ja sitd korkeampaa kertalukua ole-
vat termit voidaan jéttdda huomiotta (siis esim. termit muotoa y;7;),

e ys:n oskillaatiot voidaan jattad kokonaan huomiotta eli y3 = y3 = 43 = 0, ja

e y/l<K 1, kuni=1,2.

Liikeyhtélot ovat siis

my; = J1 4+ 2mwsinfyo
mijs = Jo—2mw(sin€ g + cosfys) (5.43)
mis = J3—mg+ 2mwcosfys.

Koska y;/l < 1, kun @ = 1,2, J ~ J3 ja koska 3 = 0, antaa liikeyhtélon 3-
komponentti suoraan jannityksen

J =mg — 2mwys cos b . (5.44)
Tarkasteltavilla pienilla heilahduskulmilla
Yi Yi

J; ~ —%J S —7,]3 S —7mg (1=1,2).
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Y3

Kuva 5.5: Foucault’n hei-
luri. Massa m on ripus-
tettu jaykalld massatto-
malla varrella (pituus /)
kiinteédsté ripustuspistees-
td. Maan pyorimisliikkeen
vaikutuksesta heilurin
heilahdustaso kiertyy.

V1

Sijoittamalla tdmé liikeyhtélon kahteen ensimméiseen komponenttiin ja jattdmélla epa-
lineaariset termit pienind huomiotta saadaan yhtalopari

mij; = —%mg + 2mwie sin 0 (5.45)
. Y2 L
mijy = —mg- 2mwiyy sin 6 .

Merkitisn vield heilurin kulmataajuutta a:lla, o = g/I, jolloin yht#lopari voidaan kir-
joittaa muodossa

i1 + oy, = 2wipsinf (5.46)
o+ a’ys = —2wiisinb.

Namé ndyttdviat harmonisen oskillaattorin liikeyht&ldilté, joissa on mukana pakko-
voima. Pakkovoima on verrannollinen heilahdusta vastaan kohtisuoraan nopeuskompo-
nenttiin. Siten siis z- ja y-tason oskillaatiot ovat kytkeytyneet toisiinsa. Ratkaistavana on
olennaisesti kaksiulotteinen ongelma, joka onnistuu kétevisti siirtymaéllé tarkastelemaan
tilannetta kompleksitasossa. Siispéd kerrotaan jalkimméinen yhtalo i:ll4 ja lasketaan yh-
talot puolittain yhteen:

(ih + idj2) + o®(y1 + iy2) = —2wi(y1 + ig2)sinb . (5.47)

Otetaan kayttoon kompleksinen muuttuja u = y; + iys, jolloin saadaan differentiaaliyh-
t&lo
i + o*u = —2iwising. (5.48)
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Tamé puolestaan nédyttdd vaimennetun oskillaattorin yhtalolté, joka ratkaistaan samal-
la menetelmélld kuin luvussa 4 eli tekemilli muotoa e oleva yrite. Karakteristiseksi
yhtaloksi tulee

A2 4 2iwAsin® +a? =0, (5.49)

jonka ratkaisu on
A = —iwsinf + Vw?sin? § — a2 (5.50)

Koska heilurin taajuus on varmastikin paljon suurempi kuin maapallon pyorimisliikkeen
kulmanopeus, tdmé yksinkertaistuu muotoon

A= —iwsinf +ix. (5.51)
Differentiaaliyhtélon ratkaisu on siis
u= (Aeiat + Befiat)efiwtsiHH ) (552)

Integroimisvakiot A ja B méardytyvit heilurin alkuarvoista.

Té&ssd on hyvd kerrata eri symbolien merkitykset: w on maapallon py6rimisliikkeen
kulmanopeus, & = 4/ g/l on heilurin perustaajuus ja 6 on heilurin ripustuspaikan latitudi.
Merkitsemilld ug = Ae™ + Be™ ' voidaan kirjoittaa

ug = Cj cosat + iCysinat,

missd Ch1 = A+ B ja Co = A — B. Téamé kuvaa ellipsid kompleksitasossa, jota voi siis
ajatella (y1,2)-tasona. Ellipsin isoakseli kierté tekijin e~ ¢ mukaisesti. Kiertoaika
riippuu siis latitudista.

Jean Bernard Léon Foucault (1819-1868) rakensi pitkédvartisen heilurin 1850-luvun
puolivilissa Pariisin Pantheoniin ja osoitti siten kiistattomasti, ettd maapallo pyorii ul-
koisen inertiaalikoordinaatiston suhteen. Sittemmin vastaavia on ripustettu tiedemuseoi-
hin ympéri maailmaa, mm. Heurekaan.

Lasketaan esimerkiksi Heurekassa olevan Foucault’n heilurin kiertoaika. Helsingin la-
titudi on 60° 9’ 42”. Maapallon pyérimisnopeus on riittiavilld tarkkuudella 360° /(24 h) =
15°/h. Oikeastaan téssd pitéisi kiyttdd inertiaalikoordinaatistona tahtid ja tdhtiajassa
laskettua vuorokautta, joka on hieman kalenterivuorokautta lyhyempi. T&ll6in kulmano-
peudeksi tulee 15.041° /h. Helsingin latitudin sini on puolestaan 0.8674, joten

wsinf ~ 13.047° /h,

joten taysi kierros kestdd noin 27 h 35 min 33 s.

Huomautettakoon vield lopuksi, ettd edella ei ole otettu huomioon jokaiseen oikeaan
heiluriin liittyvié kitkavoimia. Koska Coriolis-voima on niin heikko, kovin lyhyttd heiluria
ei ole helppo rakentaa. Maailmanennitys on Handin ja Finchin oppikirjan mukaan noin
15 cm.
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5.4 Harjoituksia

. HyoOnteinen kévelee pitkin keppié, joka pyorii kepille kohtisuoran akselin ympéri

vakiokulmanopeudella w. Hyonteisen nopeus kepin suhteen on vakio. Laske hyon-
teisen nopeus ja kiihtyvyys maapallon suhteen.

Newtonin &mpéri. Pyoritetdén vesidmpérid pystysuoran symmetria-akselinsa ym-
pari vakiokulmanopeudella. Kuinka vedenpinta on asettunut?

Tarkastele pyorimisliikkeen vaikutusta nesteméisen planeetan muotoon. Laske pla-
neetan sidde leveysasteen funktiona. Kdytd hyviksesi seuraavia oletuksia: 1) pla-
neetta on homogeeninen, 2) gravitaatiovoima kohdistuu aina planeetan keskipistee-
seen ja 3) planeetan kulmanopeus on vakio ja pieni, muttei kuitenkaan niin pieni,
ettei silld olisi mitddan vaikutusta.

. Rakennetaan Maan kiertoradalle sylinterin muotoinen avaruusasema, johon luo-

daan keinopainovoima saattamalla alus pyOriméén symmetria-akselinsa ympéri
kulmanopeudella w.

(a) Kuinka suuri tulee w:n olla, jos sylinterin halkaisija on 80 m ja sen kehille
halutaan 10 ms~2 suuruinen keinopainovoiman kiihtyvyys.

(b) Pelkkéén oleiluun lopen kylldstynyt astronautti heittdé tikkaa (a)-kohdan mu-
kaisesti konstruoidulla avaruusasemalla. Taulu ja heittdja ovat sylinterin ke-
halld 3 m:n péissé toisistaan samalla etéisyydelld sylinterin pohjalta ja tikan
lihtonopeus taulun suhteen on 6 ms~!. Heitto osuu napakymppiin. Arvioi
Coriolis-voiman aiheuttamaa poikkeamaa tikan lentoon aseman koordinaatis-
tossa.

Oskillaattori liikkuvassa koordinaatistossa. Olkoon m-massainen kappale kiinni-
tettyné jousella (jousivakio k) pisteeseen, joka liitkkuu pitkin z-akselia siten, ettd
kiinnityspisteen koordinaatti on zo = Asinwt. Kappale itsekin liikkuu vain pit-
kin z-akselia. Muodosta ja ratkaise kappaleen liikeyht&lo koordinaatistossa, jonka
origona on xg.

Muurahainen (massa m) kdvelee kulmanopeudella w(t) = wq sin wyt pydrivin pal-
lon (sdde R, massa > m) pinnalla. Muodosta muurahaisen Lagrangen funktio
ja liikeyhtalot kayttamaélla yleistettyind koordinaatteina palloon kiinnitetyn pallo-
koordinaatiston kulmia (6, ¢) (origo pallon keskipisteessd). Milld ehdolla muura-
hainen pystyy pysyttelemééan levossa kaikkialla pallon pinnalla, jos pallo aiheuttaa
muurahaiseen tukivoiman lisidksi radiaalisen vakiovetovoiman mg?

Vuonna 1915 englantilaiset ja saksalaiset kdvivéit meritaistelua Falklandin saarten
lahistolld (50° eteldistéd leveyttéd). Brittien ammukset osuivat n. 100 m vasempaan,
koska ne oli kohdistettu kiytettdviksi Euroopassa n. 50° pohjoista leveytta.
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(a) Johda likimé#érédinen kaava, joka antaa Coriolis-efektin aiheuttaman poikkea-
man horisontaalisesti ammutulle ammukselle etdisyydelld D. Selitd, miksi
englantilaisten havaitsema virhe oli kaksinkertainen saamaasi kaavaan ver-
rattuna. (Triviaali selitys!)

(b) Oleta, etti ammuksen nopeus on noin 1 km/s ja jitd gravitaatio huomiotta
(oleta siis, ettd ammus lentdd suoraviivaisesti). Kuinka kaukana saksalaisa-
lukset olivat? Kuinka saamasi tulos riippuu ampumissuunnan ja pohjoisen
vilisestd kulmasta?

(c) Ota lopuksi huomioon myos gravitaatio. Kuinka paljon tdmé muuttaa tulosta?

Tarina voi olla urbaani legenda. Se 16ytyy joistakin fysiikan oppikirjoista (mm.
Hand & Finch, Analytical Mechanics) ja tietenkin my6s Internetisté.

8. K-kalkyyli Kerdsen kansanperinteestd kokoamana: Kostoretkellddn kulkeissansa
Kaakkois-Suomen korpimaita Kullervo, Kalervon kersa, kaikki kultakolikkonsa Kank-
kulan kaivoon kadotti. Kovin kuunteli Kullervo — kestipd kauan kunnes kaivosta
kilahdus kajahti. Keksipa Kalervon kersa: kaivolla korkeutta 250 kyynéraa! Koetti
Kullervo kehitelld, kuhunka kolikkokasa kaivossa keskittyi, kauasko kulta katoa-
mispisteen kohtisuoralta kaikkosi. Kokosi kostaja kaivosta kultansa, kaiken kukka-
roonsa kerasi.

Koetapa Kullervon kalkyyli kopioida, kyynéraissd kertoa, kauasko kohtisuoralta
kolikot keskittyiviit.

Koska kyynirmitasta kovasti kirjoissa kiistelladn — kussakin kaupingissa kyyné-
ransd — kéytd kyynérille kangenmittaa: 250 kyynérédd, 250 kankea; kanki kuvun
kétkoissd komeassa kaupungissa Keski-Europpassa.

Kaasukehén kyytid kehnontavat kertoimet katoavat/kaikkoavat.
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Luku 6

Jaykin kappaleen liike

Téahén mennessi mekaniikkaa on tarkasteltu lahinné yksittdisten massapisteiden nako-
kulmasta. Oikeat mekaaniset systeemit muodostuvat kuitenkin &érellisen kokoisista kap-
paleista, joiden eri osiin ulkoiset voimat vaikuttavat eri tavoin. Tarkastellaan tésséd lu-
vussa nk. jaykkid kappaleita. Jaykéalla kappaleella ymmaéarretédin sellaista massapisteiden
kokoelmaa, jossa massapisteiden etdisyydet |r; —r;| ovat vakioita kaikilla 4, j. Jaykkéa kap-
pale on idealisaatio, silld voimavaikutus etenee kappaleessa kyseiselle aineelle ominaisella
adnennopeudella. Esimerkiksi, kun naapurisi kommunikoi kanssasi takoen seinéé nyrkil-
l44n, niin iskun vaikutus etenee seinén lépi seindn &éniaaltona, siis seindn massapisteiden
vahéisend vardhtelyné tasapainoasemansa ympérilld, ja aiheuttaa lopulta dédniaallon il-
maan seinédn toisella puolella. Jaykka kappale on kuitenkin hyvé approksimaatio silloin,
kun kiintedn kappaleen osasten nopeudet ovat paljon pienempié kuin vuorovaikutusten
etenemisnopeudet kappaleessa.’

6.1 Koordinaatiston valinta

Kéytetéddn téssd luvussa samoja koordinaatistomerkintdjd kuin edellisessd (Kuva 6.1).
Siis inertiaalikoordinaatistoa merkitdin {x}:114 ja kappaleen B massakeskipisteeseen
(CM) kiinnitettyéd, mahdollisesti ei-inertiaalista koordinaatistoa {y}:11a. Jaykéin kappa-
leen massapisteiden paikat tunnetaan, kun tiedetédn sen massakeskipisteen paikka R
{z}:ssé sekd kappaleen orientaatio, jota varten tarvitaan kolme kulmaa.

Edellisessd luvussa saatiin tulos (5.11)

dry (AR fdryo 0
), \at ), \at), """

Nyt B:n mielivaltainen piste P pysyy paikallaan koordinaatistossa {y} eli (), = 0, joten

dr’ dR
(). (&), roxr o

'Tami ehto voi olla voimassa myds elastisessa aineessa esimerkkini terisjousi

119
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X3
Y3
P
r’=r+R V)

rA_ T
Kuva 6.1: Jaykka kappale ja sen
liikkkeen tarkastelussa kéytetyt R
koordinaatistot. Ei-inertiaalisen / U X
koordinaatiston origo sijoitetaan Vi

kappaleen massakeskipisteeseen
ja sen akselien suunnat pidetédén
kiinteind kappaleeseen nidhden. X

missd w on koordinaatiston {y} (ja samalla kappaleen B) kulmanopeus koordinaatistossa
{z}. Tulos ei riipu B:n massakeskipisteen valinnasta koordinaatiston {y} origoksi. Se vain
on kdytdnnossa viisas valinta.

6.2 Hitaustensori

Léhdetdén sitten muodostamaan kayttokelpoista Lagrangen funktiota kappaleelle B.
Oletetaan, ettd B muodostuu diskreeteistd massapisteistd. Tamén pistejoukon kineetti-

nen energia {x}:ssé on
1 AN
T = B Z my ) (6.2)

missd summa on yli kaikkien kiintedn kappaleen muodostavien massapisteiden. Kayttien

tulosta (6.1) saadaan
1 dR ?

Téssd r;:t siis viittaavat massapisteiden paikkoihin {y}:ssi. Avataan nopeuden nelid,

jolloin
1 dR\? dR 1 )
T = 5 EZ m; <dt> + El mlﬁ . (w X I‘Z‘) + 5 EZ mi(w X I‘Z') . (6.4)

R ja w ovat samat kaikille B osasille. Merkitddn kokonaismassaa M = ) . m; ja
kirjoitetaan T:n lausekkeen ensimmaéinen termi muotoon

1 b 2 1 d 2
§ZmiR = S MR?. (6.5)

T':n lausekkeen toinen termi voidaan puolestaan kirjoittaa muotoon

ZmiR-(wxri):Zmiri-(Rxw):(Rxw)-Zmiri. (6.6)
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Koska origona on CM, Y. m;r; = 0, joten koko termi on nolla. Kirjoitetaan viel& viimei-
nen termi muotoon

1 1
3 > mi(w x 1) = 3 > mi(w?r] = (w-r)?). (6.7)
i i
Kineettinen energia on siis

_1 52 1 (2.2 N2
T = MR —|—2;ml(w 2 — (w-r)?). (6.8)

Lausekkeen ensimmaéinen termi kuvaa CM:n liikkeeseen liittyviéa kineettistd energiaa ja
jalkimmaéinen pyorimisliikkeeseen liittyvas energiaa.

Merkitdan pyorimisestd aiheutuvaa kineettistd energiaa T, ja tarkastellaan tata
lahemmin. Kirjoitetaan T;..; komponenttimuodossa

3 3 3 3
TS DS Dt R § s (zwk@ T
i =1 k=1 j=1 k=1

Lausekkeen merkintdtapa yksinkertaistuu jonkin verran, kun jéatetdan hiukkaset nume-
roiva indeksi pois ja otetaan kiytto6n nk. Einsteinin summaussiints, jonka mukaan
toistetun koordinaattia merkitsevin indeksin yli summataan automaattisesti, esim.?

3 3 3
2 __ 2 _ iy . — Y
w; = W; = Wiw; ; Wil = WilY;
i=1 i=1 i=1

Kirjoitetaan sitten T;..;:n kiyttden summasiéntod ja Kroneckerin symbolia d;; muo-
toon

Tow = 5 S ml?)2) — ) wrmn)
= % D m(wiwrbin) (47) — wikyiv

1
-9 > wiwn Yy m(y; S — yiyk) (6.10)
ik

missé jalkimméisessd lausekkeessa summat i:n ja k:n yli on kirjoitettu nikyviin selkeyden
vuoksi. Merkitddn sisempéé, massapisteiden yli otettua summaa

L =Y m(y}oi — yiyk) -

2Summasiinnon kiyttamisti kannattaa treenata ja aina on syyté olla huolellinen sen kanssa, tarkoit-
taako jossain yhteydessi toistettu indeksi todella summausta vai ei.
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Téamé kaksi-indeksinen suure on matemaattisena oliona toisen kertaluvun tensori ja sité
kutsutaan hitaustensoriksi (inertiaalitensoriksi). Tensorin komponentit koordinaatis-
tossa {y} ovat

Ly Lo I3
(Li) = Iy Iy I (6.11)
I3y I3z Is3
Som(ys +v3)  — > myiye — 2. Mmy1ys3
= —> myayr Yom(y3 +yi)  — > myays
—Yomysyn —yomysyz > m(yi +y3)

Huom. diagonaalilla olevat komponentit ovat (summaussidanto!)

=Y my; —y}) =Y myiys + yaya + ysys — vavn) = > m(ya2y2 + ysys)

ja vastaavasti Iso ja Is3.

Merkitddn hitaustensoria symbolilla |. Sen méiritelmésta nikee suoraan, ettd sen
fysikaalinen dimensio on massa kertaa pinta-ala ([I] = ML?) ja ettd | on symmetrinen
Lig, = I;.

Tarkasteltavan kappaleen kineettinen energia voidaan nyt kirjoittaa muodossa

1., 1
i,k
1. .5 1
Y I (6.12)
2 2
Lagrangen funktioksi tulee siten
1., 1
L:§MR +§w~l-w—U, (6.13)

missd U =), U;(R + ;).

Mikéli mikadn sidosehto ei rajoita kappaleen vapausasteiden méiriaé, on Lagrangen
funktion muuttujina kuusi koordinaattia. Ne ovat CM:n kolme paikkakoordinaattia (R)
ja vektorin r; asennon koordinaatistossa {x} antavat kolme kulmaa. Néiden lisiksi L:n
muuttujina ovat tietenkin vastaavat kuusi nopeuskomponenttia.

Y14 on otettu kadyttoon merkintéa
1 1
§ZIikwiwk = 5(4)' l-w.
ik

Téssé on siis kyseessd operaatio: vektori—pistetulo—tensori—pistetulo—vektori. Kun ote-
taan tensorin ja vektorin vélinen pistetulo, saadaan vektori. Témén voi ajatella niin,
ettd pistetulossa summataan yhden indeksin yli ja jiljelle jd& yksi-indeksinen otus eli
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vektori. Esimerkiksi (w - 1); = wil;; = a; ja samoin (I - w); = [jw; = wilj; = wilij = aj,
misséd on kéytetty hyviksi I:n symmetrisyyttd. Kun otetaan saadun vektorin pistetulo
toisen vektorin kanssa ja summataan jéljelld olevan indeksin yli, saadaan lopputuloksena
skalaari: w- |- w = (w 1) - w = ajw;.

Merkitéddn kulmanopeusvektorin suuntaa n:14 eli w = wn, jolloin

1 2 1
Trotziw-l-w:%n-l-nzilwz, (6.14)

missé skalaaria
Izn-l-nzZm(rQ—(r-n)Q) (6.15)
kutsutaan kappaleen hitausmomentiksi pyorimisakselin suhteen.

Tensorit aivan kuten vektoritkin ovat matemaattisia olioita, jotka eivit itsessdén rii-
pu koordinaatistosta. Samoin kuin vektori voidaan esittdd komponenttiensa avulla an-
netussa koordinaatistossa niin toisen kertaluvun tensori voidaan esittédéd matriisina
annetussa koordinaatistossa. Tensoreita on myos korkeampaa kertalukua ja silloin nii-
den komponenteista muodostuu useampiulotteisia “kuutioita”’, mutta kdytédnnossi kom-
ponentteja on silloin késiteltdva indeksimerkinnilld. Hitaustensorin | kertaluku on juuri
kaksi, joten silld on kaavassa (6.11) annettu kaksiulotteinen matriisiesitys (I;;) koordinaa-
tistossa {y}. Rmme kiytd edellisessid luvussa kiytettyd kaunokirjoitus-Z:td4 kuvaamaan
hitaustensoria vastaavaa matriisia, ettei tule sekaannusta yksikkomatriisin kanssa.

Hitaustensorin matriisiesityksen diagonaalikomponentteja kutsutaan hitausmomen-
teiksi ja ei-diagonaalisia komponentteja hitaustuloiksi. Hitaustensori voidaan laskea
kappaleen kaikkien osasten hitaustensorien summana, kunhan ndmé vain on laskettu
koko kappaleen massakeskipisteen suhteen. My6s tdméa perustelee koordinaatiston kes-
kipisteen sijoittamisen nimenomaan massakeskipisteeseen.

Edelld oleva lasku on havainnollisuuden vuoksi suoritettu ajattelemalla kiinted kap-
pale kootuksi suuresta joukosta massapisteitd. Todellisuudessa on useimmiten kdytan-
nollisempéd ajatella jaykka kappale jatkuvasti jakautuneena aineena. Ilmaistaan kappa-
leen tiheysjakautuma koordinaatossa {y} jatkuvana funktiona p(r) ja jaetaan kappaleen
tilavuus alkioiksi dV'. Tall6in hitausmomentin komponentit ovat

I = /V p(0) (265 — iy dV . (6.16)

Téssé siis edelléd ollut indeksoimaton summaus on korvattu tilavuusintegroinnilla.

Koska hitaustensorin komponentit ovat reaaliset ja tensori itse symmetrinen, ten-
sori (tai oikeastaan sen matriisiesitys) voidaan diagonalisoida sopivalla koordinaatiston
kierrolla. N&in hitaustensori saa muodon

Iy 0 O

Ip)=| 0 I, 0 |. (6.17)
0 0 Iy
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Kineettisen energian pyorimisestd johtuva osa voidaan tdmén perusteella kirjoittaa
1
Trot = 5(Ilw% + Lws + I3w3) (6.18)

missd w:n komponentit on annettu koordinaatistossa, jossa (I;;) on diagonaalinen. Téta
koordinaatistoa kutsutaan (I;;):n pd#akselikoordinaatistoksi ja (I;;):n komponent-
teja I; padhitausmomenteiksi.

Jos kaikki pddhitausmomentit ovat yhté suuria Iy = Is = I3, kutsutaan jaykkaa kap-
paletta pallohyrriksi. Homogeenisen pallon pédidhitausmomentit keskipisteesséd olevan
origon suhteen ovat samat valittiinpa p#ddakselit kuinka tahansa.

Jos kaksi padéhitausmomenttia ovat yhtdsuuret, esim. I; = Iy # I3, kutsutaan hyrraé
symmetriseksi. Yleensd uuden ongelman tullessa esiin kannattaa miettié, onko tarkas-
teltavassa tilanteessa symmetrioita, joita voisi kdyttda hyvéksi. Hitaustensorin kompo-
nenttien laskemisessa on arvatenkin suureksi eduksi, jos voi etukéiteen padtelld, mitka
ovat pd#akselien suunnat.

Oletetaan, etti tarkasteltava kappale on tiheydeltéén homogeeninen (epidhomogeeni-
set kappaleet aiheuttavat kaikenlaisia ongelmia, esim. epérehellinen peluri painotettuine
arpanoppineen). Jos kappaleella on selvd symmetria-akseli, sijaitsevat sekd CM etté yksi
péadakseleista kyseiselld suoralla. Jos tdtd akselia vastaan 16ytyy vield kohtisuora sym-
metriataso, sijaitsevat CM ja loput kaksi pddakselia talld tasolla. Esimerkking téllaisesta
tilanteesta on kaksiulotteinen taso, jolla kaikki kappaleen muodostavat hiukkaset sijait-
sevat. Valitaan koordinaatit y; ja ys téstd tasosta, jolloin

L :Zmy%; Igzz:my%; IgzZm(y%—i—y%). (6.19)
Nyt selvastikin I; 4+ Iy = I3.

Kaytéinnon ongelmissa tilanne on yleensd niin péin, ettd pyritdén rakentamaan jokin
laite, jonka tulisi olla sopivasti symmetrinen. Esimerkiksi avaruusaluksen pitéisi pyoria
annetun akselin ympéri, mutta alus koostuu joukosta erilaisia komponentteja, jotka ovat
jakautuneet ep#tasaisesti rakenteen eri osiin. Autonomistajille tuttu ongelma on huo-
nosti tasapainotettu rengas, joka térisee ajettaessa. Edella esitetyssd formalismissa tamé
tarkoittaa sitd, ettd pyorimisakseli ei kulje pyordan CM:n kautta.

Naiissa tilanteissa laitteeseen lisétéén painoja sopiviin paikkoihin niin, ettd CM (eli
tarkastelun origo) siirtyy p#adakselille. Merkitdén tarvittavaa siirrosta vektorilla a ja siir-
retééin koordinaatistoa pitden koordinaattiakselien suunnat vakiona (yhdensuuntaissiir-
to) r = a+ 1/, missé r’ on mitattu CM:sté. Lasketaan sitten hitausmomentti pisteen a
suhteen

(L) = Zm(r25ik — TiTk)
= Zm[(a + 1) %6 — (s + ) (ak + 1p,)]

= E mla® 4+ 2a - v’ + 1?0y — ajar — riag — a;r), — rir}]
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= Zm (a6 — azay) +Zm /25k—r7",€)
+ Zm (2a-r'6; — riax — a;ry,)
= Lip+ M(a’6i — aiar) (6.20)
missé siis a;:t ovat a:n komponentit alkuperiisessé koordinaatistossa {y}. Tété tulosta
kutsutaan Steinerin sddnndoksi.

Maaritelldéan lopuksi toisen asteen pinta yhtélolla

p-l-p=1, (6.21)

missé
p=—F (6.22)

jan on p:n suuntainen yksikkovektori. Kayttaen hyvéksi hitaustensorin symmetrisyytta
tdma voidaan kirjoitta muotoon

L1192 + Inops + I33p% 4 2L12p1p2 + 2113p1p3 + 2[o3paps = 1. (6.23)

Piasakselikoordinaatistossa pinnan yhtilo on
PP m
A BB, (6.24)
I Lt I3

Tamé kuvaa ellipsoidia, jota kutsutaan kappaleen hitausellipsoidiksi. Sen akselit ovat
tarkasteltavan kappaleen pédakselit. Jos kahden eri kappaleen hitausellipsoidit ovat sa-
mat, ovat kappaleet hyrréliikkeen kannalta ekvivalentit. Esimerkiksi samanmassaiset ho-
mogeeniset pallot ja kuutiot ovat tédssd mielessé ekvivalentteja ja kuutio siis pallohyrra.

6.3 Hyrrén liike

6.3.1 Hyrran liikemairamomentti

Kappaleen pytrimiseen liittyy tietenkin liikem#&arédmomentti, jonka suuruus riippuu va-
litusta referenssipisteestd. Tarkastellaan tdssd pyorivan hyrran liikemédramomenttia sen
massakeskipisteen suhteen koordinaatistossa {z}

L= mrxi. (6.25)

Nopeus on puolestaan r = w X r, joten

L= Zmr X (wxr)= Zm(r2w —r(r-w)). (6.26)
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Kirjoitetaan téaméi vield komponenttimuodossa koordinaatistossa {y} kiyttden summa-
saantoa

L, = Zm((y?)wi—yi(ykwk))

= wry_m((y)dik — vivk)
~ Lawr (6.27)

miké on vektorimuodossa kirjoitettuna
L=Iw. (6.28)

Jos {y}-koordinaatisto on pédakselikoordinaatisto, niin litkeméérdmomentin komponen-
tit ovat
Ly = hwy; Ly = lwy; L3 = I3ws.

Téamén voi tietysti kirjoittaa muodossa L; = [;w;, mutta téssé ei toistetun indeksin yli
tietenkddn summata.

Pallohyrrén tapauksessa Iy = I = I3 = I, joten
L=1Iw (6.29)

eli liikem&dramomentti on w:n suuntainen. Epdsymmetrisen kappaleen tapauksessa L
ja w ovat yleensd erisuuntaiset paitsi tapauksessa, missé pyoriminen tapahtuu jonkin
péadakselin ympéri.

Esimerkki: Vapaan hyrréan prekessio

Jos hyrraén ei vaikuta miké&an ulkoinen voima, sen liikkemédramomentti epédileméatta sii-
lyy. Tarkastellaan téasté esimerkkinéd vapaata symmetristd hyrréé, jonka symmetria-akseli
on ys3 ja jolle I} = Iy # I3. Oletetaan, ettd hyrran CM on levossa inertiaalikoordinaatis-
tossa {z} (Kuva 6.2).

Nyt yo-akseli voidaan valita vapaasti ja tehddin se jollain mielivaltaisella hetkelld
siten, ettd akseli on kohtisuorassa vakiovektorin L ja hyrrdn symmetria-akselin y3 sen
hetkisen suunnan virittdméaé tasoa vastaan. Nyt tietenkin Lo = 0. Koska hyrralla on
kuitenkin hitausmomentti kaikkien p#dakselien suhteen eli Is # 0, tdytyy olla wo =
0. Koska tdmé on voimassa mielivaltaisella ajanhetkelld, w on ja pysyy L:n ja ys:n
virittdméssé tasossa. Néin siis jokaisen ys-akselilla olevan hiukkasen nopeus r = w X r on
jatkuvasti kohtisuorassa kyseistd tasoa vastaan, ja siis my6s vektoria L vastaan. Taméa
tarkoittaa sitd, ettd hyrrin ys-akseli kiertdéd tasaisella kulmanopeudella L:n suunnan
ympari. Tata liikettd kutsutaan prekessioksi.

Prekession kulmanopeuden wy, laskemiseksi merkitdén L:n ja yz-akselin vélistd kul-
maa 0:1la. Koska L3 = I3ws, niin

w3 = L3/13 = 10080/13.
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Kuva 6.2: Vapaa hyrré.

T&amé& on siis hyrrédn kulmanopeus oman akselinsa ympéri. Jaetaan sitten w L:n ja y3:n
suuntaisiin komponentteihin, jolloin wy,, on L:n suuntainen komponentti (Kuva 6.2).
Selvastikin siis wy = wp, sin ja toisaalta wy = L1/I; = [sinf/I;, joten

Wpr = Z/Il .
(Huom. Néissé lausekkeissa on jélleen kirjoitettu |L| =1.)

Y14 olevassa tarkastelussa ei tietenkdédn ole mieltd, jos L on alunperin symmetria-
akselin suuntainen. Télloin hyrréd pysyy koko ajan samassa asennossa eiké siis prekessoi.

6.3.2 Hyrrin liikeyhtilot

Hyrrélld on kuusi vapausastetta, joten tarvitaan joko kuusi skalaari- tai kaksi (kolmiu-
lotteista) vektorimuotoista liikeyhtdlod. Kolmeen paikkamuuttujaan liittyy jotenkin lii-
kemédrs ja kolmeen kulmamuuttujaan liittyy puolestaan liikeméardmomentti.

Paikkamuuttujien osalta asia on yksinkertainen. Jokainen jaykén kappaleen massa-
piste noudattaa tietenkin Newtonin liikeyht&loa, jossa vaikuttavina voimina ovat vain ul-
koiset voimat. Jaykan kappaleen muodostavat sidosvoimat summautuvat nolliksi Newto-
nin kolmannen lain perusteella. Olkoon p kappaleen yksittédisen massapisteen liitkemé&ara
ja f sithen mahdollisesti vaikuttava voima. T&llin on siis voimassa dp/dt = f. Koko kap-
paleen litkemééird on puolestaan P =Y p=M R. Laskemalla puolittain yhteen kaikkien
massapisteiden Newtonin liikeyhtélot saadaan

P=F=) f. (6.30)

Kulmamuuttujien osalta lihdetéén liikkkeelle Lin liikeyhtilosté, joka on {z }-koordi-

naatistossa JL d
%:Za(r'xp):Zr'xp:Zr’xfEN, (6.31)
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missé on kiytetty hyviksi identiteettis i’ x p = 0, koska vektorit ovat samansuuntaiset. N
on tietenkin vadntomomentti. Siis hyrréan litkemé&aramomentti séilyy, jos mikééan ulkoinen
voima ei vA&nnéa sité.

Momentit riippuvat aina referenssipisteen valinnasta. Jos {x}:n origoa siirretdén vek-
torin a verran, niin tarkasteltavan kappaleen paikkavektorit muuttuvat kuten

r=r,+a. (6.32)
Voimien momenttien summaksi tulee
N=>r'xf=>r,xf+> axf=Na+axF. (6.33)

Tuloksesta nékee, ettd jos ulkoisten voimien summa F on nolla, niin N ei riipu refe-
renssipisteestd. My6s ulkoisten voimien summautuessa nollaksi voi olla N # 0. T#ll6in
sanotaan, ettd kappaleeseen vaikuttaa voimapari.

Siirrytddn sitten inertiaalikoordinaatistosta {x} hyrrdén kiinnitettyyn koordinaatis-
toon {y}. Edellisessd luvussa johdettiin derivaattaoperaattori

d

— X
L +w

711
«  dtly

sekd tdmén seuraus, jonka mukaan w on sama koordinaatistosta riippumatta. Valitaan
{y}:ksi padakselikoordinaatisto (semmoinenhan on aina olemasssa, vaikka se saattaakin
olla tyolastd loytdd). Niinpd litkem&dramomentin derivaatta muuntuu kuten

dL
dt

dL,
_ & L.
e atl, Y

Liikeyhtéloiksi komponenttimuodossa tulee siis

L

%+(WXL)1 = M

dL

dTZH“’XL)Q = N (6.34)
L

%—I—(WXL)QJ, = Nj.

Ristitulot ovat muotoa (w X L)l = wolig — w3lg = wowsgls — w3waly = w2w3(13 — IQ) ja
vastaavasti muille komponenteille.

Téssd yhteydessd matemaattinen esitys yksinkertaistuu kayttamaélla permutaatio-
symbolia €;;. €;;, méiritellién siten, ettd sen arvo on nolla, jos indekseistd kaksi tai
useampi ovat samoja, +1, jos 5k on lukujen 1,2,3 parillinen permutaatio, ja —1, jos
17k on lukujen 1,2,3 pariton permutaatio. Nyt esimerkiksi ristitulo A = B x C voidaan
kirjoittaa muodossa

A = €1 B;iCy,
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missé oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Tdmén avulla ylla olevan liikeyhtélon

komponentit ovat
dL;
W + Eijkijk = Ni . (6.35)
Koordinaatistossa {y} hitausmomentit eivit muutu ajan funktiona, joten padakseli-
koordinaatistossa L; = I;w; (el summausta ¢:n yli!). Tdmén avulla liikeyhtéloryhmé saa
muodon
dwz-
IZ‘% + eijkijklk =N; (6.36)
miké kirjoitettuna auki kaikille komponenteille on

Ildjl — w2w;3(12 — 13) = N1
IQLDQ — w;gwl(Ig - Il) = N2 (637)
Igdjg —wlwg(ll —IQ) = N3.

Jélleen on saatu aikaan yksi yhtaloryhma, jota kutsutaan Eulerin yht&ldiksi Téssa on
muistettava, ettd yhtdlossi olevat suureet on annettava koordinaatistossa {y}.

Vapaa hyrri jilleen

Oletetaan hyrrd vapaaksi (N = 0) ja symmetriseksi Iy = Iy # I3. Liikeyhtélon 3-
komponentti antaa suoraan Isws = 0 = w3 = vakio. Liikeyhtdlon 1- ja 2-komponentit
antavat yhtéloparin

. I — I3
W = Wow
1 2W3 i
I3—1
Wy = wyw——1 (6.38)
I
Keratddan vakiotekijit yhdeksi symboliksi
Q=ws(Is— 1)/, = —ws(ls — I3)/1 .
Naiin padstddan yhtdlopariin
wl = —QWQ
djg = le . (639)

Téamékin yhtdlo on néppérdd ratkaista tekemalld siitd yksi kompleksitason yhtalo kir-

joittamalla w; + iwe = 2z, jolloin

d
d% = i0z. (6.40)

Tamiin ratkaisu on tietenkin muotoa z = Ae(
vaksi saadaan kulmanopeudet

0t4+9)  Valitsemalla ajan nollakohta sopi-

w1 = Acos(Qt)
we = Asin(Q), (6.41)
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missid A = \/w? — w? on vakio.

Tulos tarkoittaa sité, ettd kulmanopeuden projektio symmetria-akselia vastaan koh-
tisuoralle tasolle pyorii kulmanopeudella € ja projektion pituus A pysyy vakiona. w-
vektori pyorii hyrréin ys-akselin ympéri pysyen pituudeltaan vakiona. Kirjoitetaan sitten
L pédakselikoordinaatistossa {y}:

Ly = hw; Lp=Thwy; L3=I3w3 =
L =lLw+ (Ig — Il)u)3e3 (6.42)

Huomataan heti, ettd L on w:n ja symmetria-akselin méédradméssa tasossa; siis my0s
L pyorii symmetria-akselin ympéari kulmanopeudella €2 sailyttden pituutensa. Koska
Iy # I3, vektorit L ja w ovat kuitenkin erisuuntaiset. Lienee helppo vakuuttautua sii-
td, ettd tarkasteltaessa tilannetta inertiaalikoordinaatistossa symmetria-akseli ja kulma-
nopeusvektori kiertdvit samassa tasossa vakiona pysyvéad liikeméaramomenttivektoria,
kuten jo edelld osoitettiin.

Maapalloa voi ensimmaéisessé approksimaatiossa tarkastella vapaana pyorijana, silla
muiden taivaankappaleiden aiheuttamat vddntomomentit ovat hyvin pienid. Maapallo
on hyvin symmetrinen pytrimisakselinsa suhteen, mutta hieman navoilta litistynyt. Hi-
tausmomenteille on mitattu suhde

=g go3or,
5L
jonka perusteella prekession kulmanopeudeksi tulee
= 206"

Téamén ennustaa prekession periodiksi on noin 10 kuukautta. Tamén pitéisi ndkyd maa-
pallon pinnalla olevien pisteiden nédennéisen latitudin siirtymisené télla periodilla. Tark-
kojen mittausten perusteella liikkeen amplitudiksi on saatu noin 10 m, mutta litke on
paljon epésdénnollisempéd (horjuvampaa) kuin ylli oleva analyysi antaa olettaa. Hor-
junnan aikasarja-analyysi antaa vahvimmaksi periodiksi 420 vuorokautta. Tdmé ero joh-
tuu luultavasti siité, ettd maapallo ei ole aivan kiinted kappale.

6.4 FEulerin kulmat

Kuten edelld on jo todettu, jaykédn kappaleen kuvailemiseksi tarvitaan kuusi riippuma-
tonta koordinaattia inertiaalikoordinaatistossa {z}. Kolmeksi niistd on viisasta valita
CM:n paikkavektorin komponentit, mutta kappaleen asento voidaan esittis monella eri
tavalla. Tutustutaan téssd nk. Eulerin kulmiin.

Sijoitetaan jélleen molempien koordinaatistojen {x} ja {y} origot samaan pisteeseen
(O). Tasojen (x1,x2) ja (y1,y2) leikkausviivaa kutsutaan solmuviivaksi (vrt. rataele-
mentit luvussa 2).

Merkitdan Eulerin kulmia symboleilla 6, o, 1:
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e 0 on y3:n ja xg:n vilinen kulma € [0, 7],
e ¢ on z1:m ja solmuviivan vilinen kulma € [0, 27],

e 1) on y;:n ja solmuviivan vélinen kulma € [0, 27].

Nyt on tavoitteena ilmaista mielivaltainen {x}:ss& mééritelty vektori x Eulerin kul-
mien avulla

Y1 x
v2 | =R-| =2 |, (6.43)
Y3 z3

missd matriisi R kuvaa koordinaatistojen véilistd kiertoa. Tehtdvédn& on siis médrittas
R.

Tehd&én se ensin raakaa voimaa kiyttden kolmena kiertona

/
1 R(=3) () £ R (0) 5, R () h
Z2 — n — n - Y2 )
3 P o' Y3

missé muunnos R(*3)(p) tarkoittaa kulman ¢ kiertoa akselin x3 suhteen jne. Lopullinen
muunnosmatriisi on niiden kiertomatriisien matriisitulo

Rip,0,0) = R (4) - RO (6) - R (p) (6.44)
eli vektori y saadaan laskemalla

y =R () - RO0) - R (p) - x = R(p,0,¢) - x. (6.45)

Kierroista R (1) ja R(*3) () tapahtuvat tarkasteltavan koordinaatiston kolmannen
akselin suhteen ja R (6) toisen akselin suhteen. Kiertomatriisit ovat siis

cose singp O

R@) ()= —sing cosg 0 (6.46)
0 0 1
1 0 0
REO@G) = 0 cosd sind (6.47)

0 —sinf@ cosf

cosy siny 0
RO ()= [ —sing cosyp 0 (6.48)
0 0 1
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Kertomalla ndmé keskendin saadaan

R(p,0,9) = (6.49)
cos 1 cos p — cos B sin p sin Y cossinp + cosfcospsiny  sinfsiny
—sin cosp — cosfsinpcosy —sinysinp + cosfcospcosty sin b cosyp
sin @ sin ¢ —sinf cos ¢ cos 6

Tarkastellaan sitten kulmanopeusmatriisia

0 —ws wo
0= w3 0 —Ww1
—wy Wi 0

Olemme jo aiemmin johtaneet tuloksen Q = 77 .7, kun kirjoitettiin x = 7 - y. Nyt
T =TRT, joten .
Q=R-RT. (6.50)

Téstd voidaan poimia suoraan kulmanopeuden w komponentit wi, we, ws.

Jos kuitenkaan ei halua ndhdéa yll& olevan laskun vaivaa, kulmanopeuden voi péétel-
14 my0s edelléd olleen kehotuksen mukaisesti piirrettya kuvaa tarkastelemalla. Kulmano-
peuksien méarittdmiseksi tulee muistaa, ettd kulmanopeusvektori kolmessa ulottuvuu-
dessa on kohtisuorassa sitéd tasoa vastaa, jossa kulma mitataan. Nain ollen

e wyp on solmuviivan suuntainen ja sen komponentit koordinaatistossa {y} ovat
wpr = 0costh, wpy = —0sint, wpz =0,
e w, on r3-akselin suuntainen ja sen komponentti y3-akselin suunnassa on
we3 = pcosl
ja (y1,y2)-tasolla Wy yo) = Psind, joka jaettuna yi- ja yo-akseleille on
We1 = @sinfsiny, wyo = @sinbcos
e wy:lla on projektio ainoastaan ysz-akselilla w .

Kulmanopeus w on lopulta komponenttimuodossa

w1 = gbsin@sinw—i—écosw
wy = ¢psinfcost) — Osiny (6.51)
wy = ¢cosh+ 1.

Tamén tuloksen avulla on helppo laskea esimerkiksi jakson 6.3.1 lopussa l6ydetty
symmetrisen vapaan hyrréan prekessio.
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Kuva 6.3: Lagrangen hyrrd. Sym-
metrinen hyrra pyorii gravitaa-
tiokentéssé siten, ettd yksi sen
symmetria-akselin pisteistd on
kiinnitetty. Liikeen tarkastelu teh-
déén Eulerin kulmien (6, ¢, v)
avulla.

Lagrangen hyrra

Viahén monimutkaisempana ja hyoédyllisempénd esimerkkind Eulerin kulmien k&ytosta
tarkastellaan nk. Lagrangen hyrrin liike (Kuva 6.3).

Kyseessd on gravitaatiokentéissé pyorivé massiivinen symmetrinen hyrré, jonka yksi
symmetria-akselilla oleva piste on kiinnitetty. Téllaisista pyorivistda kappaleista on mo-
nenlaisia kidytdnnon esimerkkejé pikkulasten leluhyrristé teknologisissa sovellutuksissa
kéytettaviin gyroskooppeihin. Esimerkiksi suuret lentokoneet eivit enédd pitkdédn aikaan
ole kdyttdneet magneettisia kompasseja vaan nopeasti pyoriviin kappaleisiin perustuvia
gyrokompasseja. Gyrojen suunta asetetaan tarkasti oikeaksi lentokentélld ja liikem&a#ra-
momentin séilymislain perusteella ne siilyttédvat suuntansa lennon aikana.

Koska hyrrdn yksi piste on kiinnitetty avaruudessa, tdmé& sidosehto vie mennes-
sadn kolme vapausastetta ja hyrran litke méardytyy tdydellisesti kolmen kulman avulla.
Kulmiksi kelpaavat edelléd esitetyt Fulerin kulmat. Valitaan kiinteéksi pisteeksi hyrrén
symmetria-akselin toinen p#i. Olkoon se {z}-koordinaatiston z;zs-tasossa ja tdmé ta-
so olkoon puolestaan kohtisuorassa gravitaatiokiihtyvyytté vastaan. Teoreetikon hyrrén
kyseessé ollessa kérjen ja pyorimistason vélilld ei ole kitkaa.

Hyrrén padhitausmomentit CM:n suhteen ovat I1, I, Is. Padhitausmomentit I ?, IS ) g
kiinnityspisteen suhteen saadaan Steinerin sd&nnon avulla

I = L +mh?
I = I+ mh? (6.52)
n = I,

missd h on hyrrdn CM:n etdisyys kiinnityspisteestd. Hyrrdn Lagrangen funktioksi tulee
(414 sekoita téssdkéin Lagrangen funktion symbolia litkem#drdmomenttiin!)

1
L= i(l?w% + 182 + Idw?) — mghcos b, (6.53)
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missé kulma 6 on mééritelty kuten edelld, siis nyt hyrrin symmetria-akselin y3 ja akselin
g vilisenid kulmana.

Kirjoitetaan kulmanopeuden komponentit Eulerin kulmien avulla ja kdytetdédn hyr-
rin symmetrisyyden seurausta I = I9. Tilloin Lagrangen funktio saa muodon

1 g, 1. .
L= 519(02 + ¢?sin? ) + ST+ ¢ cos0)? — mghcos . (6.54)

Nyt kulmat ¢ ja ¢ ovat syklisid (kappale 3.9), joten niihin liittyvét kanonisten impulssien
komponentit py, = OL/0v ja p, = OL/0¢ ovat siilyvid suureita eli liikevakioita:

OL S
oL 0 2 2\, '
Py = 9% = (I} sin” 0 + I3cos” ) + I31p cos O = Ly, .

Siis hyrran litkemadramomentti L hyrrdn omassa koordinaatistossa on litkevakio. Liséksi
Py eli lilkkemddrdmomentin projektio akselille 23 on sekin liikevakio. Koska systeemi on
konservatiivinen, my06s kokonaisenergia on liikevakio

E = Trot + U
1 . 1 .
= 5[?(92 + ¢?sin? 0) + 5[3(1/1 + ¢ cosB)? + mghcos. (6.56)

Liikevakioiden avulla péadstédéin vihdoin integroimaan liikeyhtédloitd. Kanonisten im-
pulssien komponenttien yhtéldistd saadaan kulmanopeudet

. Lgy — L3cost
v = I? sin® 0
. Ls L., — Lscosf
= — — 0— . 6.57
v I Y Osin?g (6.57)

Sijoitetaan nimé energiayhtiloon, jolloin saadaan yhtils 6:lle. Témé on separoituva ta-
vallinen ensimmé&isen kertaluvun differentiaaliyhtils, joka on suoraviivainen integroitava.
Oletetaan alkuarvoksi t = tg:1la, ettd hyrrén kallistuskulma on 6 = 6. Integraaliksi tulee

0 df
tmh= /90 2 L3 (Lyy — Ly cosf)? (0:5%)
\/I?(E - 2—[?; — mgh cos ) — sz? Sn0)?
Tissd kannattaa tehdd muuttujanvaihdos uw = cos 6, jolloin du = —sin6df ja sin?6 =
1 — u?. Integraalista tulee
(6.59)

t—to = —I?/ du
1o 0 2 L3 2
2I7(1 —w*)(E — o, mghu) — (L, — Lau)
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Tuloksena on Weierstrassin elliptisené integraalina tunnettu integraali, jonka juuri-
lausekkeessa on u:n kolmannen asteen polynomi. Selailemalla integraalitaulukoita opi-
taan, ettd ongelma palaa Weierstrassin «y-funktion laskemiseen. Témé on jdlleen muis-
tutus siitéd, ettd matemaattisen fysiikan omituisilta nédyttiavét erikoisfunktiot ovat itse
asiassa keinoja kirjoittaa erilaisista fysikaalisista ongelmista nousevien differentiaaliyh-
taloiden ratkaisuja késiteltdvissé muodoissa.

Olemme siis ainakin periaatteessa ratkaisseet Lagrangen hyrrén ongelman. Hyrran
ominaisuudet (kokonaisenergia ja litkem&ddrdmomentti) antavat ldhtotiedot E, Ls, Ly,
jonka liséiksi Eulerin kulmilla on jotkut alkuarvot. Kaavan (6.59) avulla saadaan laske-
tuksi (ainakin numeerisesti) hyrrin padakselin kulma 6 = 6(t) akselin x3 suhteen. TAmén
jilkeen saadaan loput kulmat integroiduiksi yhtéloista (6.57). Néin siis ongelma on saatu
redusoiduksi kolmen liikevakion avulla kolmeksi (todella tyoladksi) integraaliksi.

Kokemuksen myota fyysikko kuitenkin (toivottavasti) oppii padttelemédn tarkastel-
tavien systeemien fysiikkaa syottdmatta suinpéin kaavojaan tietokonematematiikan erin-
omaisiin valmisohjelmiin. Téssé tapauksessa integraalin ¢ = ¢(6) nimittéjén juurilausek-
keella

2

L
R =2Iy(1 —u*)(E — ﬁ — mghu) — (Lg, — Lau)?
3

on kaksi juurta valilld —1 < u < +1 ja yksi juuri 4 > 1. Viimemainittu on epéfysikaa-
linen koska w = cos . Juurten kohdalla kulmanopeus 6 =0, joten hyrrdn symmetria-
akselin suunta heilahtelee néita juuria vastaavien kulmien vilissd. Siis symmetria-akseli
ei suinkaan osoita yhteen suuntaan, jolloin hyrri kaatuisi samantien! Akseli ei myoskain
valttaméatta kierrd xs-akselia vakiokulmassa vaan tekee nk. nutaatioliiketti.

6, 9, 6,

Kuva 6.4: Nutaatioliike.

Nutaatioon voi tutustua tarkastelemalla hyrrédn vapaan pdén liikettd pallon pinnalla,
jonka keskipiste on hyrrédn kiinted piste (tédssd tapauksessa hyrrén toinen péd). Vapaa
paé liikkuu pallolla edellé olleen yhtéilon reaalisia juuria vastaavien leveyspiirien 6 ja 6o
vélissd. Pallon pinnalle syntyvén kéyrédn muoto on summa prekessiosta ja nutaatiosta
ja riippuu suhteesta L,,/Ls. Hyrrdn kérki voi edetd monotonisesti koordinaatiston {z}
longitudikulman suhteen tai piirtdd silmukkaa tai sykloidin kaltaista kuviota (Kuva 6.4).
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Kevittasauspisteen prekessio

Kuten jo aiemmin todettiin maapallo ei ole aivan pyotred ja sen pytrimisakseli on lisdksi
23°27" kulmassa ratatason normaalin suhteen. Tamén vuoksi ldhelld olevat kappaleet
aiheuttavat pienen vddntémomentin maapallon liikeyhté&léon eli maapallo ei ole aivan
vapaa hyrrd. Nyt voidaan osoittaa (esim. Goldsteinin oppikirjassa), ettd vidntomomentti
aiheuttaa prekessionopeuden ¢, jonka suhde ratakulmanopeuteen wg on

gb 3 wo Ig — Il

wo 2 w3 13

cosf .

Tamé& on tosin hyvin pieni efekti. Auringon aiheuttama vaantomomentti aiheuttaa pre-
kession, joka on yksi kierros noin 81020 vuodessa. Vaikkakin Kuu on paljon pienempi,
se on paljon ldhempénd ja vadntdd Maan pyoOrimisakselia yhden kierroksen puolta ly-
hyemmaéssé ajassa. Ndiden yhteisvaikutus on noin 50.45” vuodessa eli téysi kierros 26 000
vuodessa. Lisdksi Kuun rata on noin 5° kulmassa ekliptikaan ndhden, mistd aiheutuu
pieni nutaatio, joka on noin 9” kulman 6 suhteen ja 18” kulman ¢ suhteen.

6.5 Harjoituksia
1. Kolmen identtisen massapisteen paikkavektorit ja nopeudet erédilla hetkelld ovat
inertiaalikoordinaatistossa

r|{ = aes Iy = vep
ro — a(el + 63) Iy = v(e1 + eg)
r3 =a(ey +e3) I3 =ves

missé {e;} on ortonormaali kanta.

(a) Osoita, ettéd systeemi muodostaa kyseiselld hetkelld jaykén kappaleen.
(b) Laske kappaleen massakeskipiste ja sen nopeus.

(c) Laske kappaleen kulmanopeusvektori.

2. Osoita, ettd jiykédn tasapaksun m-massaisen sauvan kineettinen energia on

T:%(u-u—l—u~v+v~v),

misséd u ja v ovat sauvan paiden nopeudet. Voit olettaa sauvan yksiulotteiseksi.
3. Laske seuraavien homogeenisten m-massaisten kappaleiden péadhitausmomentit

(a) R-séteinen sylinteri, jonka korkeus on h.
(b) Suorakulmainen suunnikassirmio, jonka sivut ovat a, b ja c.

(c) Ellipsoidi, jonka puoliakselit ovat ovat a, b ja c.
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10.

11.

. Pyoritetddn tehtévin 3(a) sylinterid symmetria-akselin suuntaisen mutta siité etéi-

syydelld r olevan akselin ympéri. Laske sylinterin hitausmomentti tdmén akselin
suhteen. Tarkastele myos tilannetta, jossa akseli leikkaa sylinterin kulmassa 6.

. Laske tasasivuisen kolmion (sivu a) muotoisen ohuen homogeenisen levyn (massa

m) hitausmomentti levyn tasolle kohtisuoran pyorimisakselin suhteen, kun akseli
kulkee

(a) levyn massakeskipisteen kautta

(b) kolmion kérjen kautta.

Maaritd myos kappaleen padakselisuunnat.

. Konstruoi pallohyrré kidyttdmailld kuutta palloa (kunkin massa m ja side a) ja

kolmea ohutta massatonta sauvaa (pituus b). Miki on hyrrin padhitausmomentti?
Kaikki osat on kéytettavil

Suorakaiteen muotoinen levy (sivut a ja b) pyorii lavistdjansd kautta kulkevan
akselin ympéri vakiokulmanopeudella w. Molemmista péistdin laakeroidun akselin
pituus on ¢ ja sen keskipiste on levyn keskipisteessé. Laske laakereihin vaikuttava
voima (jitd painovoima huomiotta).

. Oletetaan, ettd auton ovi on M-massainen homogeeninen suorakaide (sivut A ja

B), joka on kitkattomasti laakeroitu oven etureunaan kiinnitettyyn akseliin. Auto
léhtee liikkeelle vakiokiihtyvyydelld a oven ollessa auki ja kohtisuorassa liitkesuuntaa
vastaan. Minké ajan kuluttua ovi sulkeutuu? (Vihje: ldhde ratkaisemaan yhtdlod
dL/dt =N.)

. Kappale, jonka pédhitausmomentit ovat Iy, I ja I3 (siis symmetrinen hyrré), pyorii

symmetria-akselilla olevan kiintedn pisteen ympéri siten, ettd kulmanopeus w ei
aluksi ole minkdén péidakselin suuntainen. PyOrimistd hidastaa kitkavoima, jonka
momentti on —kw (k on vakio). Osoita, ettd w kidintyy joko symmetria-akselin
suuntaiseksi tai sitd vastaan kohtisuoraan sen mukaan, onko Iy < I3 vai I3 < I.
Miten kay, jos Iy = I3?

Tarkastellaan jaykén kappaleen pyorimisliiketté Eulerin kulmien avulla. Osoita,
ettd kulmanopeuden komponentit inertiaalikoordinaatistossa {x} ovat

Wel = écosgp+1/}sin051ngo
Wy = Bsing —sinhcosyp

We3 = ¢cos€+gb

Tarkastellaan Lagrangen hyrrdn kineettistd energiaa inertiaalikoordinaatistossa.
Sen voi tietysti antaa muodossa
1 1

TzimRQ—i—iuwl-w,
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missé {y}-koordinaatiston origo on kappaleen CM ja R on CM:n paikkavektori
inertiaalikoordinaatistossa. Osoita, etté edellé esitetty muoto

1
T:?MW% I = Ly, + m(R%*5;, — RiRy), R = hes
missé siis {y}- ja {z}-koordinaatistojen origona on hyrrin symmetria-akselin kiin-
ted piste, on yhtéapitdvd CM:n suhteen annetun muodon kanssa.



Luku 7

Hamiltonin mekaniikka

Téssé luvussa mekaniikan formalismia vieddén vielda Lagrangen mekaniikkaakin jaream-
pain muotoon. Tutustuimme jo luvussa 3 joihinkin kanonisen formalismin peruspalikoi-
hin, kuten kanonisiin impulsseihin, syklisiin koordinaatteihin ja Hamiltonin funktioon.
Kanoninen formalismi eroaa Lagrangen formalismista siten, ettd kun Lagrangen forma-
lismissa oli koordinaatit {¢} ja nopeudet {¢} olivat selkeésti erilaisia muuttujia, niin nyt
kanoniset koordinaatit {¢} ja impulssit {p} ovat samanarvoisia kanonisia muuttujia.
Niiden vililld voidaan tehdéd kanonisia muunnoksia tarkasteltavan ongelman kannalta
mahdollisimman tehokkaan muuttujajoukon 16ytamiseksi. Vaikka téssé luvussa tehtéavét
tarkastelut saattavat tuntua tarpeettoman abstrakteilta, niilld on tédrked osa esimerkiksi
siirryttéiessd kvanttimekaniikkaan, muotoiltaessa statistista fysiikkaa tai tarkasteltaessa
kaoottisen dynamiikan ongelmia.

7.1 Hamiltonin liikeyhtal6t

Lagrangen funktio annetaan koordinaattien, nopeuksien ja ajan funktiona L({q}, {4}, ).
Lisdksi olemme mééritelleet kanoniset impulssit
0L
Kanonisessa formalismissa systeemi kuvataan (¢, ¢)-avaruuden sijasta (g, p)-avaruu-

dessa. Muunnos tehdéddn antamalla koordinaattinopeudet kanonisten muuttujien funk-
tioina ¢; = ¢;({q}, {p},t). Luvussa 3 johdettu Hamiltonin funktio

<ZE) Gi — ) (7.1)

pi =

voidaan nyt méaritelld lausekkeella

H({q},{p},t) = ZPz%({Q}v {r},t) — L({q},{d({a}, {p}, D)}, 1).

139
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(7.2)

Koska kanoniset koordinaatit ja impulssit ovat riippumattomia toisistaan, saadaan
Hamiltonin funktion gradienteiksi niiden suhteen yhtalét

oH a; L di;
Oar ZZ: dar 3% Zﬁdi Ik
_ 04 d 04
-~ Pog —at” Z ' Oqi.
= —pk (7.3)

ja

G = g Y g

Opk "Opr. 0¢; Opy
= G (7.4)
Saatuja yhtaloita
OH )
qu = Dk (7.5)
OH .
aipk = 4k (7.6)

kutsutaan Hamiltonin liikeyht#l6iksi. Yhtéloistd (7.5) nékyy suoraan, ettd jos koor-
dinaatti g on syklinen, niin sitd vastaava kanoninen impulssi p; on liikevakio.

Lagrangen yhtéloissd on vapausasteiden lukuméérdn (n) verran toisen kertaluvun
differentiaaliyht#loitd, kun taas Hamiltonin yhtéloissé on 2n kpl ensimméisen kertaluvun
yvhtéloitéd. Teoreettisissa tarkasteluissa ensimméisen kertaluvun yhtélot ovat useimmiten
yksinkertaisempia kisitelld, vaikka niitd olisi kaksinkertainen mé&ara.

Lasketaan sitten Hamiltonin funktion kokonaisaikaderivaatta, josta tulee

dH 0L

E - _E. (7.7)

Jos Lagrangen funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta, energia (F) on liikevakio. T&llin
Hamiltonin funktio on muotoa H =T + U = E.

Hamiltonin funktio ja kokonaisenergia eivit vilttamébtti ole sama asia! Ne voi-
daan samaistaa varmuudella ainoastaan skleronomisille (ajasta riippumattomille) kon-
servatiivisille systeemeille. Tarkastellaan asian valaisemiseksi klassista esimerkkié, jossa
tasaisella nopeudella vy liikkuvassa kérryssd on jousen (jousivakio k) varassa liikkeen
suunnassa oskilloiva massa m (Kuva 7.1)
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OO—"00

Kuva 7.1: Demonstraatio sille, etté ajasta riippuvassa systeemissé Hamiltonin funktion
ja kokonaisenergian vastaavuus riippuvat koordinaatistosta, jossa H annetaan.

Ohittakoon massa origon hetkelld ¢ = 0 ollen juuri silloin tasapainoasemassaan (eli
valitaan origo silld tavalla). Lagrangen funktio on nyt

1 1
L(z,i,t) =T -U = 5mg;ﬂ — hlz - vot)?, (7.8)
josta saadaan liikeyhtéloksi
mi = —k(z — vot) . (7.9)

Tekemiilld muuttujan vaihdos kdrryn mukana liikkuvaan koordinaatistoon 2’ = x — vpt
saadaan téstd tietenkin harmonisen oskillaattorin liikeyht&lo

mi' = —ka'. (7.10)
Hamiltonin funktio on puolestaan
P2 1 2
H t)y=T =— 4+ —k(x —vot)”. A1
(:I:7p7 ) +U om + 2 (3}‘ Vo ) (7 )

H on kérryn ja oskilloivan massan muodostaman systeemin kokonaisenergia. Se ei kui-
tenkaan ole vakio, koska ulkoisen voiman téytyy tehda tyota, jotta karryn vauhti pysyy
oletuksen mukaisesti vakiona vy.

Lasketaan sitten L ja H muunnetuissa koordinaateissa

1 1 1

L'z, i) = §m¢’2 + md'vg + §mv(2) — 51@95’2 (7.12)
/ — S 1

H'(«,p) = (17277772710) + Ekxlz - §mvg. (7.13)

Selvisti H' on ajasta riippumaton, siis siilyvé suure, mutta se ei ole kokonaisenergia.
Vaikka H ja H' ovat eri suuria ja niilld on erilainen aikariippuvuus seké funktionaalinen
muoto, niistd molemmista saadaan kuitenkin samat litkeyhtélot. Koordinaatiston valinta
ei tietenkdin saa muuttaa itse fysikaalisen systeemin ominaisuuksia.
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Hamiltonin liikeyht#lot voidaan johtaa myds variaatioperiaatteesta & [ L dt = 0. Vai-
kutusintegraalin variaatio on

to
) Ldt

t1

to
5 (Z pidi — H({a), 1}, t>) d (7.14)
t1 i
t2 OH OH
= / > (Pi&ii + ¢iopi — (51%' + 56]@')) dt
t op; 0q;

%

t2 OH OH
= i — 5 | 0pi — 'i+>5i>dta
/tl Z(<q 51%‘) b (p dg; )

(2

missé dg;:n kertoimen laskemiseksi on tehty yksi osittaisintegrointi. Kun vaaditaan, etté
variaatioiden d¢; ja dp; kertoimet ovat nollia kaikilla variaatioilla saadaan Hamiltonin lii-
keyhtilot. Yleensd tissi tarkastelussa vaaditaan (muuttujien ¢; ja p; samanarvoisuuden
vuoksi), ettd dp; havidd pditepisteissd. Kyseessi ei siis ole tarkkaan ottaen luvun 3 Ha-
miltonin periaate (jossa timé vaadittiin vain dq:lle). Tétd kutsutaankin sen vuoksi joskus
modifioiduksi Hamiltonin periaatteeksi. Tdma voidaan ottaa samanlaiseksi meka-
niikan aksioomaksi kuin Hamiltonin periaate Lagrangen mekaniikassa. Lopulta térkeinta
on kuitenkin 16yt&4 systeemié kuvailevat mahdollisimman kayttokelpoiset liikeyhtélot.

Esimerkki: Liike konservatiivisessa keskeisvoimakentissi

Tarkastellaan tuttua tapausta, jossa 7 = im(i? + r?¢?) ja U = U(r). Kanonisen im-
pulssin komponentit ovat p, = mr ja p, = mr?¢ ja Hamiltonin funktioksi tulee

. A S .
H(r,0,pr,py) = prf+Ppp — §Tn(7”2 + 7% + U(r)
1 2

2m Pr 2mr?

pL+U(r). (7.15)

Hamiltonin yhtalét ovat nyt

5 U
—%4—5:—]%
% = (7.16)
Te = ¢
dH
o = o

Yhtéloistd ensimméinen on radiaalinen Newtonin liikeyhtélo, toinen ilmaisee liikemés-
rimomentin siilymisen, kolmas ja neljds ovat kanonisen impulssin méérittely-yhtélot ja
viimeinen energian sdilymislaki.
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Esimerkki: Varatun hiukkasen liike

Toinen tarked esimerkki on varauksen liike sdhko- ja magneettikentissd. Luvussa 3 saatiin
potentiaali muotoon

U=q(@®—-v-A), (7.17)

missd ® on sdhkokentdn skalaaripotentiaali ja A séhkomagneettisen kentén vektoripo-
tentiaali. Lagrangen funktio on tietenkin L = %mi‘z —U. Olkoon r; syklinen koordinaatti.

Lasketaan sitd vastaava kanoninen impulssi
oL .

Taméi on elektrodynamiikassa séilyvé litkemé#éréd. Se on siis hiukkasen mekaaninen liike-
médrd plus kentéstd itsestddn tuleva osa. Hamiltonin funktioksi saadaan sitten suoralla
laskulla (kdytetdin vektorinotaatiota ja summaussaintod i yli)

1
1

= —(p—qA)+qd. 7.19

2m(p qA)* +q (7.19)

Tésta saadaan kanonisiksi liikeyhtaloiksi sihkomagneettisessa kentéssé

OH 1

T, = 8pi = E(pl — qAZ-) (7.20)
. O0H 9%  q 0A ¢, 0A
pi = = or; = 4 877‘1 + E P ors - E A- o . (7'21)

Naisté yhtéaloistéa voi tietenkin laskea takaisin pédin Newtonin liikeyht&lon, missé voimana
on Lorentzin voima.

Téssd tapauksessa kanoninen formalismi ei ehké johtanut kovin kauniiseen lopputu-
lokseen, mutta kuten jo luvussa 3 mainittiin, sdhkomagneettinen kenttd viediddn juu-
ri néilla keinoin kvanttimekaniikkaan. Hamiltonin yhtéloitd kéiytetdan myos klassisessa
elektrodynamiikassa ja sen sovellutuksissa, esim. laskettaessa varattujen hiukkasten rato-
ja monimutkaisissa geometrioissa kuten esimerkiksi erilaisissa fuusiolaitteissa (tokamakit,
spheromakit, jne.), joissa kuuman plasman hiukkasia pidetéién vangittuina rakenteeltaan
monimutkaisiin magneettikenttiin. Menetelmén voima perustuu siihen, etté etsitdéin sel-
lainen koordinaatiston muunnos, jossa on mahdollisimman monta syklisté koordinaattia.
T&hén palataan tuonnempana.



144 LUKU 7. HAMILTONIN MEKANIIKKA
7.2 Legendren muunnokset

Edelld tehtiin muunnos (¢, ¢) — (g, p) antamalla koordinaattinopeudet funktiona {¢} =
{¢({q},{p},t)}. Hamiltonin funktio méériteltiin lausekkeella (7.2).

Matematiikassa téllaisia muunnoksia kutsutaan Legendren muunnoksiksi. Asian
yksinkertaistamiseksi tarkastellaan esimerkkind kahden muuttujan funktiota f = f(z,y).
Sen kokonaisdifferentiaali on

df =udx+vdy,

missé,
w00, 0
oz’ Oy’

Jospa nyt haluammekin syysté tai toisesta esittéd tarkasteltavan fysikaalisen ongelman
muuttujien v ja y avulla (mekaniikan nékokulmasta u vastaa siis kanonisen impulssin
kdyttod nopeuden sijasta). Nyt differentiaaliset suureet pitdéd lausua du:n ja dy:n avulla
Tamé& onnistuu muodostamalla uusi funktio

g:f—ux,

jolloin

dg=df —udr —xdu=vdy —xdu.

Nyt puolestaan v ja x ovat
_ 99 . _99
T =— v v = -
Téassd yhteydessi tarkastellaan siis mekaniikkaa sellaisesta ndkokulmasta, jossa sys-
teemis halutaan kuvailla koordinaattinopeuksien sijasta kanonisten impulssien avulla.
T4&ll6in Legendren muunnos johtaa Lagrangen funktion kiytostd Hamiltonin funktion
kéayttoon. Tama on kaikkein ldpindkyvintd yhden vapausasteen tapauksessa, jolloin kaa-
va (7.2) on yksinkertaisesti

H(q,p,t) = qp — L(q,4,1) . (7.22)

Vilkaisu termodynamiikkaan

Mekaniikan ja kvanttimekaniikan lisdksi Legendren muunnoksia kéytetéén paljon termo-
dynamiikassa. Sielld systeemille voidaan mééritelld useita erilaisia potentiaaleja, joiden
kéayttokelpoisuus riippuu tarkasteltavien prosessien ominaisuuksista, esimerkiksi siité,
séilyyko prosessissa entropia vai lampotila tai paine vai tilavuus.

Termodynamiikan ensimmaéiinen padsdinto ilmaisee energian sidilymisen muo-
dossa

AU = dQ — dW | (7.23)
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missd U on systeemin sisédinen energia, () lampomaéadrd ja W tyd. Kaasun reversiibelille
prosessille

dU =TdS —pdV , (7.24)
missd T on ldmpdotila, S entropia, p paine ja V tilavuus. Téssé tilanteessa on siis luon-
nollista tarkastella U:ta funktiona U = U(S, V), jolloin edellisen perusteella

oUu ou

T=95"P= v

(7.25)

Tilanteissa, joissa pitdd huomioida sisdinen energia ja esimerkiksi kaasun laajenemi-
seen liittyvad mekaanista energiaa, luonnollinen energiafunktio on entalpia, joka mai-
ritelldén

H=U-+pV. (7.26)

Huom. Téssd H ei siis ole Hamiltonin funktio! Kirjoitetaan H:n kokonaisdifferentiaali
dH =dU +Vdp+pdV =TdS +Vdp, (7.27)

jolloin on mielekéstd tarkastella funktiota H = H(S,p) eli tehdd muunnos (S,V) —

(S,p) ja
OH OH

=" y=21
aS ap

(7.28)

Vastaavasti termodynamiikassa mééritelldéan esimerkiksi Helmholtzin vapaa ener-
gia
F=U-TS; (S5,V)— (T,V) (7.29)
ja Gibbsin vapaa energia

G=H-TS; (S,p) — (T,p). (7.30)

7.3 Poissonin sulut

Poissonin sulut ovat hyddyllinen tyokalu kehitettiessa kvanttimekaniikan ja statistisen
mekaniikan formalismia. Tarkastellaan kahta kanonisten muuttujien {q} ja {p} seki ajan
t funktioita f ja g. Nédiden Poissonin sulut méaritelldan lausekkeella

_ 0f 0g  Of dg
e (8%8]% - 8piaqi) . (7.31)

%

Téamén méaritelmén avulla on suoraviivainen laskutehtédvi osoittaa Poissonin sulkujen
algebralliset ominaisuudet

[f,C] = 0, jos C on vakio (7.33)
[frg+hl = [f,9l+1[f.h (7.34)
[f9h] = [f.9lh+[f,hlg. (7.35)



146 LUKU 7. HAMILTONIN MEKANIIKKA

Poissonin suluille on liséksi voimassa ns. Jacobin identiteetti

[fa [gvh“ + [gv [hvf]] + [hv [f7g“ =0. (7'36)

Kéayttamalld funktioina kanonisia koordinaatteja itsedén, saadaan niiden vélille sulku-
lausekkeet

[9i,4j]1 = 0, [pispj] =0, [gi,ps] = bij - (7.37)
Jos puolestaan lasketaan mielivaltaisen derivoituvan funktion f({q},{p},t) Poissonin
sulut kanonisten koordinaattien kanssa saadaan yhtalot

0
[fa Q’L] = - 8]{7:
o

Poissonin sulkujen avulla voidaan ilmaista minké tahansa mekaanisen suureen
f({q},{p},t) kokonaisaikaderivaatta eli liikeyht&lo. Ensinnékin

of
— —= 7.39
Z<8qzz+ z>+3t (7:39)
Sovelletaan tdhdan Hamiltonin liikeyhtéloité, jolloin

a of OH of OH\ . Of
i Z(@qiapi op; 8qi>+8t

of
ot

Téstd ndemme suoraan, ettd ajasta eksplisiittisesti riippumaton suure (9f/0t = 0) on
litkkevakio, jos sen Poissonin sulku Hamiltonin funktion kanssa on nolla. My6s ajasta
riippuva suure voi toki olla liikevakio, jos ylla olevan yhtélon oikea puoli on identtisesti
nolla. Kéayttdmaélla téssa jilleen funktioina kanonisia muuttujia itsedén saadaan

= [f,H]+ (7.40)

OH
'i = 12 H| =
g (g, H] o
. . _ OH
pi = [pi,H] = 94, (7.41)

kaikilla i, eli olemme péésseet takaisin Hamiltonin liikeyht&l6ihin.

Liike keskeisvoimakentissi

Tarkastellaan esimerkkiné jélleen liikettd keskeisvoimakentéissé ja kirjoitetaan Hamilto-
nin funktio muodossa

1
P+

1
H(T7 907p1“7p<,0) = 2pi+U(’l", QD) N

2m 2mr
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Lasketaan p,:n aikaderivaatta Poissonin sulkujen avulla

Pp = [pp, H]
e s o I+ I V)
0
= [pw,U(T)] = _&)Uov'

Nyt nidhdéén, ettd mikdli potentiaali U ei ole kulman ¢ funktio, niin p, = 0 eli kul-
mamuuttujaa ¢ vastaava kanoninen impulssi on liikevakio. Ta4mé& on tietenkin tuttu
liikemédramomentti (impulssimomentti). Téssé kanonista impulssia p,, ei saa sekoittaa
tavallisen liitkemé&éran ¢-komponenttiin!

Toisaalta p,:n aikaderivaataksi saadaan

2
) p -2
br = [pmH] = ﬁ[prar ]+[pr7U]
 omr3 or

miké on radiaalinen Newtonin yht&lo.

Kirjoitetaan viela Hamiltonin funktio yleisesti pallokoordinaatistossa muodossa

1 2 2
H:<p$+pe+p“”>+U(r).

2m r2 " r2gin240

Télloin Poissonin sulut laskemalla nikee suoraan, ettd sekd p, etté pg + pg, /sin? @ ovat
liikevakioita.

7.4 Kanoniset muunnokset

Olemme néhneet jo monta kertaa, ettd siirtyminen ongelman kannalta edulliseen koordi-
naatistoon on monesti hyodyllistd ongelman ratkaisun 16ytédmiseksi jarjelliselld tyoméaa-
ralld. Lagrangen formalismissa muunnokset ovat olleet pistemuunnoksia, joissa siis
systeemin paikkakoordinaatteja ¢; on muunnettu tyyliin @Q; = Q;(gi,t) ja nopeudet on
laskettu néitd derivoimalla. Téllainen muunnos tapahtuu siis konfiguraatioavaruudessa
(paikka-avaruudessa).

Hamiltonin formalismissa kuitenkin paikkakoordinaatit ¢; ja impulssikoordinaatit p;
ovat molemmat samanarvoisia muuttujia ja vastaavat siten yleistettyja koordinaatteja g;
Lagrangen formalismissa. Tdmén vuoksi Hamiltonin formalismissa on tarpeen etsié ylei-
sempéd ndkokulmaa muuttujien ¢; ja p; muunnoksiin télld kertaa ndiden mairdamassi
2n-ulotteisesssa faasiavaruudessa.
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Oletetaan, ettd olemme 16yténeet Hamiltonin yht#lot muuttujajoukossa

{Q17q2’ <o +5yQqn,P1,P2; - - - 7pn}
Maééritelladn sitten uudet paikka- ja impulssimuuttujat {Q} ja {P} yhtilosilla
P, = Pi(q,p,t). (7.42)

Merkintojen yksinkertaistamiseksi kirjoitetaan {¢} = ¢, {p} =p, {Q} =Q, {P} =P
ja kéytetddn indeksejé silloin, kun viitataan yksittéisiin muuttujiin. Ndiden muunnosten
kéadnteismuunnokset ovat

pi = pi(Q Pt). (7.43)

Jos nyt on olemassa funktio K (Q, P, t) siten, ettd kanoniset yhtalot

: oK
Qi = P,
. oK
P = - 44
LT T (74

kuvaavat systeemin liikettd, niin muunnoksia kutsutaan kanonisiksi muunnoksiksi.
Funktiota K kutsutaan joskus “Kamiltonin” funktioksi kuvastamaan sité, ettd se on
kanonisesti muunnettu Hamiltonin funktio.

Huom. Vaikka kanoninen muunnos tehdéénkin, jotta paédstéisiin tarkasteltavan ongel-
man kannalta mahdollisimman tehokkaisiin koordinaatteihin, ei muunnos saa riippua
ongelmasta (eli H:sta). Jos esimerkiksi halutaan kuvailla kaksiulotteista heiluria uusissa
koordinaateissa, on niiden avulla pystyttava formuloimaan my6s kaksiulotteinen Keple-
rin liike. Téytyy siis olla mahdollista 16ytda myos Keplerin ongelmaa vastaava Kamilton
oskillaattorille kehitetyissd koordinaateissa. Tamé ei tietenk&dn tarkoita, ettd koordi-
naattien tarvitsisi soveltua mitenkéan erityisen hyvid tédmén toisen ongelman tarkaste-
luun.

7.4.1 Generoivat funktiot

Koska Hamiltonin yhtélot ovat sopusoinnussa modifioidun Hamiltonin periaatteen kans-
sa, voidaan kanonisesti muunnetuille koordinaateille kirjoittaa

b tQ(Z PQi—K)dt=0. (7.45)
t1 i

Tamén integrandia voidaan pitdd uutena Lagrangen funktiona. Jotta yhtalot kuvaisivat
samaa systeemié, uusi ja vanha Lagrangen funktio saavat erota toisistaan additiivisella
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vakiolla, vakiokertoimella tai jonkin funktion G aikaderivaatalla. Niistd kaksi ensim-
maistd ehtoa ovat muunnoksina triviaaleja, joskin muunnoksen skaalaaminen vakioker-
toimella tuo ongelman késiteltdesséd Poissonin sulkuja, joten suljetaan ndmé tapaukset
tarkastelun ulkopuolelle.

Mahdollisuus liséta muunnokseen jonkin funktion aikaderivaatta
osoittautuu erittdin tehokkaaksi tyokaluksi. Kirjoitetaan tdmé ehto muodossa

sz% H= ZPQz K +E (7.46)

Funktiota G kutsutaan muunnoksen generoivaksi funktioksi. Téssd yhtalossd on 4n
kappaletta muuttujia, mutta koska P:t ja @:t riippuvat muuttujista p ja ¢, jiljelle jaa
vain 2n riippumatonta muuttujaa. Tdméin ansiosta voidaan generaattorin muuttujiksi
valita ongelman ratkaisulle sopivin pari joukosta (¢, @), (¢, P), (p, @), (p, P). Vastaavia
muunnoksen generoivia funktioita merkitdin alaindekseilld 1-4.

Yksinkertaisin mahdollinen kanoninen muunnos on koordinaatiston muunnos ¢ —
Q(q). Tam4 on siis edelld mainittu pistemuunnos. Se on erikoistapaus muunnoksesta,
jonka generoi funktio G = Ga(q, P, t).

Tutkitaan ensin muunnoksia, jotka generoi tyyppida G = G1(q,@,t) oleva funktio.
Téamén kokonaisaikaderivaatta on

ey oGy . 0Gy -\  0G,
dt Z:<aqiq+aQiQ)+at (7.47)

Nyt kaavasta (7.46) tulee

0Gy . 0G oG
szql H= ZPQZ K+Z< - 8Q1Q>+8tl' (7.48)

Siirretédén kaikki termit yhtélon vasemmalle puolelle ja kerétéén riippumattomien funk-
tioiden ¢ ja @) kertoimet yhteen, jolloin saadaan yhtalo

6G1 . 8G1 aGl
S (n- Gy )i S (R gg ) (k- ) =

i

(7.49)
Tamaé toteutuu identtisesti, kun
0G1
P = 7.50
p B4, (7.50)
0G1
P = - 7.51
20, (7.51)
K = H+78G1 (7.52)

ot
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kaikilla ¢ = 1,...,n. Téssd 2n + 1 yhtalon rykelmé&ssa siis G1 on joku tunnettu funktio.
Sen avulla voidaan esimerkiksi n:n yht&lon ryhmésté (7.51) ratkaista ¢; = ¢;(Q, P, t) ja si-
joittamalla tdmé& n:n yhtélon ryhméén (7.50) saadaan puolestaan yhtélot p; = pi(Q, P, t).
Tamé voidaan tehdd myos péainvastoin, jos halutaan lausekkeet Pj:lle ja @);:lle. Lopuksi
sijoitetaan p;:t ja g;:t H:n lausekkeeseen, jonka jélkeen meilld onkin lause K:lle. Eli G
on generoinut kanonisen muunnoksen. Siitd nimitys.

Kanonisen muunnoksen johtaminen annetusta generoivasta funktiosta on siis suora-
viivainen tehtédvé. Paljon hankalampaa on 16ytd4a generaattori annetulle muunnokselle.

Kun kerran on pé#sty alkuun, niin muiden riippumattomien muuttujaparien gene-
roivat funktiot 16ytyviat tekemélld G:lle Legendren muunnoksia.

Muuttujaparille (g, P):

Ga(q, Pit) =Gi+ > PQi. (7.53)

Muuttujaparille (p, Q):
Gs3(Q,p,t) =G1 — sz‘qz'. (7.54)

Muuttujaparille (p, P):
Ga(p, Pt) = G1 + ZB’Qz’ - Zpi(h' : (7.55)

Niille on suoraviivainen tehtédva johtaa (7.50-7.52):n kaltaiset yhtdloryhmét kirjoitta-
malla kunkin G;n kokonaisaikaderivaatta ja sijoittamalla se lausekkeeseen (7.46). Esi-
merkiksi Gs:lle saadaan

_ 0Gs

P = B (7.56)
_ 0G,

Qi = op, (7.57)
7 0Go

K = H+— (7.58)

ja loput jadkoot harjoitustehtéviksi. Nyt on térkedd ymmértdé, ettd jokainen G; (i =
1,...,4) pitdad siséllddn rajattomasti erilaisia muunnoksia, jotka soveltuvat paremmin
tai huonommin eri tilanteisiin. Alaindekset viittaavat ainoastaan siihen, minki tyyp-
piseen kanonisten muuttujajoukkojen pariin lopulta paadytééan.
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Esimerkkeji

Millaisia muunnoksia edelld esitetyt kanoniset muunnokset oikein ovat? Tarkastellaan
ensiksi generoivaa funktiota G = ), ¢;Q;. Yhtéloista (7.50-7.52) nikee suoraan, etté

pi = Qi
P = —aq.

Kanonisessa formalismissa voidaan siis haluttaessa muuntaa koordinaatteja impulssisuu-
reiksi ja pédinvastoin.

Tarkastellaan sitten generoivaa funktiota Gg = — ), p;Q;, jolle

B 0G3 e

g4 = — i = Q;
0G3

P = - =i

0Q;, ”

eli ndin méaritelty G'3 generoi identiteettimuunnoksen. Saman tekee Ga, jos se méari-
telldén lausekkeella Go = ), ¢; P;. Vaihtamalla ndiden generaattoreiden etumerkit, saa-
daan puolestaan muunnos, joka ainoastaan muuttaa muuttujien etumerkit eli kdantaa
faasiavaruuden koordinaattiakselien suunnat piinvastaisiksi.

Palataan sitten jo aiemmin mainittuun pistemuunnokseen ja tarkastellaan generoivaa

funktiota G = Ga(q, P,t) — Y, Qi P;. Nyt

Sopi—H = 3RQ- K+ %

Gy, 0G e
- ZPQZ K+Z( 2 PQP PQ; — PQ) 8;,

josta seuraa

0G2 )\ . 0G> . 0G3 _
Z(pz—%)%‘*‘z;(@z— (9PZ->PZ_(H_K+(%>_O'

i

Néin on saatu

9Gs
o i (7.59)
aGy
B 9G
K = H+ 72 (7.61)

Valitaan nyt
Ga(q, Pt) = ZP Qj(g.t), (7.62)
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missd Q;:t ovat muuttujien ¢; ja ¢t funktioita. Talloin

09;

e (7.63)

J

Niistd ensimméainen on selvisti pistemuunnos eli muunnos, jollaisia on tehty pitkin mat-
kaa Lagrangen mekaniikassa. Jélkimméaisen voi puolestaan kddntdd: P; = Pj(q,p,t).
Lausekkeen (7.62) méérittelemd muunnos on yksi (muttei ainoa) pistemuunnoksen Q; =
Qi(q,t) generoiva funktio. Jos vield Q; = ¢; kyseessi on identiteettimuunnos.

Harmoninen oskillaattori

Ratkaistaan malliksi kanonisten muunnosten kaytostd vanha tuttu harmoninen oskil-
laattori. Sen Hamiltonin funktio on
2
1 2

p
H(q,p) = %‘*‘ 5 Mo

Yritetddn 10ytad muunnos sykliseen koordinaattiin ). Koska harmonisen oskillaattorin
rata on faasiavaruudessa (q,p) ellipsi, se voidaan skaalata ympyréksi, jolloin on miele-
késté siirtyd napakoordinaatteihin. Etsitdén siis muotoa

7.

p = [f(P)cos@
q = @sinQ
mwo

oleva kanoninen muunnos. Nyt

2
i .
K= Hpq.pqar) = f2§n) (cos? Q +sin” Q) =

f*(P)
2m

Tehtavind on siis 10ytad skaalaustekijan f(P). Jaetaan muunnosyhtélét puolittain, jol-
loin
p = gmuwy cot Q = p(q, Q)

eli muunnos on tyyppida Gi(¢,Q) ja p = 90G1/0q = gmuwgcot Q, joten integroimalla
saadaan generoivaksi funktioksi

1
Gi(¢,Q) = 3 mwog® cot Q..

Nyt
oGy mwoq>
0Q  2sin?Q’

Ratkaistaan sitten alkuperiiset kanoniset muuttujat uusien muuttujien avulla

[ 2P
q = sin Q)
mwo

p = 2mwoP cos@Q,

P=-
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joten etsitty f(P) = v/2mwoP. Koska G ei riipu ajasta K = H = E ja
K = woPcos® Q + woPsin®? Q = woP.

Téstd saadaan suoraan P = E/wg. Koska H ei riipu Q:sta, @ on syklinen koordinaatti
ja se loytyy kanonisesta liikeyht&losta

. 0K
@=op "

wo -

Tamé& on triviaali integroitava: Q = wot + g. Siis fiksusti valittu kanoninen muunnos
on tehnyt muunnetusta impulssista suureen energia/taajuus ja valinnut koordinaatiksi
oskillaattorin vaihekulman. Sijoitetaan ndmé nyt ¢:n lausekkeeseen ja olemme 16yténeet

tutun ratkaisun.
2F .
q = | — sin(wot + o) .
mwg

Téssé g:ta ratkaistaessa olisi tietenkin voitu valita myo6s miinus-merkki. Se olisi siirtanyt
oskillaattorin vaihetta tekijalla .

No mités iloa téstd sitten oli? Oikeastaan koko ongelma oli ratkaistu, kun 16ydet-
tiin sopiva generaattori. Ainoa integrointi oli vakion integrointi ajan suhteen, jota ei voi
pitéa kovin vaativana tehtédvané. Kuten jo aiemmin todettiin muunnoskaavojen laskemi-
nen generaattorista on suoraviivainen tehtavi, mutta generaattorin keksiminen nappéraa
muunnosta varten on vaikeampaa.

7.4.2 Infinitesimaaliset kontaktimuunnokset

Tarkastellaan seuraavaksi ajasta riippumattomia infinitesimaalisia muunnoksia

Qi = q+0q
P = pi+dp;. (7.64)

Kyseessé on siis infinitesimaalisen 1dhellé identiteettimuunnosta oleva muunnos. Sellaisen
voi generoida esimerkiksi funktiolla

Gy=Y qPi+eG(q.P), (7.65)

missé € on infinitesimaalinen parametri. Gao-tyyppiselle generaattorille

9G, oG
R S o3 v
b 9g; +68Qi
oG
Qi = s = giteq—, (7.66)

0P, OF;
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joten
oG
opi = —e—
P : dq;
0G
0q; = . :
q €5 2 (7.67)
Nyt
oG 9G(q,p) 9G(q;p)
G(q,P)=0G —e— | =G — )
(¢, P) <q,p £ aqi> (¢,p) —¢ 94 p;
joten muunnosyhtéal6issa
oG
op; = —¢ (;;J;p) + O(e?)
_ _9G(g,p) 2
0qg = ¢ op, + O(e%). (7.68)
Jatet#sin suuruusluokkaa O(e?) olevat termit pois, jolloin G(q, P) = G(q,p).
Koska G:té ei ole rajoitettu sen tarkemmin, voidaan valita
G(q,p) = H(q,p), (7.69)
jolloin € on luonnollista tulkita pieneksi ajalliseksi siirrokseksi dt. Télloin
OH
dg; = dt = ¢ dt = dg;
Opi
OH
5pi = —dt aQ' = pl dt = dpi (770)

Siis G eli tissd tapauksessa Hamiltonin funktio H generoi muuttujien {q} ja {p} joukos-
sa kanonisen muunnoksen, joka voidaan ymmértia systeemin liikkeeksi faasiavaruudessa
(¢, p) aikavililld dt. Hamiltonin funktio voidaan siten tulkita liikkeen infinitesimaalisek-
si generaattoriksi ja systeemin dynaaminen kehitys on jono peréttéaisia kontaktimuun-
noksia. Talldkin asialla on hyddyllinen vastineensa kvanttimekaniikassa, jossa systeemin
aikakehitystd kuvataan Hamiltonin operaattorin avulla.

Tarkastellaan sitten, kuinka joku annettu funktio f(g, p) muuntuu téllaisessa kontak-
timuunnoksessa. Ensinnékin

of = fla+0q,p+dp) — f(a.p) (7.71)

ja toiseksi
of of
of = 0q; op; - 72
f EZ 6q@-q+% op; P (7.72)

Ilmaistaan dg; ja dp; generaattorin G avulla

5f:gz<af oG _ of 8G>:s[f,G]. (7.73)

oq; " Opi  Opi 0g;
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Valitaan sitten ajasta riippumattoman systeemin Hamiltonin funktio H funktioksi f
eli §H = ¢ [H,G]. Nyt G:n liikeyhtil6 on kaavan (7.40) mukaisesti
dG oG
o =G H] (7.74)
Jos nyt G on ajasta riippumaton (0G/0t = 0) ja liikevakio (dG/dt = 0), niin [G, H] =
0 = 0H = 0. Tallsin siis H on invariantti. Tdmén voi tulkita niin, ettd ajasta riippu-
mattomat liikevakiot ovat sellaisten kontaktimuunnosten generaattoreita, jotka jattavat

H:n invariantiksi. Tamé voi auttaa liikevakioiden etsimisessé.

7.4.3 Kanoniset muunnokset ja Poissonin sulut

Osoitetaan seuraavaksi, ettid Poissonin sulut ovat invariantit kanonisissa muunnoksissa
eli

f. 9l = f:9lo.p - (7.75)

Sitten vaan reippaasti laskemaan
B of 9g  Of 9g
ooy = ZZ: (8% Opi  Opi Ogi

_ Z Of (09 0Q; , 09 0P\ 0f (09 0Q; , dg OP;
d0q; \0Q; Op; = OP; Op; Op; \0Q; 0¢;  OP; Oq;

499
Z( S Qi+ 5 P, (7.76)
Sovelletaan tétd tulosta sulkuihin [@Q;, f], , eli lasketaan
Q.. ] Z( S0 00y + 55 0P, ) (777
ir»Jlgp Q iy &g i . .
Nyt pitdd selvittdd, mitd ovat | Ql,Q] ja [Qi, P q . Lahdetéén liikkeelle infinitesi-

maalisesta kontaktimuunnoksesta Gy = %: q;P; + € G(q, P), jolle olemme jo johtaneet
tulokset

Qi = a gj(;:
P = pi—e gg -
Nyt saadaan suorilla laskuilla (rajalla e — 0)
Qi Qil,, = [Qz +e g](j gj+e gg] (7.78)
= [Qz‘, egg] + [egg, qj] _1_0(52)
- <ai2aij - aij%) +OE) = 06 =0,
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ja

(7.79)

0G 0G
QP = {qi te ]

b, "oy,
oG oG
dij + [6(%,]93'] + [%:7 —€ ] +0(%)

902G 092G
6Z~+5< - >+(952 = 0 -
! pidq;  0q;0p; () !

Vaikka tdmé onkin todistettu vain Ga-tyyppié olevan generaattorin tuottamalle ka-
noniselle muunnokselle, tulos on yleispdtevd. Voimme nimittiin tehd& ensin kanonisen
muunnoksen ajasta riippumattomaan systeemiin

(¢,p) = (Q(q, p,to), P(q,p, t0)),

jolle Poissonin sulkujen invarianssi 16ytyy néppéréasti. Funktiota g voidaan nimittéin tés-
sé tapauksessa pitdd jonkin kuvitteellisen systeemin Hamiltonin funktiona, joten [f, g] ap =
df /dt. Koska nyt df /dt ei voi riippua koordinaattien (g, p) valinnasta, invarianssi on tot-
ta. Tamaén jilkeen systeemin aikakehitys hetkestéd ty hetkeen ¢ voidaan tulkita jonoksi
infinitesimaalisia kontaktimuunnoksia, joille jokaiselle relaatiot (7.78 ja 7.79) ovat voi-

massa. Nain ollen ne ovat voimassa mille tahansa kanoniselle muunnokselle
(¢,p) — (Q(g,p,t), P(q,p,1)).

Sijoittamalla ndmé relaatiot yhtdloon (7.77) saadaan

_of
9P’

Qi flyp

mistd seuraa tietenkin [f, Q;], , = —0f/0P; ja vastaavasti [f, Pj], = 0f/0Q;. Sijoit-
tamalla ndmé yhtalon (7.76) viimeiseen lausekkeeseen on invarianssi (7.75) todistettu.
Tésté seuraa, ettd voimme suorittaa laskutoimituksen kéyttden mieleisidimme kanonisia
muuttujia ja luottaa siithen, etté lopputulos on oikein.

Poissonin sulkujen invarianssin voi itse asiassa ottaa kanonisen muunnoksen mééri-
telméksi. Jos siis on tarve todistaa joku muunnos kanoniseksi, riittaé osoittaa, ettd (7.75)
toteutuu.

Jos olisimme alun perin kelpuuttaneet kanonisiksi myos sellaiset muunnokset, jois-
sa (7.46):m vasen puoli kerrotaan jollain vakiolla, ylli oleva tulos ei olisi voimassa eli
Poissonin suluilla olisi eri numeroarvo eri koordinaatistoissa.



7.5. HAMILTONIN-JACOBIN TEORIAA 157
7.5 Hamiltonin—Jacobin teoriaa

Hamiltonin liikeyhtédléiden

. oOH L OH
QZ - 8pl b pl - aqz
ratkaisut ovat muotoa
¢ = ¢i(qo,po,t)
pi = pi(qo,po,t), (7.80)

missé pg ja qo ovat integroimisvakioita, esim. kanonisten muuttujien ¢ ja p alkuarvojou-
kot. Nama yhtélot voidaan kaintéd, jolloin
Q; = qj(g:p:t) = Q;

Téamé voidaan tulkita kanonisena muunnoksena (¢, p) — (@, P). Koska uudet muuttujat
ovat vakioita, Hamiltonin yht&lot néille muuttujille kirjoitettuna ovat

. oK
U = 5 ="
. oK
P = ——— —9 7.82
J an ( )

eli muunnettu Hamiltonin funktio K ei riipu uusista muuttujista ja on siten vakio, joka
voidaan asettaa identtisesti nollaksi.

Otetaan sitten kidyttoon generoiva funktio Go = S = S(q, P, t), jolle on voimassa

a5

K:H(q,p,t)JrE—O. (7.83)
Toisaalta muotoa G5 olevalle generaattorille on voimassa
R
pi = 04,
oS
;= . 7.84
Merkitddn @Q; = §; ja P; = «4, jotka nyt ovat vakioita. Niinpd S = S(q,a,t) eli S on
n + 1 muuttujan (g1, ..., gn,t) funktio. Olemme péadsseet yhtaloon
a8 oS
H(qg,—,t)+ —=0. 7.85

Téama yhtdlo tunnetaan nimelld Hamiltonin—Jacobin yht&ls. Se on n+ 1:n muuttujan
ensimmadisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtéloé funktiolle S. Funktiota S kutsutaan
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Hamiltonin prinsipaalifunktioksi (miké on kokko suomennos englanninkielisesté ter-
misté principal function).

Funktio S generoi kanonisen muunnoksen, jossa muunnetut koordinaatit ja impulssit
ovat vakioita. Nyt tarkasteltavan ongelman ratkaisuproseduuri on ilmeinen. Ratkaistaan
ensin funktio S = S(q, a, t) yhtélostd 7.85, jonka jilkeen saadaan lasketuksi suoraan

51' = 875((1704775)'

80%
Namé yhtélot antavat systeemin radan implisiittimuodossa. Kaantamaélla yhtalot pads-
tddn radan lausekkeisiin ¢ = ¢(a, 3,t), joten meilld on systeemin rata konfiguraatio-
avaruudessa {q} alkuarvoineen péivineen. Ongelman ainoa vaikea tehtdvd on madrita
S. Mekaanisen ongelman ratkaisu on siis Hamiltonin—Jacobin teoriassa sama asia kuin
sopivan kanonisen muunnoksen 16ytéminen!

Konservatiivisessa tapauksessa

p?
H=—
o +U(r)
ja p = VS eli komponenttimuodossa p; = 95/9r;. Nyt Hamiltonin—Jacobin yhtilo saa
muodon

05 _
ot

Konservatiiviselle systeemille H = E, joten E+9S5/0t = 0, joka on triviaali integroitava

%(vsﬁ +U(q) + 0. (7.86)

S = S54(q,) — Et. (7.87)

Funktio S separoituu siis paikka- ja aikaosiinsa. a:t ovat systeemin liikevakioita ja koska
Sq vékisinkin riippuu E:std, kannattaa yhdeksi a:ksi valita E.

S:n aikaderivaatta pitkin systeemin rataa (n-ulotteisessa g-avaruudessa) on

dsS oS oS

— = — ¢+ — = G — H=1. 7.88
dt i dq; q; ot ;pl% ( )
Téstd seuraa S = [ Ldt + vakio, joten Hamiltonin periaate voidaan kirjoittaa 45 =
0. Néin ei onnistuta madraamaan S:44, silla tdssdhédn rata tdytyy tuntea ennestéién,
mutta yhtilo antaa kuitenkin fysikaalisen tulkinnan funktiolle S. Kyseessé on selvisti
Hamiltonin vaikutusintegraali.

Harmoninen oskillaattori

Esimerkkinid ongelman ratkaisemisesta Hamiltonin—-Jacobin teoriassa tarkastellaan jél-
leen tuttua lineaarista harmonista oskillaatoria, jonka Hamiltonin funktio on
o1

H=+_-k¢i®*=E.
om T 2"
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Hamiltonin—Jacobin yht&lcksi tulee

1 (0S\* 1, , 88
27)1(8(]) +§kq +§—0.

Koska systeemi on konservatiivinen, etsitédén ratkaisua edelld esitetyn innoittamana yrit-
teelld S = S,(q, E) — Et, jolloin

1 (9S\> 1,5
m(aq> Tt =
5, 2F
aq—\/mk<k‘q)
S=vm /dqy/—q — FEt.
li @

Lasketaan sitten kanoninen koordinaatti G eli Q

)
ﬁ+t=—\/farccos (q@)

Nyt wg = \/k/m on tietenkin oskillaattorin taajuus ja olemme saaneet tutun tuloksen

q= ﬁcoswg(t + ).

Muunnetun systeemin kanoniset muuttujat ovat siis ) = 3 ja P = E ovat liikevakioita,
jotka riippuvat oskillaattorin alkuarvoista, mutta eivit selviistikéén ole ¢(0) ja p(0).

Integroitava yht&lo on siis

joten

josta

Keskeisliike

Toinen toistuva esimerkki on liike keskeisvoimakentissa. Pallokoordinaatiston tasossa
0 = m/2 Hamiltonin funktio on

1 p
H(Ta @ap’r‘ap(p) 2 (p'r T'SO> + U( )

Koska systeemi on konservatiivinen, S = Sy(r, ¢, ) — a1t, misséd a1 = E. Hamiltonin-
Jacobin yhtéloksi tulee nyt

% <(arsq)2 + W) +U(r)=a.
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Nyt ¢ on syklinen koordinaatti, joten p, =vakio= [ = a3 ja 0,5, = 2. Témén integraali
on muotoa

Sq = Sp(r; o) + oo
ja

L (55)2 Oé U()—
m rOr +’]"2 + rT)=0o1.

Ratkaistaan jalkimmaéisestd 9,5, eli

95, a3

5 = \/2m[a1 —U(r)] 2

Integroidaan tdma ja sijoitetaan lausekkeeseen S = S; — a1t = S, + pas — at

2
S:/dr\/Zm[al—U(r)]—(;g+cpa2—a1t.

Kanoniset koordinaatit 81 ja B2 ovat

oS mdr
B = 87 = 5 —t
\/Qm[al -U(r)] — 2
oS d
B2 = D = —/ Q2 dr 5 + .
Q2 Qg
7‘2\/2771[0(1 —-U(r)] — =1

Namé antavat liikeradan yht#lot muodossa r(t, a, 8) tai p(t, «, 3).

7.6 Vaikutus- ja kulmamuuttujat

Mekaaniset systeemit ovat usein tavalla tai toisella periodisia. Harmoninen oskillaatto-
ri on ollut télld kurssilla esimerkkiné jo lilankin monta kertaa, planeettojen radat ovat
ainakin melkein periodisia, klassisessa kuvassa elektronit kiertdvét atomien ytimié, ato-
mit varahteleviat molekyyleissé, molekyyleistéd rakentuva aine johtaa paineaaltoja ja niin
edelleen. Periodinen liike voidaan jakaa kahteen perustyyppiin: libraatio, jossa systeemi
heilahtelee tasapainoasemansa ympiri, ja rotaatio, jossa systeemi tekee taysiéd kierrok-
sia. Téllaisia tilanteita tarkasteltaessa siirrytd&n usein vaikutus- ja kulmamuuttujiin.

Edella kisitellyssd Hamiltonin—Jacobin menetelmésséa paddyttiin kdyttaméian kano-
nisina impulsseina integrointivakioita c;. Merkintéjen yksinkertaistamiseksi kirjoitetaan
a = {a;}. Otetaan kdyttoon vaikutusmuuttujat J;(«), jotka médritellddn kaavoilla

Ji = j{ p;dq; kaikillai =1,...,n, (7.89)
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missé ¢;:t ovat periodisia muuttujia, integrointi on kunkin tdyden periodin yli ja mer-
kitddn jatkossa jilleen J = {J;}. Rajoitutaan lisiksi sellaisiin konservatiivisiin sys-
teemeihin, joiden edellé esitelty S-funktio separoituu téydellisesti ¢-koordinaateissa eli
Sq = >; S¢;(¢i; ). Edellisen jakson perusteella p; = 05,/0q;, joten

se) = § qu (7.90)

kaikille 7. Téss4 ei tietenkéén oleteta summausta i:n yli. Integrointi antaa siis J;:n «;:tten
funktiona, josta voidaan kaantéé tulos

a; = oy(J) . (7.91)
Témén ansiosta S, voidaan ilmaista muodossa
Sq = Sqla,J). (7.92)
Nyt H = E eli vakio ja siten ainoastaan vakioiden {.J} funktio
H=H(J). (7.93)

Samaan tapaan kuin edelld méériteltiin kanoniset muunnokset (3; = 95/0q;), maari-
tellddn vaikutusmuuttujia J; vastaavat kulmamuuttujat lausekkeella

a5,

. .94
a7, (7.94)

w; =

Tam4 vastaa kanonista muunnosta (¢,p) — (w,J), jonka generoi Sy(q, J).

Koska systeemi on konservatiivinen, H = E = «4(J). Muunnos ei riipu ajasta, joten
K = H(J), miki ei ole w:n funktio, eli kulmamuuttujat ovat syklisid koordinaatteja.
Nyt kanonisiksi liikeyhtaloiksi tulee

H
U')Z' = ?)JZ = l/l(J) = vakio, (795)
joten

Siis w;:t ovat ajan lineaarisia funktioita.

Nyt voidaan esittdé kysymys, paljonko kulmamuuttuja w; muuttuu, kun koordinaatti
g; tekee tdyden syklin, joko edestakaisen heilahduksen tai tdyden kierroksen? Lasketaan-

pa
ow;
Aw; = Zf . faan v Z

(7.97)
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Koska J;:t ovat vakioita, niiden suhteen otetut derivaatat voidaan ottaa integraalin ul-
kopuolelle ja saamme tuloksen

d 4J;
Awi:Zprjdqj: DSy (7.98)
J J

Siis kulmamuuttuja kasvaa yhden yksikon tdyden periodin aikana. Merkitdédn periodin
pituutta 7;:1la, jolloin

Vakio v; on siis periodin kédnteisluku eli g;:n periodisen liikkeen taajuus. Vaikutus—
kulmamuuttujien avulla voidaan siis méérata liikkeen periodi ratkaisematta systeemin
liikerataa.

Vaikutusmuuttujan J maéarittely-yhtélostd ndkyy suoraan, etté J:n dimensio on sama
kuin litkem&&rdmomentin (impulssimomentin) dimensio [J] = [gp]. Niinpé sen kanonisen
konjugaatin eli kulmamuuttujan dimensio on juuri kulman dimensio, miké SI-yksikoissé
on ykkonen. Téllaisia luonnollisia kanonisia konjugaattipareja ovat (r,p), (0, L;), (to, E)
jne. Kvanttimekaniikassa néihin pareihin liittyy Heisenbergin epétarkkuusperiaate eli
mitd tarkemmin parin toinen jisen tiedetéddn, sitd suurempi epétarkkuus liittyy parin
toiseen jaseneen. Mutta fysikaalisilta perusteiltaan se on kuitenkin jo toinen tarina.

Mainittakoon vield, ettd joissain klassisen mekaniikan oppikirjoissa juuri vaikutus—
kulmamuuttujia kutsutaan kanonisiksi muuttujiksi (esim. Landau-Lifshitz).

Harmonisen oskillaattorin periodi
Nailla tyokaluilla onnistumme médrittdméin harmonisen oskillaattorin periodin ratkai-

sematta sen litkettd. Hamiltonin funktio on siis

2

D 1 2
H=2 4 p2=F
om T 2"

fpdq—Ffmdq

Integraali yksinkertaistuu sijoituksella ¢ = y/2F/ksin 6, jolloin

27
J=2E m/ cos20d = 27E, | .
V& \V %

Koska H = F, saadaan
_J
o

Téamaé tulos tietenkin pitikin saada.

Nyt

joten
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7.7 *Kanonista hiiridteoriaa

Fysikaalisten systeemien liikeyht#lot ovat usein ei-integroituvia. Vaikka yht#lot voidaan
johtaa esim. Hamiltonin—Jacobin teorialla, niiden integroiminen analyyttisesti ei v&lt-
tdméttd onnistu edes periaatteessa. Monesti systeemin integroitumattomuus johtuu lii-
keyhtélon termeisté, joita voi approksimoida pienind. Kuten epélineaaristen oskillaat-
toreiden yhteydessé opittiin, hyddyllinen tapa késitella téllaisten systeemin liikettéd on
h#iricteoria. Oletetaan, ettd fysikaalisen systeemin dynamiikka voidaan esittéé integroi-
tuvalla Hamiltonin funktiolla, johon on liséitty joku pieni hairio. Téatd menetelméd kiyte-
tdin esimerkiksi taivaanmekaniikassa. Maan rata Auringon ympéri on integroituva sys-
teemi, johon ldhinnd Mars ja Jupiter tuottavat hiirigitd. Hairiot ovat kuitenkin varsin
pienié. Tarkastellaan héiridteoriaa kanonisen formalismin keinoin, jolloin sitd kutsutaan
kanoniseksi hiiriGteoriaksi. Sen idea on seuraavanlainen.

Kuvaillaan systeemin Hamiltonin funktiota integroituvalla osalla Hy ja pienelld héi-
riolla AH
H=Hy+ AH. (7.100)

Jétetddn aluksi A H huomiotta ja muunnetaan Hy kanonisesti kiyttden tyyppid Ga(q, P, t)
olevaa generoivaa funktiota Sy(q, P,t) sellaisiin kanonisiin muuttujiin (@, P), joilla
Ky(Q, P) = 0. Hamiltonin-Jacobin teorian perusteella funktio Sy toteuttaa yht&lon

050 050
H — — =0. 101

Hamiltonin yhtdléiden mukaan silloin uudet muuttujat @)y ja Py ovat liikevakioita. Teh-
dddn sitten sama kanoninen muunnos

S
0S5

koko Hamiltonin funktiolle H = Hyp+AH, jolloin saadaan muunnettu Hamiltonin funktio

AK(Q. Pty = H + 20 = AH(4(Q. P.1),p(Q. P,1),1). (7.104)

Téamé on siis koko systeemin Hamiltonin funktio uusissa koordinaateissa (@, P). Nyt
voidaan kirjoittaa Hamiltonin liikeyht&lot uusille koordinaateille muodossa

. 0
0
= -3 AK(Q,P,t). (7.106)



164 LUKU 7. HAMILTONIN MEKANIIKKA

Pelkké kanoninen muunnos ei tietenkdin tee systeemistéd integroituvaa, mutta nyt
voimme kdyttdd hyviaksi sitéd, ettd hiirio on pieni ja uudet muuttujat likimain vakioi-
ta. Derivointien jilkeen sijoitetaan yhtilon oikealle puolelle (@, P)-muuttujiksi hairiot-
toméat muuttujat (Qo, Pp). Tamén jélkeen yht#lot integroidaan ajan suhteen ja saa-
daan ensimméisen kertaluvun ratkaisut uusille koordinaateille Q@ = Q1(t, Qo, o) ja
P = Pi(t,Qo, Py).

Vilittomaésti huomataan, ettd meidan ei valttaméatta tarvitse pysdhtyd tdhéan. En-
simméisen kertaluvun ratkaisuthan voidaan nyt sijoittaa liikeyhtdloiden (7.105-7.106)
oikealle puolelle, jolloin yhtélot saadaan edelleen integroiduiksi. Tdmé johtaa toisen ker-
taluvun ratkaisuihin Q2 (¢, Qo, Py) ja Pa(t, Qo, Po) ja niin edelleen. Iteraatioprosessi voi-
daan kirjoittaa muodossa

: A
G = 0. py (7.107)
e (7.108)

missé derivoinnin jélkeen tehdyt sijoitukset on merkitty nakyviin.

Huom. Téssé indeksit viittaavat siis iterointikierrokseen eivit muuttujajoukkojen P ja
Q elementteihin, joita on n kappaletta kumpiakin!

Perihelin kiertymé

Tarkastellaan esimerkkiné planeetan perihelin suunnan kiertymisté. Eritoten Merkuriuk-
sen perihelin kiertymé& on ollut historiallisesti térkeé, koska silla oli merkittiva asema
yleisen suhteellisuusteorian todentamisessa.

Bertrandin teoreemana tunnetun tuloksen mukaan ympyréiratojen hairiét johtavat
toisessa kertaluvussa suljettuihin ratoihin vain Keplerin (oc —(1/7)) ja Hooken (o< 72) po-
tentiaalien tapauksessa (kappale 2.1.5). Néissé tilanteissa radat ovat suljettuja ja Keple-
rin liikkeessé perihelin suunta on vakio. Planeettakunta ei kuitenkaan ole kahden kappa-
leen ongelma. Toiset planeetat hiiritsevét tarkasteltavan planeetan liiketté ja seurauk-
sena on planeetan perihelin kiertyma.

Hamiltonin funktio on nyt

H = Hy+ AH(r,o,t)

1 [, b\ k
= — — | —-—+AH t).
m <pr + 7‘2> r + (T7 2 )

Olemme jo aiemmin ratkaisseet radan Hamiltonin—Jacobin teoriassa ilman hairicter-
mid

B —t

s mr
= /\/2m[a1U(r)] a2

r2
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oS g dr
A N S .
7"2\/2m[a1 —U(r)] — 1
missi nyt U(r) = —k/r, a1 = E = Py jaag = Py = | = Pyz. Néin saadaan muunnetuiksi
koordinaateiksi
mdr
Qo1 = / - —t,
k P,
\/2m (Pm + > - %
r r
joka antaa ajan paikan funktiona ¢t = t(rg), ja
Poo dr
Qo2 = — / = —~t¢,
k P
7“2\/2m <P01 + > — %
r r
joka puolestaan antaa paikan radan vaihekulman funktiona eli
r=ro(p) = - ,
1+ ecos(p — Qoz)
missé
Py \/ 2Py P2, \/ 2EI2
P=k " mk € * mk? + mk?
Rataelementteiné ilmaistuna Qg1 = —7 eli periheliaika, Qg2 = —w eli perihelin pituus

ja € on tietenkin radan eksentrisyys.

Nyt @ = OAK/0l, joten

T 2T 2
Aw:a/ AKdt:a/ AH(TOaQDOatO)mTO dg},
al Jo al Jo l

missé jalkimméisesséd yhtédlossd on kaytetty tietoa [ = mrggb.

Jos esimerkiksi hiiris-Hamilton on muotoa AH = C/r?, saadaan perihelin pituudeksi

21 2
A 0 / AH (1o, o, to) mrg do — 9 2rmC _ _27rmC.
0

~a I LT 2

Sovelletaan tatd sitten Merkuriuksen rataan. Havaintojen mukaan planeetan pe-
riheli kiertyy 5600”/100a (siis kaarisekunteja 100 vuodessa). Suurimman osan téstéd
(5026”/100 a) aiheuttaa keviittasauspisteen prekessio, joten “todellista” perihelin kier-
tymé&é on 574”/100 a. Muiden planeettojen aiheuttamat hiiriét ovat muotoa

\/7“2 + R? — 2rR; cos1;

AH(r,p,t) = —
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missé R; = R;(¢) on planeetan ¢ rata ja ¢; = <(r,R;). Numeeriset laskut, jossa huo-
mioidaan kaikkien muiden planeettojen hairot, antavat yhdessi keskimééréisen kierty-
ménopeuden (o) = 5317/100 a.

Tam4& tulos tunnettiin jo 1800-luvulla ja puuttuville 43 kaarisekunnille vuosisadas-
sa etsittiin kuumeisesti selitystd. Hyvin suosittu selitysyritys oli oletus Merkuriuksen
radan sisdpuolella olevasta planeetasta, jolle annettiin nimeksi Vulkanus. Vulkausta ei
kuitenkaan 16ytynyt. Vuonna 1916 Einstein julkaisi yleisen suhteellisuusteoriansa, jon-
ka mukaan avaruuden kaareutuminen tuo vield yhden korjaustermin, joka on muotoa
AH = —h/r3. Témi antaa kiertymsin

o [ mh (1 + ecos p) 9 2rm*kh  6wm*kh

A = — — _— —_ —
T, i P L TRE iz
Suhteellisuusteoria antaa h:ksi
E 12
h=35—3,
cm

misté tulee juuri tuo puuttuva 43”/100a. Tama oli yksi ensimméisié yleisen suhteelli-
suusteorian suuria voittoja. Myos kilpailevat gravitaatioteoriat ennustivat perihelin kier-
tymé&d, mutteivit oikean suuruista.

Kysymykseen perihelin kiertymésta jai kuitenkin yksi epdvarmuustekija, nimittéin
Auringon mahdollisesta litistymisestd johtuva vaikutus. Auringon muoto on vaikea mi-
tata tarkasti, mutta parhaat nykyaikaiset havainnot osoittavat, ettd efekti on niin pieni,
ettei se vaikuta téhén tulokseen.

7.8 *Adiabaattiset invariantit

Kvanttifysiikan aamuh&mé&rissd vuonna 1911 kerrotaan herrojen Lorentz ja Einstein poh-
tineen seuraavanlaista mekaanista ongelmaa. Olkoon meilla katosta riippuva heiluri, jon-
ka varsi on katossa olevasta rei’dstd pujotettu lanka. Lankaa joko nostetaan tai laske-
taan hyvin hitaasti heilurin periodiin verrattuna, jolloin heilurin varren pituus muuttuu
hitaasti. On selvii, ettd téssé prosessissa heiluriin tehdééin tyoté ja siten sen kokonaise-
nergia ei saily. Lorentzin Einsteinille esittdmé kysymys oli, mikés téssé tilanteessa sitten
sdilyy. Einstein vastasi, ettd energia (E) on verrannollinen taajuuteen (v) eli J = E/v on
sdilyva suure. Téllaisia melkein periodisen systeemin jonkun parametrin, téissd tapauk-
sessa heilurin varren pituuden, hitaan muutoksen seurauksena siilyvid suureita kutsu-
taan adiabaattisiksi invarianteiksi.

Tarkastellaan asiaa Hamiltonin mekaniikan vélineilld. Systeemiéd kuvaavan paramet-
rin A hidas muutos voidaan esittdd muodossa

Td\dt < X, (7.109)
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misséd 1" on litkkeen jakso. Jos A olisi vakio, systeemi olisi tarkasti periodinen siilyttden
seké energian etté energiasta riippuvan periodin. Olkoon H (g, p; A) systeemin Hamiltonin
funktio, joka siis riippuu ajasta riippuvasta parametrista A(t). Nyt

dE 9H  9H dX

Oikeanpuoleinen lauseke riippuu myo6s nopeasti oskilloivista muuttujista g ja p. Kos-
ka tilannetta tarkastellaan hitaasti muuttuvan parametrin aikaskaalassa, voidaan ylla
olevasta lausekkeesta ottaa aikakeskiarvo periodisen liikkeen yli. Merkitdéan téata

<‘ZJ> _ % <%§I> , (7.111)

Koska A muuttuu hitaasti, laskettaessa H:n keskiarvoa riittda tarkastella pelkéstédan
nopeita muuttujia ¢ ja p. Oikealla puolella oleva keskiarvo on siis

OH 1 [T oH

Hamiltonin liikeyht&lostd ¢ = OH /Op seuraa

-1
dt = dq <88]Z) , (7.113)

T:/OTdtzyqu (%f>_l . (7.114)

Energian muutoksen aikakeskiarvo voidaan nyt kirjoittaa muodossa

dE\  d\ $dq(OH/ON) (0H /Op)~*
<dt> S dt §dq(0H/dp)t

joten periodi T on

(7.115)

Nyt on tarke#d muistaa, etté osittaisderivaattojen kyseessé ollen ei saa automaat-
tisesti kirjoittaa (0H/0p)~! = Op/OH! Tissi tapauksessa integroinnit tiytyy tehdi
pitkin rataa q pitden A vakiona. Sellaisella radalla Hamiltonin funktion arvo on vakio E
ja kanoninen impulssi p on koordinaatin ¢ ja kahden vakioparametrin F ja A funktio eli
p = p(q; B, \). Tastd seuraa, etti

OH\ ' op
(ap> =5 (7.116)

Piadstiksemme kisiksi lausekkeen (7.115) osoittajaan derivoidaan yhtalod H (g, p; A\) = E

OH (OH\ [dp\ _
5t <ap> (m) =0 (7.117)

parametrin A suhteen
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eli

OH/ON  dp
oH/op ~  oX’

Edelld olevan mukaisesti lausekkeen (7.115) nimitt#jén integraalissa (OH /9p)~! = dp/0E,

joten
: dE\ _ d\ §(9p/ON)dq
<dt> ~ dt $(0p/OE)dg’

(7.118)

(7.119)

miké voidaan kirjoittaa muotoon

Op /dE Op dX B
7{(8E<dt> +8)\dt> dg=0. (7.120)

Sulkulauseke on p:n keskiarvon aikaderivaatta, joten integraali on muotoa
(dJ/dt) =0, (7.121)
missé
J = fpdq. (7.122)

Olemme siis osoittaneet, ettd J on vakio, kun A:aa muutetaan hitaasti, eli J on adia-
baattinen invariantti.

Nyt J on systeemin energian funktio. Derivoidaan sitd E:n suhteen

oJ 0
josta seuraa
?5 =v. (7.124)

Palataan sitten takaisin Lorentzin ja Einsteinin heiluriin. Kyseessé on yksiulotteinen
systeemi, jonka liike voidaan kuvata kaksiulotteisessa faasiavaruudessa (q, p). Periodisen
systeemin rata faasiavaruudessa on suljettu kiiyri. Integraali J = ¢ p dg laskettuna kéy-
rdn ympéri on sen sisdén jadva pinta-ala. Adiabaattiselle invariantille timé pinta-ala on
vakio.

Lorentzin ja Einsteinin heilurin Hamiltonin funktio on

2
p 1 2 2
H=—+—-mwq”,
om M
missd w on oskillaattorin ominaistaajuus, joka téssa tapauksessa on hitaasti muuttuvan
varren pituuden funktio. Oskillaattorin radan faasiavaruudessa méaarad yhtélo H(p, q) =
E. Rata on ellipsi, jonka puoliakselit ovat v/2mE ja \/ 2F /mw?. Ellipsin pinta-alaksi

tulee silloin

J=FE/v,



7.9. HARJOITUKSIA 169

joka on nyt sailyvé suure eli energia on verrannollinen taajuuteen kuten Einstein oivalsi.

Miksi adiabaattiset invariantit ilmestyivéit fysiikkaan juuri kvanttiteorian kehitte-
lyn alkuvaiheissa, johtui siitéd, ettd riittdvan hitaat muutokset atomien ympéristossa,
esim. sihkOmagneettisissa kentissé eivit aiheuttaneet siirtymié kvanttitilojen valilla. Si-
ten tallaisissa muutoksissa séilyvien adiabaattisten invarianttien 16ytyminen oli terve-
tullutta. Nykypéivin fysiikassa adiabaattisia invariantteja hyodynnetédin eritoten tut-
kittaessa varattujen hiukkasten liikettd magneettikentissd kentissd kuten maapallon 1&-
hiavaruuden van Allenin séteilyvoissé, fuusiolaitteissa, hiukkaskiihdyttimissi, jne. Jos
magneettikenttd muuttuu paljon hitaammin kuin hiukkasen pyorihdysliike magneetti-
kentén ympéri, hiukkasen magneettinen momentti on adiabaattinen invariantti. Tést4 on
suurta hyotyé esimerkiksi konstruoitaessa varatuista hiukkasista muodostuvan plasman
koossapitolaitteita, jotka ovat valttamattomis fuusioenergian tuottamiseksi.

7.9 Harjoituksia

1. Osoita, ettd liikkemddramomentin komponenteille pitee
[Lza Ly] = Lza
missé |, | ovat Poissonin sulut.

2. Olkoon kanonisen muunnoksen generoiva funktio tyyppié

GZ(Q,Pat) :G1+ZPZQ25

missé G on siis muotoa G1(q, @, t) (katso luennot). Osoita, ettd

0G| 0Gs

=g 9 p

bi
Johda vastaavat kaavat myos tyyppeja G3(Q, p,t) ja Ga(p, P,t) oleville generoiville
funktioille.
3. Olkoot ¢ ja p kanoniset muuttujat. Mairdd « ja 3 siten, ettd muunnos
Q =q"sin(Bp); P =q"cos(Bp)
on kanoninen muunnos. (Vihje: laske @ ja P:n Poissonin sulut.)
4. Etsi tyyppia
G=G3(Q,p.t)+ > _api
i

ja
G=Gulp, Pt) = > QP+ api

olevien generaattoreiden muunnosyht&lot.
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5. Osoita, ettd muunnos (¢,p) — (Q, P)
@ = In(1+./q cosp)
P = 2(14./qcosp)y/qsinp
on kanoninen ja ettéd sen generoi funktio

G=—(e? —1)%tanp.
6. Milld vakioiden « ja ( viiliselld ehdolla muunnos

(0%
Q="" P=pd

on kanoninen? Etsi tdmédn muunnoksen generoiva funktio. Sovelletaan muunnos-
ta harmonisen vérdhtelijin (ominaistaajuus wp, massa m) ratkaisemiseen. Milld
vakion 3 arvolla muunnetun systeemin Hamiltonin funktio on

K =wP(1+Q%*?

Kirjoita muunnetun systeemin Hamiltonin liikeyht#lot, ratkaise ne ja anna g(t) ja
p(t). (Muista: K = E.)

7. Palloheilurin (varren pituus a, massa m) Lagrangen funktio on

1 :
L= ima2(92 +sin? 0 p*) + mga cos ¥,

missé @ on heilurin varren ja alaspéin osoittavan z-akselin vilinen kulma ja ¢ on
kiertokulma z-akselin ympéri. Muodosta systeemin Hamiltonin funktio H (6, ¢, pg, p,)
ja ratkaise sen liike muodossa

t=10;a,8); ¢ =¢(0a/p)
kidyttden Hamiltonin—Jacobin teoriaa.

8. Kirjoita edellisen tehtdvin palloheilurin vaikutusmuuttujien lauseekkeet (muista
H = E). Anna témin jélkeen Jp muodossa

Jo = Jo(E, J,)

ja sijoita téhin E = H(Jy, J,).

Derivoi saatu yhtélo puolittain erikseen kummankin vaikutusmuuttujan suhteen ja
mAArad ndin ¢:n ja 6:n taajuuksien v; = 0H/0J; lausekkeet E:n ja vaikutusmuut-
tujien (jotka ovat vakioita) funktiona. (Huom. Lausekkeet sisdltdvit integraaleja
O:n yli, joita ei ole tarkoituskaan yrittdd ratkaista.)

9. Kuinka paljon Lorentzin—Einsteinin heilurin amplitudi eli suurin heilahduskulma
muuttuu varren pituuden kaksinkertaistuessa?



Luku 8

*Kaaosteoriaa

Kurssin aiemmissa luvuissa olemme keskittyneet tarkastelemaan systeemejé, joiden liike
voidaan kuvata integroimalla aikaansaadut liikeyhtélot, kuten kahden kappaleen ongel-
ma, lineaariset oskillaattorit jne. Olemme kutsuneet téllaisia systeemejd hieman 16yhés-
ti integroituviksi'. Keplerin liikkeen yhteydessé todettiin kuitenkin, etti jo kolmen
kappaleen tapauksessa ei endi ole olemassa yleistd integroituvaa ratkaisua. MyoOskédan
epélineaariset oskillaattorit eivit integroituneet vaan niille kehiteltiin erilaisia likim&&-
raisia ratkaisukikkoja. Téassé kirjan viimeisessd luvussa tarkastellaan integroituvuuden
puutetta kaaosteoriana tunnetun mekaniikan sivuhaaran nédkokulmasta. Kaaosteoria ei
yleenséd kuulu tyypillisen klassisen mekaniikan aineopintokurssin ydinainekseen, mutta
sen keskeisimmaét késitteet ja ideat esitellddn téssé lyhyesti esimerkking klassisen meka-
niikan modernista tutkimuksesta.

Vaikka kaaosteoria onkin fysiikan nuorimpia tutkimuskohteita, sen juuret ovat jo
Poincarén tutkimuksissa 1890-luvulla. Poincaré huomasi, ettd useamman kappaleen on-
gelmilla ei ole integroituvia ratkaisuja ja néissé tapauksissa kappaleiden radat ovat hyvin
herkkié alkuarvoille. Kaoottisten systeemien tutkimus jéi kuitenkin menneen vuosisadan
alkuvuosikymmeniné kvanttifysiikan, suhteellisuusteorian ja statistisen fysiikan sankari-
tarinoiden varjoon. Se oikeastaan keksittiin uudelleen vasta 1960-luvulla. Yksi térkeim-
mistéd tapahtumista oli Edward Lorenzin havainto liittyen yksinkertaistettuihin mutta
epéilineaarisiin yhtéloihin, joilla hén yritti kuvata ilmakehén liikettd. Yhtélot osoittau-
tuivat kaoottisiksi ja tdmé johti kuuluisaan ajatukseen "perhosefektistd”. Koska pienikin
h&iri6 voi aiheuttaa suuren muutoksen mychemmin, voisi ajatella, ettd perhosen siipien
heilahdus jossain Amazonasin sademetséssé voi johtaa hirmumyrskyyn Euroopassa.

Ennen kuin menemme kaaosteorian késittelyyn on hyva tehdd pari asiaa selviksi.
Kaaos ei ole sama asia kuin satunnaisuus tai stokastisuus. Tarkasteltavat yht#lot ovat

ntegroituvuudelle ei ole yht# yleisesti kiiytossi olevaa miéritelmii. Useimmiten dynaamisen systee-
min integroituvuudella tarkoitetaan, ettéd systeemi kéayttaytyy sddnnollisesti. Tasméllisemmin ilmaistuna
(konservatiivinen) systeemi on integroituva, mikili silld on vapausasteiden osoittama médrd toisistaan
riippumattomia liikevakioita. Mikali liikevaikiota on vihemmén kuin vapausasteita, systeemi voi kéyt-
taytyé epasddnnollisesti.

171
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deterministisii eli annetut alkuarvot méaéraavéit systeemin kehityksen yksikasitteisesti.
Toisaalta systeemit ovat hyvin herkkid néille alkuarvoille ja jo pienikin virhe alkuarvoissa
johtaa jossain vaiheessa suureen eroon lopputilojen vélilld. Taméan vuoksi kaoottisista
ilmioGistéd ei voi tehdé luotettavasti pitkén aikavilin ennusteita. Sitd vastoin yhtéléiden
deterministisyys takaa, ettd lyhyelld aikavélillé systeemin kehitysta voi laskea hyvinkin
tarkasti eteenpéin. Mikali sdéilmiot todella ovat kaoottisia, tdmén voi tulkita siten, etti
lyhyen aikavélin ennusteet kehittyvat yhd paremmiksi, mutta pitkédt ennusteet jaiavét
tulevaisuudessakin enemmén viihteen puolelle. Tété ei kuitenkaan pidé tulkita siten, etté
tulevaisuuden ilmaston ennustaminen olisi valttadméatta yhté toivotonta kuin yksittédisten
sddilmiciden.

Ennen kuin 1dhdemme tarkastelemaan kaoottista liiketté, on térkeds todeta, etté kaa-
os voi dynaamisessa systeemissé ilmetd monin eri tavoin. Jotkut kaaoksen tunnusmerkit
ovat ominaisia konservatiivisille systeemeille, jotkut dissipatiivisille, jotkut taas esiin-
tyvat molemmissa. Aloitamme tarkastelun konservatiivisista systeemeisté ja siirrymme
tdmén jilkeen yleisempéén késittelyyn, jossa esitellddn myo6s dissipatiivisille systeemeille
ominaisia kaaoksen tunnusmerkkejé.

8.1 Periodinen liike

Kahden kappaleen Keplerin ongelma ja harmoninen oskillaattori ovat meille jo tuttuja
esimerkkejé periodisesta liikkeestd. Keplerin ongelmassa sekéd vaihekulma ettéd kierto-
laisen etdisyys voimakeskuksesta ovat periodisia muuttujia. Téasséd tapauksessa molem-
mat periodit ovat yhtéd pitkét ja periodin 16ytédmiseksi riittdd tarkastella jompaakum-
paa muuttujista. Vapausasteita tasoliikkeessé on kaksi ja energia ja liikemaddrdmomentti
ovat systeemin riippumattomat liikevakiot. Ratkaisu on integroituva, joskin elliptinen
integraali tuottaa teknisesti hankalia erikoisfunktioita.

Edellisessé luvussa tutustuttiin vaikutus- ja kulmamuuttujiin. Vaikutusmuuttuja J =
§ pdq on liikevakio ja sitd vastaava kanoninen konjugaatti w on ajan lineaarinen funktio
w = vt + (. Tarkastellaan konservatiivista systeemié, jossa on paljon muuttujia g;, p;,
joiden suhteen liike on rajoitettua. Systeemin Hamiltonin funktio on siten muotoa

H(q1a' - qn, P15 - - - 7pnat)'

Jos nyt H muunnetaan kanonisesti koordinaatteihin Q;, P;, joista kaikki );:t ovat syklisié
eli K = K(Py,...,P,,t), niin edellisen luvun tiedoin Hamiltonin liikeyht&l6t integroitu-
vat ratkaisuinaan
Qi(t) = wi(t) =vit+ 5
(8.1)
Pi(t) = Ji(a).

Téssd (0, i) ovat integrointivakioita ja néistd vakiot «; systeemin toisistaan riippu-
mattomat liikevakiot, joita on siis yhtd monta kuin systeemissé vapausasteita. Siis jos
tdllainen kanoninen muunnos on olemassa, systeemi on integroituva.
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Olemme jo aiemmin osoittaneet, ettd harmoninen oskillaattori voidaan muuntaa ka-
nonisiin muuttujiin, jotka ovat muotoa (8.1). Siten myos miké tahansa periodinen systee-
mi, jolla on téllaiset kanoniset muuttujat Q;(t), P;(t), voidaan muuntaa joukoksi harmo-
nisia oskillaattoreita! Téllaisia systeemejd ovat siis ainakin ne, joiden Hamiltonin prinsi-
paalifunktio S(q,¢; «) oli téysin separoituva; néillehéin todistimme ko. kanonisen muun-
noksen olemassaolon luvussa 7. Muunnoksen jélkeen esimerkiksi kahden vapausasteen
(n = 2) tapauksessa systeemin Hamiltonin funktio on

2 2
H= 2%1 + %mlw%qf + 2%2 + %mgwgq% . (8.2)
Tamé& kuvaa kahta vapaata harmonista oskillaattoria. Hamiltonin funktio antaa koko-
naisenergian

H=H,+Hy,=F. (8.3)

Vaikutusmuuttujien avulla kirjoitettuina H; ja Ho ovat

= B,. (8.4)

Skaalaamalla muuttujat p; ja g; sopivasti

/
pi — \/}2% ja i — g/ miw? /2 (8.5)
1

kumpikin Hamiltonin operaattoreista vastaa faasiavaruudessa (q;, p;) ympyrié

pi+a =E;. (8.6)

Oletetaan, etté toisen oskillaattorin taajuus on paljon suurempi kuin toisen (wo >
w1). Nyt systeemin neliulotteista faasiavaruutta voi tarkastella seuraavasti. Olkoon hi-
taan oskillaation (wq) faasiavaruus (qi,p1) taso, jossa systeemi siis kiertdd ympyraé,
jonka séide on /E;. Faasiavaruus (g2, p2) on puolestaan joka paikassa kohtisuorassa titi
ympyraé vastaan oleva taso ja systeemi tekee téssé tasossa ympyréliikettd suuremmal-
la taajuudella (w2) (Kuva 8.1). Yhdistettyné systeemin liike on siis spiraalin muotoinen
rata toruksen pinnalla.

Jos taajuuksien suhde on kokonaisluku ws/w; = n, niin rata sulkeutuu jokaisen pi-
demmin periodin 7 = 27 /w; jilkeen. Jos taajuuksien suhde on rationaaliluku, niin rata
edelleen sulkeutuu, kunhan kierroksia on tehty niin monta, ettd kierrosluku on molem-
pien taajuuksien monikerta. Jos taajuuksien suhde on puolestaan irrationaaliluku, rata
ei sulkeudu koskaan itseensé. Télloin sanotaan, ettd taajuudet ovat yhteismitattomat.
Téllainen rata on yha rajoitettu toruksen pinnalle muttei suljettu.

Tamé& tarkastelu on yleistettédvissd useampaan ulottuvuuteen. Jos oskillaattoreita
on n kappaletta, niin faasiavaruus on 2n-ulotteinen, mutta liike tapahtuu n-ulotteisella
toruksen pinnalla.
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Kuva 8.1: 4-dimensioinen faasiavaruus.
8.2 KAM-teoreema

Luvussa 7 késiteltiin ei-integroituvia konservatiivisia systeemejé kayttden kanonista héi-
riGteoriaa. Menetelmé toimii, jos héirié on pieni. Jéljelle jadvét kuitenkin kysymykset,
onko néin saatu ratkaisu stabiili ja jadvatko hairityt ratkaisut ldhelle hairiottomia rat-
kaisuja pitkiksi ajoiksi. Fysikaalinen esimerkki naistd kysymyksistd on, kuinka stabiili
aurinkokuntamme on ja kuinka pitkdén. Suuret héiriot tietenkin rikkovat sdinnollisen
liikkkeen. Esimerkiksi liian l&dhelle Jupiteria joutuvan asteroidin tai komeetan rata saattaa
muuttua ratkaisevasti toiseksi.

Yksi kaaosteorian peruspilareista on kuuluisa Kolmogorovin—Arnoldin—-Moserin (KAM)
teoreema, joka antaa ehdot sdénnollisen liikkeen sdilymiselle konservativiisessa systeemis-
sé. Teoreema sanoo seuraavaa:

Oletetaan, ettd rajoitettua liikettd kuvaavaa integroituvaa Hamiltonin
funktiota Hy hairitddn sellaisella hairiolla AH, joka tekee systeemistd in-
tegroitumattoman. Oletetaan lisiksi, ettd (1) hiiri6 AH on pieni ja (2)
hairiottomin systeemin taajuudet w; ovat yhteismitattomat. Téll6in
liike rajoittuu n-ulotteiselle torukselle lukuun ottamatta hévidvin pienté
joukkoa alkuehtoja, joista seuraa polveileva liike energiapinnalla.

KAM-teoreeman todistus on matemaattisesti vaativa tehtéavi ja se 10ytyy pidemmaélle
menevistd kaaosteorian oppikirjoista. Teoreema sanoo, ettd pienet héiriot eivét aiheuta
suuria muutoksia kvasiperiodiseen liikkeeseen. Mikéli KAM-teoreeman oletukset eivit
ole voimassa, kaaos on mahdollinen.

Mainittu poikkeus havidvan pienelle joukolle alkuehtoja ei ole kdytdnnossd merkit-
tavi ongelma. Energiapinnalla tarkoitetaan téssd ehdon E = vakio kiinnittdméa 2n — 1-
ulotteista pintaa 2n-ulotteisessa faasiavaruudessa.
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8.3 Kaoottinen liike ja Ljapunovin eksponentit

Mikali konservatiivinen systeemi on ei-integroituva ja KAM-teoreeman oletukset eivéit
ole voimassa, sen liike voi olla kaoottista. Kaoottisilla systeemeillé liike on epdsdannol-
listéd ja niiden rata faasiavaruudessa nayttaéd vaeltelevan satunnaisesti sinne ténne. Tés-
méllisemmin ilmaistuna kaoottiselle liikkeelle ovat ominaisia sekoittuminen (mixing),
tihei kvasiperiodisuus ja herkkyys alkuarvoille.

Tarkastellaan sitd osaa faasiavaruudesta, missd systeemi liikkuu. Olkoot I ja I kaksi
mielivaltaisen pientéd, mutta déarellistd aluetta téssd osassa faasiavaruutta. Sekoittuminen
tarkoittaa, ettéd I;:n ldpi kulkeva systeemi tulee jossain vaiheessa kulkemaan myo6s Io:n
lapi (Kuva 8.2). Radat ovat kvasiperiodisia siind mielessé, ettd ne kulkevat toistuvasti ja
epasadnnollisesti koko systeemin kattavassa faasiavaruuden alueessa kuitenkaan koskaan
sulkeutumatta itseensé ja ilman erityisté taajuutta samalle tienoolle saapumisten vélilla.
Tiheitd radat ovat sikéli, ettéd ne jossain vaiheessa kulkevat mielivaltaisen ldhelta jokaista
alueen pistetté.
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Kuva 8.2: Kaoottinen liike.

Herkkyys alkuarvoille tarkoittaa sité, ettd pieni muutos alkuehdoissa voi johtaa suu-
reen poikkeamaan joskus mychemmin. Esimerkiksi pieni muutos voi muuttaa paraboli-
sen Keplerin radan joko suljetuksi ellipsiksi tai ddrettomyyteen pakenevaksi hyperbeliksi.
Nain esimerkiksi aurinkokunta voi kaapata kaukaa saapuvan komeetan lyhytperiodiseksi
muutaman vuoden vilein palaavaksi komeetaksi.

KAM-teoreema on voimassa pienille hiiricille konservatiivisissa systeemeissi. Kun
hairiot kasvavat, niiden vaikutus liikkeeseen kasvaa ja lopulta liike voi muuttua kaoot-
tiseksi. Vaikka pari ensimméisté rataa kaoottisessa jaksossa vield voivatkin olla ldhelld
toisiaan, jokainen uusi kierros joutuu kauemmaksi ja kauemmaksi edellisisté ja erkaan-
tuminen saattaa kiihtyéd eksponentiaaliseksi. Tétd erkaantumista kuvataan mitalla A,
jota kutsutaan Ljapunovin eksponentiksi (englanninkielisessé kirjallisuudessa nimi
translitteroidaan joko Liapunov tai Lyapunov).

Usein kaoottisille systeemeille on voimassa seuraava ominaisuus: Jos sg on pieni kah-
den radan etéisyys hetkelld ¢ = 0, niin hetkelld ¢ etéisyys on

s(t) ~ s e . (8.7)
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Jos A > 0, liike on kaoottista ja Ljapunovin eksponentti A antaa aikaskaalan poik-
keaman kasvulle 7 = 1/A. Lopulta s(t) kasvaa samaan suuruusluokkaan kuin systee-
min kéytossd oleva osa koordinaattiavaruudesta eikéd voi endd kasvaa sen suuremmalksi.
Téamién jilkeen s(t) vaihtelee ndenndisen satunnaisesti ajan funktiona. Jos Ljapunovin
eksponentti on puolestaan negatiivinen, se antaa mittakaavan nopeudelle, jolla systeemi
lahestyy tavallista attraktoria (kappale 8.4).

Planeettakunnan stabiilisuudesta

Tarkastellaan esimerkkiné planeettojen liikettd aurinkokunnassa. Planeettojen toisilleen
aiheuttamat hiiriét ovat epélineaarisia ja rikkovat keskeisliikkeessé tarkedn symmetrian
eli planeetan liikeméadramomentin séilymisen, joten systeemi ei ole integroituva. Hairiot
ovat kuitenkin yleensi pienié, joten voisi ajatella, ettd KAM-teoreema takaa systeemin
stabiilisuuden. Néin ei kuitenkaan ole.

Ensinnékin aurinkokunnan monien taajuuksien viélilld saattaa olla resonansseja eli
siltd osin KAM-teoreeman oletukset eivit ole valttadméatta voimassa. Téasté ovat esimerk-
kejé esimerkiksi taivaankappaleiden pyorimisliikkeen lukkiutuminen rataliikkeeseen. Kuu
niyttdd aina saman puolen Maahan. Venuksen pyorédhdysaika on noin yksi Venuksen
vuosi, Merkuriuksen 59 Maan vuorokauden mittainen pyoriahdysaika on puolestaan 2/3
planeetan kiertoajasta Auringon ympéri. Neptunuksen kiertoaika on 2/3 Pluton kiertoa-
jasta.

Vaikka héirion (esim. Jupiterin) jakso ei ole resonanssissa tarkasteltavan taivaankap-
paleen (esim. asteroidin tai komeetan) kanssa, voi kappale kuitenkin jossakin vaiheessa
padtyé hairitsijan ldheisyyteen. Néin kdy ennen pitkédd, jos esimerkiksi asteroidin rata
leikkaa Jupiterin radan. T&lloin h&irié kappaleen rataan ei enéd ole pieni. Niinpd komeet-
toja ja asteroideja ponnahtelee aurinkokunnassa sinne tédnne ja kokonaisuutena systeemi
kéayttaytyy kaoottisesti.

Koko systeemin stabiilisuudelle kaikkein kriittisimpi& ovat ulommat jéttildisplanee-
tat. Ne ovat ilmeisesti marginaalisesti stabiileilla radoilla, jonne ne ilmestyivéit noin
4,5 Ga (Gigavuotta) sitten. Mikddn ei kuitenkaan takaa, ettd ne pysyisivét sielld ikuisesti.
Venus ja Maa vuorovaikuttavat toisiinsa kaoottisesti, mutta niiden periodien muutokset
ovat pienid. Pienemmaét planeetat Merkurius ja Mars seké kddpioplaneetat kuten Pluto
ovat arvatenkin herkimpid muutoksille.

Ratojen pitkén aikavélin stabiilisuusennusteet ovat tietenkin hyvin epéaluotettavia,
silld pieni virhe alkuehdoissa voi johtaa miljardien vuosien aikaskaaloissa tédysin vadriin
tuloksiin. Joidenkin laskelmien mukaan Merkurius saattaa karata aurinkokunnasta tai
mahdollisesti jopa tormétd Venukseen 3,5 Ga:n aikaskaalassa. Tamé vastaisi Ljapunovin
eksponenttia 3 - 10719 per vuosi eli tapahtumasarjan ei vield tarvitse olla havaittavissa.
Pluto puolestaan nayttda olevan kaoottisella mutta rajoitetulla radalla, jonka dynamiik-
kaa saitelee Neptunus. Pluton perihelihén on Neptunuksen radan sisédpuolella.
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8.4 Attraktorit, oudot attraktorit ja fraktaalit

Konservatiiviselle systeemille ominaista on se, ettd sen valtaaman faasiavaruuden tila-
vuus pysyy vakiona liikkeen aikana huolimatta siité, onko liike sddnnollistéd vai kaoottis-
ta. Dissipatiivisissa systeemeisséd systeemin valtaama tilavuus kuitenkin pienenee ajan
funktiona, ja ne hakeutuvat kohti jonkinlaista attraktoria.

Tutustuimme attraktoreihin lyhyesti jo epélineaaristen oskillaattoreiden yhteydessa
luvussa 4, jossa tarkasteltiin mm. van der Polin oskillaattoria. Siiné oli kyse oskillaatto-
rista, jonka vardhtely ei ala stabiililta faasiavaruuden radalta, mutta hakeutuu sellaista
kohti. T&lloin voi olla kyseessd kiintopiste (fixed point) tai rajasykli (limit cycle).
Naméi ovat esimerkkeji attraktoreista.

Attraktorin dimensio voi olla 0, jolloin kyseessé on siis faasiavaruuden kiintopiste, jo-
hon systeemi hakeutuu. Jos dimensio on 1, kyseessd on rajasykli. 2-ulotteinen attraktori
voisi olla esimerkiksi toruksen pinta ja niin edelleen. Sitten on olemassa vield nk. outoja
attraktoreita. Ne liittyvit kaoottisiin ilmitihin ja muodostuvat eri tavoin faasiavaruu-
teen levinneistd pisteistd. Oudoilla attraktorijoukoilla ei ole klassista dimensiota vaan
niiden dimensiot ovat fraktaalisia.

Vaimennettu lineaarinen oskillaattori on esimerkki systeemisté, jonka attraktori on
piste. Lopulta heiluri hakeutuu lepotilaansa.

Tarkastellaan sitten luvussa 4 esiteltyd van der Polin oskillaattoria ja kirjoitetaan
sen differentiaaliyhtdlé dimensiottomassa muodossa (xg — 1, m — 1, wy — 1)

d*x

dt?

dx
—€(1 —x2)a+x: F coswpt, (8.8)
missd F' ja wp ovat pakkovoiman amplitudi ja taajuus. Tata yhtalod kiytetddan kuvaile-
maan erilaisia mekaanisia ja sdhkoisid systeemejé ja onpa sitéd sovellettu mm. syddmen

rytmihéiriéiden tutkimiseen.

Jos € = 0, kyseessd on pakotettu harmoninen oskillaattori, jonka ominaistaajuus
(ja resonanssitaajuus) on 1 (= wp) ja pakkovoiman taajuus wp. Koska systeemissé ei
ole vaimennusta, pakkovoima syottéaa siihen jatkuvasti liséé energiaa sitd tehokkaammin
mité ldhempéné voiman taajuus on oskillaattorin resonanssitaajuutta.

Jos otetaan mukaan pieni vaimennustermi e(1—x?) dz/dt mutta asetetaan F' = 0, niin
liike faasiavaruudessa ajautuu kohti rajasyklié, joka on ensimmaéisessi approksimaatiossa
2-siteinen ympyré, kuten luvussa 4 todettiin. Télléin vaimennus on positiivista, kun
|z| > 1, ja negatiivista, kun |z| < 1, mutta sen suuruus yhden kierroksen aikana on
keskiméérin nolla.

Jos € on riittdvén iso, vaimennustermi kasvaa samaan suuruusluokkaan muiden ter-
mien kanssa. Télloinkin liike faasiavaruudessa lahenee rajasyklié joko sisdén tai ulospéin,
mutta sykli itsessdin vairistyy ympyramuodostaan. Suuren vaimennuksen tapauksessa
oskillaation muoto (x,t) avaruudessa alkaa poiketa sinikdyristd ja deformoitua kohti
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kanttiaaltoa. (Internetistd 16ytyy runsaasti kuvia van der Polin oskillaattorin radasta
faasiavaruudessa erilaisissa tilanteissa)

Mikéli van der Polin oskillaattorissa on riittdvéin iso vaimennus ja sopivasti valit-
tu pakkovoima, sen liike voi muuttua epéasiadnnolliseksi siten, etté liike ei hakeudukaan
yksinkertaiselle kdyrélle faasiavaruudessa. Oudot attraktorit ovat otuksia, joita voidaan
kuvailla kiyttden fraktaaleja. Matematiikassa téllaisia joukkoja on tutkittu modernin
joukko-opin kehityksen alkuajoista 1800-1900-lukujen taitteesta alkaen, mutta varsinai-
sesti fraktaalit tulivat kuuluisiksi Benoit Mandelbrotin tutkimusten my6td 1970-luvun
puolivilin jalkeen. Tuskinpa kukaan matematiikasta, fysiikasta tai tietokonegrafiikasta
kiinnostunut on onnistunut vélttyméin nikeméstsd yksikertaisten algoritmien tuotta-
mia fraktaalisia kuvioita, joiden yksi perusominaisuus on itsesimilaarisuus. Fraktaali
nayttdéd olennaisilta osiltaan samanlaiselta mentédessé yhéd syvemmélle ja syvemmaélle
systeemin hienorakenteeseen.

Yksinkertainen esimerkki fraktaalisen pistejoukon rakentamiseksi on nk. Cantorin
joukko (Kuva 8.3). Otetaan yhden pituusyksikon mittainen jana. Poistetaan siitd kes-
kimmaéainen kolmasosa. Tamén jilkeen poistetaan jiljelld olevien janojen keskimméiset
kolmasosat ja jatketaan niin loputtomiin. Adrettomailld rajalla jiljella on pistejoukko,
jonka elementtien etéisyyksilla on tiettyjd matemaattisesti mielenkiintoisia ominaisuuk-
sia. Systeemi on sikili itsesimilaarinen, ettd tarkasteltaessa sitd konstruktion missé ta-
hansa vaiheessa se nidyttaéd samalta. Mutta miké on téllaisen pistejoukon dimensio? Ja-
nanpétkéit ovat varmasti yksiulotteisia (d = 1) ja pisteet nollaulotteisia (d = 0). N&ita
kutsutaan euklidisiksi dimensioiksi dg, mutta kumpaan luokkaan Cantorin joukko
kuuluu?

jne.

Kuva 8.3: Cantorin joukko.

Léhdetaéin etsiméén vastausta tavallisen karteesisen tai euklidisen avaruuden dimen-
sioista. Yksiulotteinen jana, jonka pituus on ag voidaan jakaa moneen yhta pitkdan
pitkddn a < ag. Kaksiulotteinen nelio, jonka sivu on ag, voidaan jakaa yhté suuriin ne-
lidihin, joiden sivut ovat a < ag, samoin kuutio kolmessa ulottuvuudessa ja niin edelleen
korkeampiulotteisiin avaruuksiin. Kaikissa néisséd tapauksissa saatujen uusien osasten
lukuméérs on

N(a) = (ao/a)?, (8.9)

missd d on avaruuden dimensio d = 1,2,3,.... Tekemélld kyseinen jako ja laskemalla
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palikat voidaan d méiriatéd lausekkeesta

In N(a
d= 7() . (8.10)
In(ag/a)
T&ata menetelmédd voidaan soveltaa myos patologisemmalla tavalla tehtyihin jakoihin
kuten edelld méariteltyyn Cantorin joukkoon. N&in méériteltyd dimensiota kutsutaan
matematiikassa Hausdorffin dimensioksi tai fraktaaliseksi dimensioksi dp.

Ennen kuin lasketaan Cantorin joukon fraktaalinen dimensio, otetaan kayttoon vield
kolmaskin dimensio, jota kutsutaan topologiseksi dimensioksi dp. Cantorin joukko
muodostuu irrallisista pisteisté, joten sen topologinen dimensio on dr = 0. Tarkastellaan
Cantorin joukon konstruktiota, kun aluksi ag:n mittaista janaa on pétkitty n kertaa.
T&llsin viivanpétkien pituus on a = ap/3" ja niitd on kertynyt N(a) = 2" kappaletta.
Siispd Cantorin joukon fraktaalidimensioksi tulee

In2
= — = e 11
dp 3 0,6309 (8.11)

Fraktaalidimensio on siis joukon topologisen ja euklidisen dimension vilissé

dr <dp <dg. (8.12)

Toinen esimerkki yksinkertaisesta fraktaalikonstruktiosta on Sierpinskin matto.
Se konstruoidaan jakamalla nelit yhdeksédén yhté suureen osanelioon ja poistamalla niis-
td keskimmaéinen. Sama prosessi tehdédén jokaiselle jéljelld olevalle nelidlle ja niin edel-
leen jalleen loputtomiin. Alkuperdisen objektin euklidinen dimensio on 2. Lopputulos
on puolestaan a#drettomén ohuiden janojen verkosto, jonka topologinen dimensio on 1.
Alkuperéinen pinta-ala on Ag = ag. Ensimmaéisen jaon jédlkeen nelididen pinta-alat ovat
A = (ap/3)%. nmnen jaon jilkeen nelién sivun pituus on a = a3~". Koska jokaisen
yksittiisen nelion jaon jilkeen on poistettu yksi nelio, niitd on jiljelld N(a) = 8™. Frak-

taalidimensioksi tulee siten
dr = : =1,8928 (8.13)
3 , e .

miké on jilleen topologisen ja euklidisen dimension vélissa.

Oudon attraktorin fraktaalidimensio

Yleensi kaoottiset systeemit eivét ole aivan yhté yksinkertaisia kuin Cantorin joukko tai
Sierpinskin matto eikd outojen attraktorien dimension laskeminen ole mik&én triviaali
tehtavi. Esimerkiksi pakotetulle vaimennetulle oskillaattorille dimensiot ovat vlilld 1,2—
1,4 riippuen vaimennuksen tehokkuudesta.

Yksi menetelmé oudon attraktorin fraktaalidimension laskemiseksi perustuu Ljapu-
novin eksponenttien kéyttdmiseen. Tarkastellaan esimerkkiné sellaista outoa attraktoria,
jonka muodostuminen alkaa ag sivuisesta neliostd. Oletetaan, ettd se kapenee ja venyy
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jatkuvasti ajan mukana siten, ettd sen pinta-ala kuitenkin pienenee, miké vastaa dissipa-
tiivista fysikaalista systeemid. Venyvé attraktori kykenee kiemurtelemaan kéytettavissa
olevassa faasiavaruuden alueessa (Kuva 8.4) kietoutuen samalla itsensd ympérille. Att-
raktorin euklidinen dimensio on tietenkin dp = 2 ja venyttyéin rajattomasti kyseesséi
on topologisesti yksiulotteinen kiiyrd (dr = 1). Kapenevan dimension suunnassa (esim.
leikkaus A-B kuvassa 8.4) outo attraktori koostuu kasvavasta méadristd kapenevia nau-
hoja muistuttaen lopulta Cantorin joukkoa. Venyvian dimension suunnassa attraktori on
jatkuva kayrd. Néin ollen koko attraktorin fraktaalidimensio on vililla 1 < dp < 2.

ag —— 1 a(Y)

a, (1)

Kuva 8.4: Oudon attraktorin fraktaalidimension mééritys.

Kuvataan kehitysté leveyssuunnassa (x) Ljapunovin eksponentilla A ja pituussuun-
nassa (y) eksponentilla Ao

az(t) = age Ml

ay(t) = ape®, (8.14)
jolloin pinta-alaksi tulee

A(t) = APzt (8.15)

Koska Ay > 0, taytyy olla |A;| > Ao, jotta pinta-ala pienenisi ajan myotd. Outoja att-
raktoreitahan esiintyy vain dissipatiivisissa systeemeissa.

Oletetaan, ettd hetkelld ¢ venynyt pinta-ala A(t) pitdéd sisdlldéan N(t) kappaletta
pieni neliiti, joiden pinta-alat ovat AA = a2 eli

AA(t) = ade Ml (8.16)

ja
AL a%e(/\2*|>\1\)t  OetaDi
N = 3a0 = T = . (8.17)

Analogisesti edellisten esimerkkien mukaan oudon attraktorin fraktaalidimensioksi

tulee I N(t \
nN() g A (8.18)

= T(aofar®) TN
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Siis jos Ljapunovin ekspononetit onnistutaan jotenkin mittaamaan saadaan niiden avulla
lasketuksi attraktorin fraktaalidimensio. Téssé tapauksessa siis |A;| > Aa, joten

1<dr <2, (8.19)

kuten edelld ennustimme. Téssé on yksi syy kutsua outoja attraktoreita oudoiksi. Sdén-
noéllisen liikkeen attraktorit ovat joko pisteitd tai sdénnollisia kiyrid, mutta kaoottisen
liikkkeen attraktorit ovat sikéli outoja, ettd niiden dimensio ei ole kokonaisluku.

8.5 Poincarén kuvaukset

Tarkasteltaessa mekaanisen systeemin aikakehitystd térked tehtdva on pyrkid maédrit-
tdm#dn, missd osassa faasiavaruutta systeemi liikkuu mindkin aikana. Dissipatiivisissa
systeemeissé liike hakeutuu lopulta aina attraktorille, vaikka oudollekin. Jaksossa 8.1
tarkasteltu kahden vapaan oskillaattorin periodisen liikkeen kuvailu toruksen pinnalla
oli myo6s varsin yksinkertaista. Entépa liikkeen liikkeen havainnollistaminen kaoottisille
konservatiivisille systeemeille? Jos oskillaattorit kytkeytyvét toisiinsa vaikkapa muotoa
q%qg olevalla termilld, liikkeestd tulee hyvin monimutkaista neliulotteisessa faasiavaruu-
dessa. Liikkeesté voi kuitenkin saada olennaista tietoa kerdamaélla siitd naytteitd jollain
sdannolliselld tavalla. Tamé on usein tapana tehdd kerdamélld ndytteet jollakin faasia-
varuuden leikkauspinnalla.

Kun kytketyn kaksoisoskillaattorin kokonaisenergia E on kiinnitetty, ongelman di-
mensio pienenee yhdelld, tédssd tapauksessa kolmeksi. Liike rajoittuu siis neliulotteisen
avaruuden kolmiulotteiselle energiapinnalle. Tamé&kéan ei vield ole havainnollinen tar-
kastelutapa. Kaytidnnollisempéaé on tarkastella tdmén energiapinnan kaksiulotteista leik-
kausta. Téllaista leikkausta kutsutaan Poincarén leikkaukseksi ja liikettd kuvaillaan
maaradmallé pisteet, joissa radat kulkevat tdmén leikkauksen lapi. Kdyténnollisintéd on
valita leikkaukseksi joko p1q:- tai pago-taso. Liikkeen kuvaamista nédiden pisteiden avulla
kutsutaan Poincarén kuvaukseksi.

Prekessoiva ellipsi

Tarkastellaan esimerkkiné Poincarén kuvauksista rajoitettua Keplerin liikettd (E < 0),
jossa ellipsin isoakseli prekessoi. Kéytetééin karteesisia koordinaatteja (z, p, = m#, y, py =
my). Energia on sdilyvi suure ja sen lauseke on

1 1 k
E = —mi®+-mj? — ———
2 2 (@ +y?)
2 2 k
b Py A (8.20)

2m - 2m /(2?2 +42)
Olkoon radan alkuperiinen apsidiviiva z-akselilla. Tehddén Poincarén leikkaus siten,
ettd asetetaan ratatasoa vastaan kohtisuoraan taso y = 0 ja olkoon tason pystysuora
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akseli p,-akseli. Poincarén kuvaus tehdadin merkitsemélls télle tasolle aina piste, kun
massapiste kulkee x-akselin ldpi. Pisteen x-koordinaatiksi tulee x-akselin leikkauspiste
ja py-koordinaatiksi sen hetkinen p, = ma (Kuva 8.5).

px y px
4
R A (S — .
/ = - - = ~ N
/7 N
AN
,4/ \
I \
~~~~~~~~~~~ _ x X
apo—
apsis
| 7 p

Kuva 8.5: Prekessoiva ellipsi ja sen Poincaren kuvaus.

Mikéli kyseessé olisi hairioton Keplerin rata, kuvaukseksi tulisi vain kaksi pistetté,
silld p, = ma olisi z-akselilla aina nolla (apsidiviiva z-akselin suuntainen) ja rata menisi
yvhdessé pisteessé leikkauksen 1dpi yhteen suuntaan ja toisessa toiseen. Kun otetaan huo-
mioon prekessoinnin aiheuttava héirio, tulevat leikkauspisteet kahdelle suljetulle silmu-
kalle (Kuva 8.5). Mikéli prekessiotaajuus ja kiertoaika eivit ole yhteismitalliset, tayttyy
silmukka ajan mittaan tiheésti leikkauspisteisté.

Poincarén leikkauksista on visuaalista hyotyd ainoastaan kaksiulotteisissa konserva-
tiivisissa systeemeisséd. Jos systeemilld on useampia vapausasteita, sen visualisointi on
perin juurin hankalaa. Tarkastellaan seuraavaksi Poincarén kuvauksien kayttoa epéline-
aarisessa kaksiulotteisessa systeemissé.

8.6 Hénonin ja Heilesin Hamiltonin funktio

Hénon ja Heiles tutkivat 1960-luvun lopulla téhtien liiketta galaksin keskuksen ympéri.
Téssdkin tapauksessa on kaksi luonnollista liikevakiota, liikemédramomentti ja energia.
Ongelman ratkaiseminen kiyttden galaksin oikeaa potentiaalia on kiytinnossid mahdo-
tonta. Hénon ja Heiles yksinkertaistivat tilannetta tarkastelemalla liiketta (z,y)-tasossa
ja kdyttivit keinotekoista potentiaalia U(x, y), joka valittiin kuvaamaan ongelman yleisid
ominaisuuksia. Tdmé johti Hamiltonin funktioon

P2 Py koo 2 13
H=2% 4 v 4~ a2y — - 8.21
misséd A on pieni kerroin ja termi, jota silld kerrotaan, voidaan ajatella héiriona, joka te-

kee integroituvasta Hamiltonin funktiosta integroitumattoman. Kirjoitettuna napakoor-
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dinaateissa Hamiltonin funktio ndyttda vdhan yksinkertaisemmalta

p? N v;
2m  2mr?

Téssé tapauksessa on siis kyse potentiaalista, joka riippuu seké etéisyydesté ettd suun-
nasta.

H =

1 1
- §l~cr2 + g)\r?’ sin 36 . (8.22)

Ongelmaa on arvatenkin tarkasteltava tietokonelaskuilla, joten suureet on normitet-
tava dimensiottomiksi. Valitsemalla yksikot siten, ettd k = A = 1, systeemin (dimensio-
ton) energia voidaan kirjoittaa muodossa

L3

1 1 1 1
E:*'2 -2 02 12 2, = . 2
2x+2y+2x+2y+xy 3Y (8.23)

Liikeyhtélot saa joko Lagrangen tai Hamiltonin yhtéloistéd ja ne tulevat muotoon

r = —x—2zy
= —y—at+y> (8.24)

Téamé on kytketty epélineaarinen yhtaloryhmaé, jolla ei ole ratkaisua suljetussa muodossa.

Tarkastelemalla potentiaalifunktiota

1 1
U(r,0) = 57«2 + §r3 sin 30 (8.25)

niahdéén, ettd annetulle potentiaalienergialle U(r, #) saavutta r maksiminsa, kun sin 30 =
—1, ja miniminsé, kun sin 36 = +1.

Nyt voidaan piirtdd tasapotentiaalikéyrit (x,y)-tasoon (Kuva 8.6). TAlloin energia
E = 1/6 muodostaa rajatapauksen. Sitd vastaava kdyrd on tasasivuinen kolmion, jon-
ka kérjet ovat suunnissa 6 = 90° (y-akselin suunta), § = 210° ja # = 330°. Energioille
E < 1/6 kiyrét ovat kolmion sisélld. Ne ovat suljettuja ja niiden kulmat pyoristyvit pie-
nenevin energian mukana. Kun E < 1/6, vuorovaikutustermi x2y on merkityksettomsin
pieni ja kéyrit ovat lihes ympyroitd origon ympéri. Kolmion sisélld on siis potentiaa-
likuoppa, jossa tarkasteltavat kappaleet, tdsséd tapauksessa tédhdet, liikkuvat. Kolmion
ulkopuolella tasaenergiakéyrit ovat avoimia ja tédhdet péddsevit pakenemaan galaksista.

Tarkastellaan sitten kokonaisenergioita E < 1/6. Nyt téytyy olla

U,y < E

1, 1,

i1 2?2 < E. 8.26
5T oY < (8:26)

Téstéd seuraa, ettd jokainen rata, joka alkaa suljetun tasapotentiaalikiyrin U(z,y) = E
sisdpuolelta, on loukussa kidyrén siséipuolella. Tehdéédn sitten Poincarén leikkaus faasiava-
ruuden (y,y) tasossa z-akselia pitkin. Se leikkauksen osa, johon systeemi péisee, 16ytyy
asettamalla z = 0 ja © = 0, jolloin

1.5 1

1
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Kuva 8.6: Henonin ja Heilesin potentiaali.

Maksiminopeus saadaan tésté asettamalla y = 0 ja y-koordinaatin d&riarvot asettamalla
y=0.

Tarkastellaan kaaoksen ilmestymistéd tdhén systeemiin. Téahén liittyvida kuvia 16ytyy
seké kirjallisuudesta ettéd Internetistd. Kuvassa 8.7 on esimerkkejé parilla energian ar-
volla. Seuraten Hénonin ja Heilesin esimerkkii aloitetaan energiasta F = 1/12. Télloin
systeemin kéytettdvissi oleva alue Poincarén leikkauksella jakautuu neljdén eri osaan,
erdénlaisiin saarekkeisiin, joissa ratkaisut muodostavat suljettuja védristyneiden ellipsien
muotoisia kédyrid. Riippuen alkuarvoista jokaisen elliptisen saarekkeen keskelld on yksi
kiintopiste, jota kutsutaan elliptiseksi kiintopisteeksi. Saarekkeita erottava kidyra puo-
lestaan leikkaa itsedén kolmessa hyperboliseksi nimitetyssé pisteessé. Liike on kuitenkin
sdannollista.

Jos energiaa kasvatetaan arvoon E = 1/8, niin leikkaus néyttié jo aivan erilaiselta.
Siitd on yhé tunnistettavissa edelld mainitut neljéd sddnnollisen liikkeen saareketta, joiden
keskipisteissd on elliptiset kiintopisteet. Saarekkeita ei kuitenkaan endé erota toisistaan
sddnnollisen liikkeen madraama rajakayrd vaan pisteet ovat levittdytyneet sikin sokin
saarekkeiden ympérille samalla, kun saarekkeiden peittdmé osa leikkauksesta on selvésti
pienentynyt. Saarekkeiden vélisessd alueessa liike on ilmeisen kaoottista. Kun energiaa
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Kuva 8.7: Poincarén kuvaus Hénonin ja Heilesin potentiaalissa liikkuvalle hiukkaselle
kokonaisenergioilla £ = 1/12 ja E' = 1/8. (Henon ja Heiles, 1964: Astron. J. 69, 73).

nostetaan lahemmds kriittistd arvoa F = 1/6, kaoottinen alue kasvaa ja sddnnollisen
liikkkeen saarekkeet pieneneviét ja lopulta koko systeemi kayttaytyy kaoottisesti.

Kaaos ilmestyy kuvaan arvoa E = 1/9 ldhelld olevilla energioilla. T#atd pienemmilla
energioilla systeemié kuvaavat yhtélot ovat integroituvia kaikilla alkuarvoilla, sen jélkeen
tietyilld alkuarvoilla ja energialla E' = 1/6 integroituvuus on kidyténnossi kadonnut.

Alun alkaen elliptiset saarekkeet syntyvét pienistd ympyrinmuotoisten ratojen héi-
rivistd jo paljon arvoa E = 1/12 pienemmilld energioilla. Systeemin kehittyessid kohti
kaaosta kaoottisen alueen sisdéin alkaa syntyéd uusia pienid sddnndllisen liikkeen saarek-
keita. Namé nékyvét parhaiten tarkasteltaessa liiketté (z, y)-tasossa. Saarekkeita ilmenee
aina uudelleen mentéessé pienempiin ja pienempiin struktuureihin. Uusien saarekkeiden
ilmiasu on kuitenkin mittakaavaa lukuun ottamatta samankaltainen kuin suurempien
saarekkeiden. Eli tdmé systeemi kéyttéytyy tdssd mielessé itsesimilaarisesti.

8.7 Bifurkaatiot

Minimivaatimus sille, ettd ensimmaéisen kertaluvun autonominen differentiaaliyhtéloryh-
mé kuvaa kaoottista liikettéd, on, ettd yhtalot ovat epélineaarisia ja ettéd niissd on vé-
hintdédn kolme muuttujaa. Hénonin ja Heilesin Hamiltonin funktio toteuttaa nima mi-
nimikriteerit. Kirjoitetaan sen kaksi toisen kertaluvun liikeyht&loéd neljinéd ensimmaéisen
kertaluvun yhtélond (vrt. n:n kpl Lagrangen toisen kertaluvun liikeyhtélon muuttamista
2n:ksi Hamiltonin ensimméisen kertaluvun yhtéloksi )

dx
dt

= UCE
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a Y

dvy

% = —x—2zy

duy 2 2

Yo, .2
— y—a”+y°, (8.28)

joissa on nyt neljd muuttujaa (x,y, v, v,). Néistd yhtéloista kaksi on epélineaarisia.

Tarkastellaan toisena esimerkkiné pakotettua vaimennettua harmonista oskillaattoria

d’0  1de .
@ —+ 5& + Sln9 = gCOS(th) 5 (829)

missé pakkovoiman taajuus wp ei riipu ajasta. Yhtalossa kulma ja aika on normitettu si-

L on tissi vaimennus-

ten, ettd siiné ei ndy ongelman kannalta epéolennaisia vakioita. ¢~
kerroin ja g pakkovoiman amplitudi dimensiottomissa yksikoisséd. Tamé epélineaarinen
toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo voidaan kirjoittaa kolmen ensimmaéista kertalukua

olevan yhtdlon autonomiseksi ryhméksi

dy
dt
dg
dt
dw
dt

= w
w .
= Ty sinf + gcos ¢, (8.30)

missé ¢ on pakkovoimatermin vaihe. Téssé on kolme ajasta riippuvaa muuttujaa ¢(t),
0(t) ja w(t) sekd yksi riippumaton muuttuja ¢. Viimeinen yht#lsistd on epilineaarinen,
joten on odotettavissa, ettd yhtalolld voi olla kaoottisia ratkaisuja. Tétd odotusta pe-
rustelee myGs se, ettd yhtdloissd kytkeytyy kaksi taajuutta, oskillaattorin taajuus w ja
pakkovoiman taajuus wp, joten voi syntyé resonansseja. Huomaa, ettid téssd pakkovoi-
ma toi systeemiin tavallaan uuden vapausasteen. Tdmé mahdollistaa sen, etté systeemin
radan projektio tasoon (6, w) voi kulkea itsensé yli (vrt. Kuva 8.2), miké ei kaksidimen-
sioisessa autonomisessa tapauksessa (wp = 0) ole mahdollista kuin (yleensé) pienessi
méaarassi singulaarisia pisteité.

Valitaan ¢ = 2 ja pidetdédn pakkovoiman amplitudia kuvaavaa g¢:t4 muunneltavana
kontrolliparametrina. Tarkastellaan systeemia kéyttdmélla seuraavanlaista strobos-
kooppista kuvausta: Merkitéiin muuttujien w(t), #(¢) (huom. w = ) arvot pisteelli
(0, w)-tasoon aina, kun jaksollinen pakkovoima on samassa vaiheessa (esim. ¢ = 27 n).
Tamé vastaa selvisti edelld esitettyd Poincarén kuvausta, kun faasiavaruusmuuttujia on
kolme. Kontrolliparametrin arvolla g = 0.9 stroboskooppinen kuvaus on siisti soikio,
joten liike on sddnnollistd. Jos valitaan g = 1.15, pisteet jakautuvat satunnaisemmin
tasoon ja liike on ilmeisen kaoottista.

Tutkittaessa, kuinka oskillaattorin taajuus w riippuu ¢g:n arvosta kiinteélla vaiheella
©, havaitaan kaksi asiaa. Ensinnékin kaoottisen ja sddnnollisen liikkeen alueet tulevat ja
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w

Kuva 8.8: Luonnos epélineaarisen os-
killaattorin Feigenbaumin kuviosta.
Kontrolliparametria g kasvatettaes-
sa systeemi kokee bifurkaatioita, jois-
sa sen taajuuksien mé&ara kaksinker-
taistuu. Kuviossa bifurkaatioiden ym-
paristot ovat itsesimilaarisia. Bifur-
kaatioiden véalimatka g:n funktiona
pienenee ja lopulta systeemi muuttuu
9 kaoottiseksi.

menevit g:n kasvaessa. Toiseksi systeemi kokee taajuuksien bifurkaatioita. Jokaises-
sa bifurkaatiossa systeemin taajuuksien lukuméiri kaksinkertaistuu. Namé bifurkaatiot
tapahtuvat ei-kaoottisen liikkeen vaiheissa. Tétd on tapana kuvata nk. Feigenbau-
min kuvioiden avulla (Kuva 8.8). Niistd nékyy bifurkaatioille tyypillinen ilmio, jonka
mukaan bifurkaatiokohtien ympéristot nayttavit samanlaisilta mentéesséd pienempiin ja
pienempiin yksityiskohtiin. Kyseessd on samantapainen itsesimilaarinen ominaisuus kuin
edelld késitellyssé Hénonin ja Heilesin esimerkissa. Tutustumme bifurkaatioihin lahem-
min seuraavassa logistisen yhtdlon avulla.

8.8 Logistinen yht&lo

Edellisten esimerkkien yksityiskohtainen analyysi edellyttdd pitkille vietyjen numeeris-
ten menetelmien kayttod ja niitd varten on olemassa tyckaluja tietokonematematiikan
ohjelmistoissa. Tutustutaan tédssd lyhyesti hieman yksinkertaisempaan kaoottisen dy-
namiikan malliin nk. logistiseen yht&l66n. Sen ratkaisuina on seké sdannollistd etté
kaoottista liikettd. Vaikka malli onkin riittdvén yksinkertainen laskettavaksi taskulas-
kimella, se ei ole pelkké lelu vaan sitd on sovellettu lukuisissa erilaisissa yhteyksissa
fysiikasta populaatiodynamiikkaan ja taloustieteisiin. Logistinen yht&l6 on iteratiivinen
kuvaus, joka liittéd4 toisiinsa dynaamisen muuttujan x kaksi perékkéistd arvoa. Huomat-
takoon, ettéd esimerkiksi jatkuvien systeemien stroboskooppiset ja Poincarén kuvaukset
ovat my0s iteratiivisia kuvauksia, joissa liikeyht&lot méaravit sen lain, jolla leikkauksella
(z,v) sijaitseva piste (z(t,),v(tn)) kuvautuu pisteeksi (z(tp41), v(tn+1)). Nama liikeyh-
talot taytyy tosin yleensd ratkaista numeerisesti.

Logistinen yhtdlo mé&éritellaan lausekkeella

Tpy1 = axn (1l — xy,), (8.31)
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misséd a on kontrolliparametri ja x on rajoitettu alueeseen 0 < z < 1. Ta4mé& on siis
epélineaarinen (m%) diskreetti malli, jolla edellisesté arvosta saadaan iteroiduksi seuraava.
Perédkkéiset iteraatiot tuovat ,1:n ldhemmas ja lahemmés raja-arvoa xo. TA4ma on siis
kiintopiste ja se 16ytyy sijoittamalla logistisessa yhtélossé z, = xn41, jolloin

a—1

(8.32)

Too =
a

Téaméin perusteella kontrolliparametri @ > 1. Koska yhtdlon (8.31) mukaan mééritel-

ty Zn4+1 on maksimissaan kohdassa x, = 1/2 ja saa tuolloin arvon a/4, tarkasteltava

kontrolliparametrin alue on 1 < a < 4.

Nyt voidaan kysyi, kuinka stabiili kiintopiste on. Tamé tarkoittaa sité, iteroituuko
lahelld kiintopistettd oleva x,4+1 l&hemmés kiintopistettd kuin mitd x, oli. Valitaan siis

piste ldheltd kiintopistetti
a—1

£, (8.33)

Tp =
a

missa § < 1. d:n ensimmaisessi kertaluvussa

a—1

Tni1 = (@ — 1+ ad) <1— -

F 5) =20 £ (2—a)d 4+ O5?). (8.34)
Jotta systeemi konvergoituisi kohti kiintopistetté, taytyy edellyttdd, ettd 1 < a < 3. On
triviaali mekaaninen lasku néyttid, ettd esim. tapauksessa (a = 2,29 = 0.3) jo neljén

iteraation jilkeen suhteellinen poikkeama on alle kymmenestuhannesosa kiintopisteesté
Too = 0.5.

Léhdetééin liikkeelle samasta alkupisteestéd (zg = 0.3), mutta tarkastellaan tilannetta
a = 3.2. Télloin liike séilyy yhé sdénnollisend, mutta lopputulos alkaa heilahdella kahden
kiintopisteen
T, = 0.51304 ; x,41 = 0.79946

valilld. (N&m# voidaan periaattessa 16ytdd analyyttisesti merkitsemélld x, 40 = z, ja
ratkaisemalla yht&lon juuret.) Liike siis bifurkoituu kohti kahta kiintopistetti. Vastaa-
valla tavalla kuin yhdelle kiintopisteelle, ndiden kiintopisteiden stabiilisuus voidaan sel-
vittdd. Osoittautuu, ettd kiintopisteet tulevat epéstabiileiksi kontrolliparametrin arvolla
a = 3.5, missd tapahtuu kaksi bifurkaatiota neljdin kiintopisteeseen. Arvolla a = 3.55
kiintopisteitéd on 8 ja arvolla a = 3.566 jo 16 kpl ja niin edelleen. Lopulta kontrollipa-
rametrin arvon ao, = 3.5699456. .. jilkeen liike muuttuu kaoottiseksi. Téta kutsutaan
Feigenbaumin pisteeksi.

Perakkéisten bifurkaatioiden etéisyydet konvergoivat kohti lukua o

§= lim 9L _ 46692016 .. . (8.35)

n—0o0 Ap41 — An

Téata lukua kutsutaan Feigenbaumin luvuksi. Se on useista kaoottisista systeemeisté
l6ytyva universaali luku.
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Logistisen kuvauksen Feigenbaumin kuviota (Kuva 8.9) tarkastelemalla havaitaan,
ettd kaoottisessakin alueessa on aina tietyilla kontrolliparametrin arvovéleilld sddnnol-
lisen liikkeen vyohykkeitd, joissa liike jélleen bifurkoituu samalla tavoin kuin alueessa
a < aoo. TAdmé ominaisuus on arvatenkin sukua Hénonin ja Heilesin potentiaalin ja
pakotetun vaimennetun oskillaattorin yhteydessa havaitulle uusien séddnnéllisen liikkeen
alueiden ilmestymiselle kaoottisen liikkeen keskelle.

Kuva 8.9: Logistisen kuvauksen Feigenbaumin kuvio. (Huom: p = a)

Ljapunovin eksponenttien avulla sdénnollinen alue voidaan kuvata yhtalolla
T — Too| = €™ = "I (8.36)
ja kaoottinen liike yhtalolla
|zn — 2| = ™ = e (8.37)

missé g ja x{, vastaavat kahta hieman toisistaan poikkeavaa alkuarvoa. Nyt A on nega-
tiivinen sdannollisissé alueessa, nolla bifurkaatiokohdissa ja positiivinen kaoottisessa liik-
keessd. Mainittakoon, etté logistisen yhtélon fraktaalidimensioksi on saatu dp = 0.538.

On ehk# hieman yllattavai, ettd ndenndisen sekavista systeemeisté 10ytyy sellaisia
universaaleja ominaisuuksia, kuten bifurkoituminen Feigenbaumin lukuineen, itsesimi-
laarisuus jne. Kaoottisuus on siis ainakin tietyn tyyppisten matemaattisten yhtaldjouk-
kojen syvillinen ominaisuus. Kuinka hyvin se sitten vastaa fysikaalisen luonnon ilmisité,
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on toinen ja varmasti vaikeampi kysymys, joka liittyy siihen selittdmattomaéaén tosiasiaan,
ettd fysiikka on ylipddnsa kuvattavissa matematiikan kielell.

Kaaoksesta ja fraktaaleista on kirjoitettu lukemattomia populaarikirjoja ja néihin
liittyvia tietokoneohjelmia on saatavana valmiina ja yksinkertaisia malleja voi toki ohjel-
moida itsekin. Ndihin kannattaa tutustua liséa omin péin. Siitd voi olla sekéd hupia ettd
hyotya.

8.9 Harjoituksia

1. Muunna van der Polin oskillaatorin yht#lo (8.8) n:n autonomisen 1. kertaluvun
differentiaaliyhtélon ryhméksi ja osoita, etté silla voi olla kaoottisia ratkaisuja.

2. Tarkastellaan potkittua oskillaattoria, jota kuvaavat liikeyhtalot
r = v
o
b = —20v—wir+ul(z) Z d(t —nT),
n=0
missd (3, wg, u ja T ovat vakioita, I(x) on dimensioton, mielivaltainen (mutta an-
nettu) z:n funktio ja §(¢) on Diracin delta-funktio. Pakkovoima kuvaa jaksollisesti

(hetkilld nT") toistuvia potkuja, joissa oskillaattori saa “impulssin” Av = u I(x).
Johda systeemille seuraava stroboskooppinen kuvaus:

ES

Tpnr1 = FECx,+—uv, (8.38)
wo

Unt1 = —ESwoxy, + ECvy, +ul(xny1), (8.39)

missi B = e T, § = sinwgT ja C = coswyT. Téssé z,, = limg; o4+ z(nT +
0t) ja v, = limge_or v(nT + §t) ovat vélittomaésti n:nnen potkun jilkeen mitatut
paikka ja nopeus.

3. Tutkitaan tehtdvén 2 potkittua oskillaattoria faasitasossa (x,, vy), kun wg = 7/2T
jau =1 (nopeuden yksikks). Skaalataan muuttuja Ev, — v, ja valitaan E I(z) =
f(x) =1—az?

(a) Osoita, ettd kuvaus on nyt muotoa
— _ _E2
Tn+l = Uny, Up4l = Ty + f(vn)

Miké kuvaus téstd saadaan erittdin suuren vaimennuksen rajalla, £ — 07

(b) Etsi kuvauksen kiintopisteet eli ne pisteet (2 kpl), joille 2,41 = 2, ja vpp1 =
U,
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4. Tamaé tehtédva kannattaa tehdé jollain sopivalla tietokonetyokalulla kuten Matlab,
Mathematica tai Maple.

E. N. Lorenzin klassinen malli ilmakehén liikkeelle oli:

dx dy

e =oly-2); L=rr—y-u

L —Z:my—bz,

dt

misséd o, r ja b ovat positiivisia vakioita ja x, y ja z reaalisia. Lorenz asetti fysi-
kaalisin perustein o = 10 ja b = 8/3 ja vaihteli parametria r arvosta 0 ylospéin.
Olkoot koordinaattien alkuarvot z(0) = 2, y(0) = 5 ja z(0) = 5. Tutki liikkeen
kéytosta kun

(a) » =0, 10 ja 20 aikavalilld 0 < ¢ < 20
(b) =28, 0 <t < 20, missi kaoottinen kiyttdytyminen alkaa, kun t ~ 7.

Tutki molemmissa tapauksissa ratoja kdyttden joko 3-ulotteisia koordinaattien
z(t), y(t), z(t) kuvaajia eri aika-askeleilla.

5. Tutkitaan logististisen kuvauksen
Tn+l = amn(l — Tp)

ensimmaéisté bifurkaatiota. Kirjoita yhdistetyn kuvauksen x,,12(z,) lauseke ja et-
si kuvauksen kiintopisteet. (Muista, ettéd logistisen kuvauksen kiintopiste on myos
yhdistetyn kuvauksen kiintopiste.) Tutki kiintopisteiden stabiilisuutta a:n funktio-
na.

6. Tarkastellaan pientd massiivista kappaletta, joka liukuu kitkatta ympyrin (sdde a)
muotoisella raiteella. Raide pyorii ympyrén halkaisijan suuntaisen akselin ympéari
vakiokulmanopeudella w. Akseli on pystyasennossa gravitaatiokentissi g. Kappa-
leen liiketté raiteella voidaan kuvata liikeyhtalolld

af = —gsin b + aw? cos O sin b,

missé (a, @) on kappaleen paikka raiteella napakoordinaatistossa (origona ympyran
keskipiste).
(a) Johda liikeyhtélo Lagrangen formalismilla.

(b) Muunna litkeyht&ld kahden 1. kertaluvun differentiaaliyhtélon ryhméksi sijoi-
tuksella ¢ = 6.

(c) Etsi systeemin kiintopisteet ja tutki niiden stabiiliutta kulmanopeuden w
funktiona. (Vihje: tarkastele efektiivisen potentiaalin minimi-/maksimikohtia.)
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