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1 Johdanto

Taman paivan nuoret kuuluvat ensimmaiseen sukupolveen, joka on kasvatettu
ymparistdssa, jossa laillinen rahapelaaminen on helposti saatavilla ja sosiaalisesti
hyvaksyttavaa (Jacobs, 2000). Nuoret ovat muita ikaryhmia alttimpia
rahapeliongelmille ja vaikka koulujen opettajilla ja oppilashuollolla onkin kiinnostusta
nuorten rahapelaamisesta, ei sen kasittelyyn ole tarjolla selkeaa toimintamallia
(Raisamo & Lintonen, 2013). Rahapelaamisen matematiikan opettamista on tutkittu
mm. Australiassa ja Yhdysvalloissa positiivisin tuloksin (Peard, 2008; Ethier & Hoppe,
2019; Williams & Connolly, 2006), mutta Suomessa tallaista kurssia ei ole viela nahty.

Tassa tutkimuksessa kehitetdan lukion pitkdn matematiikan valinnainen kurssi, jonka
aiheena on rahapelaamisen matematiikka. Kurssin paatavoitteina on ennaltaehkaista
ja lisata tietoisuutta nuorten rahapelaamista ja niiden ongelmista seka samalla tarjota
mielekasta matematiikan oppimiskokemusta kurssin muodossa. Rahapelaamisella
tarkoitetaan tassa tutkimuksessa sellaisia arpajaisia, joista voi voittaa rahaa, ja sita ei
sovi sekoittaa uhkapelaamiseen, jossa pelin pelaajalla ei ole maksukykya pelin
pelaamiseen. Tutkimuksen tutkimusmenetelmana kaytetaan kehittdmistutkimusta.
Luku 2 sisaltdd kehittamistutkimuksen teoriaa sekda tutkimuksen kolme
tutkimuskysymysta, jotka ohjaavat tutkimusta. Tutkimuskysymykset liittyvat
kehitettavan kurssin tarpeellisuuteen, sen kehittdmiseen ja sen soveltuvuuteen

matematiikan opetuksessa.

Kehittamistutkimukselle ominainen teoreettinen ongelma-analyysi on jaettu tassa
tutkimuksessa kahtia Lukuihin 3 ja 4. Luvussa 3 tutkitaan matematiikan ja
matematiikan opetuksen teoriaa ja Luvussa 4 keskitytdan rahapelaamisen
matematiikan teorian tutkimiseen. Naista teoreettisista ongelma-analyyseista
kertyneen laajan teoriapohjan rajaamisen avuksi kaytetaan lukion opetussuunnitelman
perusteiden 2019 empiiristd ongelma-analyysia eli tarveanalyysia Luvussa 5. Luvussa
6 kuvataan yksityiskohtaisesti tutkimuksen kehitysprosessi ongelma-analyyseista
kehittamistuotokseen. Kehittdmistuotos eli kurssin suunnitelma ja yksi kurssin
esimerkkioppitunti esitelldaan Luvussa 7. Kurssin jatkokehittdmista pohditaan Luvussa

8 ja tutkimus paattyy Luvun 9 johtopaatoksiin, luotettavuustarkasteluun ja pohdintoihin.



2 Kehittamistutkimus

Kehittamistutkimusta (design research tai design-based research) alettiin kehittaa
opetusalalla 90-luvun alkupuolella ja sen kayttdo on kasvanut siita tasaisesti 2000-
luvulla. Vaikka kehittamistutkimus onkin varsin nuori tutkimusmenetelma opetusalalla,
se on onnistunut vakiinnuttamaan paikkansa opetuksen tutkimuksessa ja sita tullaan

kayttamaan yha enemman. (Anderson & Shattuck, 2012)

2.1 Kehittamistutkimus

Kehittamistutkimus on tutkimusmenetelmana niin monitahoinen, etta sille on vaikea
esittda yhta yksiselitteistda maaritelmaa (Pernaa, 2013). Menetelman kehittdmisen
taustalla on ollut opetuksen tutkimukseen kohdistunut kritiikki, jonka mukaan opettajien
tyota tukevaa tietoa ei pystytty tuottamaan tutkijoiden toimesta. Tarvittiin siis
tutkimusmenetelma, jonka avulla pystyttiin tuottamaan opettajille kaytannonlaheista
tietoa opetuksen tueksi ja kehittdmaan opetusta tutkimuspohjaisesti opetustilanteiden

tarpeita varten (Pernaa, 2013).

Edelsonin (2002) mukaan kehittamistutkimuksessa yhdistyy kehittaminen ja tutkiminen
syklisessa prosessissa, joka sisaltaa teoreettisia ja kokeellisia vaiheita. Wangin ja
Hannafinin (2005) mielesta kehittamistutkimuksen tavoite on kehittda opetusta
todellisissa tilanteissa ja ominaista tutkimukselle on erilaisten asiantuntijoiden
hyodyntamista jatkuvan arvioinnin ja kehittamisen yhteydessa. Kehittamistutkimus
pohjautuu teoriaan ja tuottaa myds uutta teoriaa (Barab & Squire, 2004; DiSessa &
Cobb, 2004). Toimintatutkimuksesta kehittamistutkimus eroaa juuri siina, etta teorian
luomista pidetaan kehittamistutkimuksen yhtena paatavoitteena, kun taas
toimintatutkimuksessa teorian luomista ei pideta niinkaan tarkeana (Pernaa, 2013).

Tama tutkimus pohjautuu Edelsonin (2002) sykliseen malliin, jonka avulla tavoitellaan
vastauksia kolmeen kysymykseen: 1) millaisia tarpeita ja mahdollisuuksia
kehittamisellda on (ongelma-analyysi), 2) miten Kkehittamisessa edetaan
(kehittamisprosessi) ja 3) millaiseen tuotokseen (kehittamistuotos) kehittaminen
johtaa? Edelsonin syklinen malli on valittu siksi, koska ilman syklisyytta tutkimuksen
toteutus ei ole tieteellisesti pateva tai luotettava (Edelson, 2002). Tutkimus alkaa
kehittamistutkimukselle  pakollisella  ongelma-analyysilla, jolla  kartoitetaan



kehittamisen tarpeet, mahdollisuudet ja haasteet. Ongelma-analyysi jakautuu
teoreettiseen  ongelma-analyysiin  ja  empiiriseen  ongelma-analyysiin  eli
tarveanalyysiin. Teoreettisella ongelma-analyysilla kartoitetaan aiheen aikaisempaa
tutkimustietoa ja pohditaan, mita olisi tarkeaa tutkia aiheesta lisaa. Tata taydennetaan
empiirisellda ongelma-analyysilla, joka pohjautuu teoreettisessa ongelma-analyysissa
havaittuihin tarpeisiin, mahdollisuuksiin ja haasteisiin. Ongelma-analyysin jalkeen
siirrytadn kehittamisvaiheeseen, joka sisaltaa tutkimuksen kehittamisprosessin
kuvauksen ja kehittamistuotoksen. Lopuksi siirrytaan raportointivaiheeseen, joka
sisaltda tutkimuksen jatkokehittdmisen seka johtopaatdsten ja pohdinnan vaiheet.
Nama edelld kuvatut tutkimuksen vaiheet yhdessd muodostavat yhden
kehittamissyklin. (Pernaa & Aksela, 2013)

2.2 Tutkimuskysymykset

Taman tutkimuksen tavoitteena on suunnitella valinnainen lukion pitkdn matematiikan
kurssi, jonka aiheena on rahapelaamisen matematiikka. Kurssin tarkoituksena on
ennaltaehkaista ja lisata tietoisuutta nuorten uhka/rahapeliongelmista ja samalla
tarjota mielekasta tapaa opiskella matematiikkaa.

Tutkimusta ohjasivat seuraavat tutkimuskysymykset:
1. Miksi juuri tallainen kurssi on tarpeellinen?
2. Mita pitaa ottaa huomioon tallaista kurssia suunniteltaessa?

3. Soveltuuko kurssi lukion pitkdn matematiikan opetukseen?

Kuten edellisessa kappaleessa mainittin, tama tutkimus pohjautuu Edelsonin
sykliseen malliin ja kolmeen kysymykseen, joihin kehittamistutkimuksen avulla
pyritddn saamaan vastaus. Nama kysymykset liittyvat tutkimuksen kolmeen osa-
alueeseen: ongelma-analyysiin, kehittdmisprosessiin ja kehittamistuotokseen. On siis
luonnollista, etta kukin tutkimuskysymyksista liittyvat yhteen naista osa-alueista.
Ensimmaiseen kysymykseen pyritdan vastaamaan ongelma-analyysin avulla, toiseen

kysymykseen kehittamisprosessin avulla ja kolmanteen kehittdmistuotoksen avulla.



3 Teoreettinen ongelma-analyysi I: Matematiikka

Teoreettinen ongelma-analyysi on jaettu tassa tutkimuksessa kahteen osaan, eli
Lukuihin kolme ja nelja. Tassa luvussa tutkitaan teoreettisesti kirjallisuuden pohjalta,
minkalaista matematiikan ja matematiikan opetuksen teoriaa tarvitaan rahapelaamisen
matematiikkaan  liittyvan lukion kurssin  suunnittelussa ja opetuksessa.

Rahapelaamisen teoriaa tutkitaan tarkemmin Luvussa 4.

Rahapelaamisen matematiikan teoria koostuu todennakoisyyslaskennasta, tilastoista
ja peliteoriasta. Tassa luvussa esitelldaan oleellisimmat naihin osa-alueisiin kuuluvat
teoriat, joista osa on jo tuttuja opiskelijoille aikaisemmista matematiikan kursseista.
Lisaksi maaritellaan mielekkaan oppimisen kasite.

3.1 Todennakoisyyslaskenta

Todennakoisyys kuvaa tarkkailtavien tai empiirisistd kokemuksista loogisesti
ennustettavien ilmididen tai toistuvien tapahtumien yleisyyttd. Tapahtuman
todennakoisyyden kuvaaminen vaatii siis joko ajassa tai paikassa havaittujen
yhtenaisten havaintojen sarjan tai aikaisempia vastaavia kokemuksia. Tapahtuman

todennakoisyys voidaan laskea kaavalla

P = lim 22,

n—-oo N
missa P on tapahtuman todennakdisyys, n yritysten maara ja n, tietyn tapahtuman

esiintymisten maara. (Epstein, 2009)

Seuraavat aksioomat ja korollaarit ovat todennadkdisyyslaskennalle olennaisia
rahapelaamisen kannalta (Epstein, 2009):
Aksiooma 1: Tapahtuman A todennakoisyys on 0 < P(A) < 1.
Aksiooma 2: Kaikkien tapahtumien E todennakdisyys on P(E) = 1.
Aksiooma 3: Erillisille tapahtumille patee
P(A; UA,U...UA,) = P(A)) + P(A)+... +P(4,).
Korollaari 1: Tapahtumalle A ja sen vastatapahtumalle eli komplementtitapahtumalle
A€ patee P(A) + P(4°) = 1.
Korollaari 2: Mahdottoman tapahtuman 0 todennakoisyys on P(0) = 0.
Korollaari 3: Riippuvaisten tapahtumien yhdistetty todennakadisyys on

P(Ay,A,,...,A,) = P(A))P(A,|A)P(A3|A143)...P(Ap|A14,. .. Ay q).

4



Korollaari 4: Ehdolliseen todennakdisyyteen liittyva Bayesin saanté on
P(A)P(X|A;) -

P(A))P(X|A;) + P(A))P(X|A)+...+P(A)P(X|AR)’

Naiden lisaksi olennaisia todennakoisyyslaskennan kasitteita ovat permutaatio ja

P(Ai|X) =

1,2,3,...,n

kombinaatio. Permutaatio on jono jonkin perusjoukon jokaisesta alkiosta tietyssa
jarjestyksessa (jos perusjoukon alkioista valitaan vain tietty osa, puhutaan

variaatiosta). Kombinaatio taas on annetun joukon osajoukko, jossa on tietty maara

n!
n-r)?’

alkioita ilman vaadittua jarjestysta. Permutaatio lasketaan kaavalla p;, = n! =

variaatio kaavalla p;, = n(n — 1)(n — 2)...(n —r + 1) ja kombinaatio kaavalla

n!

T oritn-r)!

Cn

(Epstein, 2009)

Monia rahapelitilanteita voidaan kuvata todennakoisyysjakaumien avulla.
Hyddyllisimpia  todennakdisyysjakaumia ovat hypergeometrinen  jakauma,

binomijakauma, geometrinen jakauma ja Poissonin jakauma (Epstein, 2009).
3.2 Tilastot

Tassa luvussa maaritellaan tarkeimmat tilastolaskennan kasitteet rahapelaamisen
kannalta. Rahapelien perusarvon laskemisen parametri on odotusarvo. Jos
satunnaismuuttuja X voi saada arvoja x,, x,, ..., x, vastaavilla todennakaoisyyksilla

P1,P2,---» P, Niin odotusarvoksi E (X) saadaan
n
EX)=pn= inpi-
i=1

Toinen tarkea satunnaismuuttujien arvoja kuvaava parametri on varianssi, joka kuvaa
arvojen hajontaa. Se voidaan laskea kaavalla

Var(X) = E((X — w)?) = XiL1(xi — )*p(x).
Varianssin nelidjuurta kutsutaan keskihajonnaksi eli standardipoikkeamaksi:

o(X) = {Var(X) = JE(X — )?) .

(Epstein, 2009)

Todennakoisyysjakaumille voidaan laskea odotusarvo ja varianssi. Oletetaan tilanne,
jossa n kortin pakasta, jossa on n,; punaista korttia ja n — n, mustaa korttia, nostetaan

r korttia ilman korttien laittamista takaisin pakkaan. Nyt hypergeometrisen jakauman



avulla voidaan laskea nostettujen punaisten korttien odotusarvo u = E(X) =% ja

nir(n—-nqy)(n-r)

. . 2 _
varianssi g% = =—=-"=

. Vastaavasti voidaan laskea binomijakauman odotusarvo

2

u=E(X)=np ja varianssi o =npq. Poissonin jakauman tietyssa ajassa T

esiintymien tapahtumien odotusarvo ja varianssi on u = ¢ = aT. (Epstein, 2009)

TSebysSovin epayhtalon P(IX — ul = ko) < % mukaan lahes kaikki

todennakoisyysjakauma jakautuu keskiarvon lahelle. Sen sovelluksesta saadaan
suurten lukujen laki, jonka mukaan saman odotusarvon omaavien satunnaismuuttujien
jonon keskiarvo suppenee tietyin edellytyksin kohti niiden odotusarvoa satunnais-

muuttujien lukumaaran kasvaessa rajatta. Se ilmaistaan kaavalla
X_n=%(X1+---+Xn) - U, kunn - oo .

(Epstein, 2009)

Todennakoisyysjakaumille voidaan maaritella myos luottamusvali. Olkoon X jokin
satunnaismuuttuja jollain tunnetulla jakaumalla. Talloin todennakdisyydella ¢ jonkun
otoksen arvio 8 osuu kahden tilastollisen arvion 6, ja 8, valiin, eli P(6; <0 < 6,) =¢&.0n
kuitenkin huomioitava, etta 6 ei ole satunnainen, vaan jokin tarkka tuntematon luku, kun
taas 6; ja 6, ovat satunnaismuuttujia. Todennakoisyysjakaumien lisaksi laskuissa

saatetaan tarvita joitakin tilastollisia jakaumia. Naista hyodyllisimpia ovat
r—-np

Vnp(1-p)

normaalijakauma X = , x*-jakauma ja Studentin t-jakauma. (Epstein, 2009)

3.3 Peliteoria

Peliteoria on matemaattinen valine ihmisten tai ihmisjoukkojen (toimijoiden, kuten
armeijat, korporaatiot tai Bridge-parit) valisten konfliktien analysoimiseen. Sita voidaan
soveltaa aina, kun ristiriitatilanne voidaan ratkaista alyllisin keinoin. Peliteoriaa voidaan
soveltaa esimerkiksi taloustieteen aloilla, sotilaallisissa operaatioissa, psykologiassa,
lakitieteissa, biologiassa ja peleissa kuten shakki, Bridge ja pokeri. Peli maaritellaan
ristiriitatilanteen kuluksi ja ratkaisemiseksi tiettyjen ennalta maariteltyjen saantdjen ja
yleisten sopimusten mukaan. Pelit erottuvat toisistaan toimijoiden lukumaaran, voittajan
saaman palkinnon, tarvittavien siirtojen lukumaaran ja kaytettavissa olevan informaation
mukaan. (Epstein, 2009)



Pelaajat jakautuvat pelissa erillisiin paatoksentekijayksikoihin eli toimijoihin. Esimerkiksi
Bridgessa on 4 pelaajaa mutta 2 toimijaa (vastakkaiset pelaajat muodostavat parin eli
yhden toimijan). Oletetaan, ettd pelin arvo eri toimijoille voidaan mitata ja ilmoittaa
kvantitatiivisesti jollain numerolla. Tata kutsutaan voitoksi. Jos voitot jakautuvat
ainoastaan n toimijan kesken (eli toimijoiden asettamat panokset eivat havia mihinkaan),
pelid kutsutaan nollasummapeliksi. Pelit voidaan jakaa aarellisiin ja aarettomiin
peleihin. Aarellisesséd pelissa on rajattu maara vaihtoehtoja siirroille, joista jokainen
valitaan aarellisestda maarasta vaihtoehtoja. Vastakohta talle on aareton peli. Tayden
informaation peleissa jokaisen pelaajan siirrot ovat avoimesti nahtavilla hanen

vastustajilleen. (Epstein, 2009)

Jarjestelmaa, jossa jokainen siirto valitaan kaikista mahdollisista siirroista tietyissa
tilanteissa tietyin ehdoin, kutsutaan strategiaksi. Strategia voi koostua pelaajan omista
siirroista (perustuen pelaajan omaan harkintakykyyn, vastustajan strategiaan tai
molempiin), lasketuista siirroista (perustuen erilaisten siirtojen todennakaisiin tuloksiin)
tai kuten suurimmassa osassa peleista, molemmista. Jos pelaajalla A on m strategiaa
A4, A,, ..., A, ja pelaagjalla B on n strategiaa B,, B, ..., B, , pelia kutsutaan m x n -peliksi.
Tallaisessa pelissa kaikkia pelaajan A strategioita verrataan kaikkiin pelaajan B
strategioihin ja niiden valiset voitot iimaistaan voittomatriisissa. Optimaalinen strategia
voidaan monesti maarittaa voittomatriisista minimax-periaatteen avulla, jonka avulla

pelaaja saa varmoista voitoista suurimman voiton. (Epstein, 2009)

Suurinta osaa rahapelitilanteista voidaan kuvata binomikokeiden sarjoina, joissa pelaaja
joko voittaa yhden yksikon onnistuessaan tai menettaa yhden yksikon epaonnistuessaan
todennakoisyyksilla p ja g = 1 —p. Tata kutsutaan satunnaiskuluksi (random walk).
Pelaajan paaomaa x kuvataan pisteena lukusuoralla. Alkuperaisesta paaomasta x,
muuttuja x liikkkuu jokaisella pelilla joko maaran x, + 1 todennakadisyydella p tai maaran
xo — 1 todennakdisyydelld q. Epamaaraisen maaran peleja jalkeen satunnaiskulku

paattyy joko kohtaan x = 0 tai x = C, missa C on vastustajan paaoma. (Epstein, 2009)

Esimerkkind satunnaiskulusta kokeilin heittdd noppaa 50 kertaa ja dokumentoida
jokaisen heiton tuloksen. Heitoilla 1, 2, 3 voitin yhden yksikdn ja heitoilla 4, 5, 6 havisin
yhden yksikdn. Oletettu alkuperainen padaomani oli x, = 10 yksikkda. Heittojen tulokset
olivat jarjestyksessa 2, 3, 1, 3,4,4,5,4,6,4,2,4,4,5,5,1,3,6, 3, 3,5, 3,5, 6, 4, 4, 6,



6, 5, 6. En paassyt pidemmalle, koska paaomani loppui tdssa vaiheessa kesken. Taman

satunnaiskulun graafinen esitys (Kuva 1):
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Kuva 1. 50 nopanheiton satunnaiskulku (paattynyt 30 heiton jalkeen).

Havisin siis tassa hypoteettisessa kokeessa kaikki 10 yksikkdani eli satunnaiskulku

paattyi kohtaan x = 0.
3.4 Mielekas oppiminen

Monesti uuteen aiheeseen siirryttaessa opettajan ja opiskelijan valille syntyy
merkityskuilu, jos opetus aloitetaan vahaisella aiheeseen johdattelemisella. Talloin
oppijan kokemusmaailma ja matematiikan formaali esitys eivat kohtaa, jolloin oppijalle
jaa “Miksi tata opiskellaan?”-mielentila paalle hairitsemaan keskittymista (Koskinen,
2016). Taman estamiseksi oppimista pyritdan muuttamaan mielekkaammaksi.
Mielekkaan oppimisen kasitettd on kuvailtu monella eri tavalla. Brunerin (1974)
mukaan opetus on mielekasta silloin, kun opetettava asia on todentuntuista ja
mielenkiintoa herattavaa. Mielekkaassa opetuksessa aiheiden valinnat ovat
opiskelijoille mielenkiintoisia ja opetuksessa painotetaan oppiaineelle oleellisia
elementteja (Wiske, 1998). Matematiikassa oppimisen mielekkyys on erityisen
tarkeaa, koska kasitteet ovat abstrakteja ja ne irtaantuvat monesti arkikokemuksesta
(Leino, 1977).

Koskisen (2016) mukaan systemaattisimmat mielekkdan oppimisen teoriat ovat

Ausubelin, Galperinin ja Rogersin oppimisen teoriat. Ausubel (1968) painottaa



omakohtaiseen oivaltamiseen liittyvan suuremman motivaation johtavan parempaan

oppimiseen ja muistamiseen. Galperin (1957) esittda opetus-oppimisprosessin mallin,

jossa uuden asian sisaistaminen tapahtuu kaymalla kaikki mallin vaiheet lapi. Malli

koostuu seuraavista vaiheista:

1.

Orientaatiovaihe: Oppija alkaa muodostamaan kuvaa opettajan selittamasta
uudesta aiheesta. Han ei itse tee viela mitdan, mutta osallistuu aktiivisesti
opettajan selitykseen ajattelemalla.

Konkreettisen  toiminnan  vaihe: Oppija tutustuu uuteen asiaan
vuorovaikutuksessa opettajan kanssa kayttamalla itse erilaisia materiaaleja.
Puhuttu vaihe: Objektien tai materiaalien avulla uusi opittu asia, kuten
laskeminen helmitaulun avulla, siirtyy objektien avustamana oppijan
puheeseen, eli han oppii laskemaan daneen.

Sisaisen puheen vaihe: Kun uusi opittu asia on opittu ilmaisemaan aaneen, se
siirtyy hiljaiseksi aaneksi oppijan paan sisaan, eli sisaiseksi puheeksi.
Sisaistynyt vaihe: Opittu asia on sisaistetty, eli oppija pystyy paansa sisalla

kuvittelemaan seka puhutun ettd materiaalisen puolen opitusta asiasta.

Rogersin (1969) mukaan mielekas oppiminen edellyttaa oppijalta sisaisen motivaation

yllapitamaa pitkajanteista sitoutumista tyoskentelyyn, jota seuraa oppilaan oma

arviointiprosessi. Nama kolme teoriaa yhdessa auttavat muodostamaan kuvan

mielekkaasta oppimisesta. Koskisen (2016) mielestda tarkeimpia huomioita

mielekkyyden kannalta ovat oppilaan oman kasitteiston varaan rakentuva tulkinta

uudesta opitusta asiasta seka uuden opitun asian kytkeytyminen jo aiemmin opittuun

ainekseen, jotka molemmat edellyttavat opettajan ohjauksen tuekseen. Sosiaalisuus,

konkreettisuus ja kontekstuaalisuus liittyvat vahvasti mielekkaaseen oppimiseen ().



4 Teoreettinen ongelma-analyysi ll: Rahapelaaminen

Toisessa teoreettisessa ongelma-analyysissa syvennytaan tarkemmin
rahapelaamisen teoriaan ja sen opetukseen matematiikassa. Aluksi maaritellaan
muutamia jokaiselle rahapelille tyypillisia kasitteita seka tutkitaan rahapelaamista
nuorten keskuudessa, Suomessa ja matematiikan opetuksessa. Taman jalkeen
selitetdan tarkemmin yksi merkittdvimmista hiljattain  kehitetyista peliteorian
periaatteista eli Parrandon periaate seka tutustutaan tarkemmin erilaisiin rahapeleihin.
Lopuksi luetellaan muutamia yleisia psykologisista vaikutteista seuraavia

rahapelaamisen harhaluuloja.
4.1 Rahapeliteorian perusperiaatteet

Rahapeli on Suomen arpajaislaissa (1047/2001) maaritelty sellaisiksi arpajaisiksi,
joissa pelaaja voi voittaa rahaa. Uhkapeli maaritellaan Suomen rikoslain (39/1889)
mukaan “veikkaus-, bingo-, toto- ja vedonlyéntipeliksi, raha- tai tavara-arpajaiseksi ja
pelikasinotoiminnaksi sek& muuksi vastaavaksi peliksi tai toiminnaksi, jossa voiton
saaminen perustuu kokonaan tai osittain sattumaan taikka peliin tai toimintaan
osallistuvista riipppumattomiin tapahtumiin ja jossa mahdollinen hévié on ilmeisesséa
epdsuhteessa ainakin jonkun osallistujan maksukykyyn”. Tassa tutkimuksessa
kaytetdan arpajaislain mukaista termia rahapeli, vaikka arkikielessa se sekoittuu
monesti nimitykseen uhkapeli. Tassa luvussa maaritellaan joitakin tarkeita
rahapeliteorian perusperiaatteita, joihin tormataan usein, kun tutkitaan erilaisia
rahapeleja tarkemmin. Lisaksi tutkitaan, millaista nuorten ja suomalaisten
rahapelaaminen on, ja miten rahapelaamista on aikaisemmin opetettu matematiikan

tunneilla.
4.1.1 Paatoksenteko ja hyoty

Rahapelaamisen ydin on paatoksenteko. Paatoksenteko koostuu strategian tai
pelilikkeen (pelin) valitsemisesta saatavilla olevista strategioista tai peleista.
Paatoksenteossa auttaa nelja hyddyllisyysteorian aksioomia, joita noudattamalla kuka
tahansa paatoksentekija voi teoreettisesti ratkaista minka tahansa paatoksenteko-
ongelman. Naiden selittdmisen helpottamista varten kaytetaan seuraavaa arpajaisen

maaritelmaa ja muutamaa notaatiota. Arpajainen (Lottery) L muodostuu palkinnoista
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Ay, Ay, . Ay vastaavilla todennakoisyyksilla D1, D2 -rPns eli L=
(p141;p245; ...; PR Ay). Arpajaisten valisia etusijasuhteita merkitdan seuraavilla
notaatioilla: p: arpajainen on mieluisampi tai etusijalla toiseen arpajaiseen nahden, e:
arpajainen on ekvivalentti tai yhtd todennakdinen kuin toinen arpajainen, ja q:
arpajainen on joko etusijalla tai yhta todennakoinen kuin toinen arpajainen. Naiden
avulla voidaan maaritella hyodyllisyysteorian nelja aksioomia:

1. Aksiooma I(a): Taydellinen jarjestys: Olkoon joukko vaihtoehtoja
A4, A,, ..., A,. On olemassa vastaavuus minka tahansa kahden vaihtoehdon A4;
ja Aj valilla: Joko 4; q 4; tai 4; q A; tai molemmat.

Aksiooma I(b): Transitiivisuus: Jos 4; q 4; ja A; q Ay, niin A; q Ay.

2. Aksiooma li(a): Jatkuvuus: Jos A; p 4; p Ak, on olemassa reaalinen ei-
negatiivinen luku 0 <r; <1 siten ettd palkinto A; on ekvivalentti sellaisen
arpajaisen kanssa, jossa palkinnon A; saa todennakoisyydella r; ja palkinnon
Ay saa todennakoisyydella 1 — 7;.

Aksiooma li(b): Korvattavuus: Mika tahansa arpajainen, jonka palkinnot on
jarjestetty A; p A; p Ay , voidaan korvata palkinnolla 4;.

3. Aksiooma lll: Monotonisuus: Arpajainen [rA; (1 —r)A] q [rA; (1 —17)Ax]
jos javain jos r = r;. Kahdesta arpajaisesta, jolla on sama lopputulos, suositaan
sitd, joka tuottaa suuremman todennakdisyyden ensisijaisen vaihtoehdon
voittamiseen.

4. Aksiooma IV: Riippumattomuus: Jos palkintojen (tai arpajaiskuponkien)
Ay, A,, ..., A, ja By, B,, ..., B, valilla patee A, q B, A, q B, jne., niin yhta suuri
mahdollisuus saada palkinto A; tai A, tai ... tai A, on mieluisampi verrattuna

yhtad suureen mahdollisuuteen saada palkinto B, tai B, tai ... tai B,,. (Epstein,
2009)

Arpajaisilla on olemassa hyotyfunktio u. Jokaiselle arpajaiselle L voidaan maarittaa
luku u(L) siten, ettd arvojen u(L) suuruudet ovat arpajaisten etusijasuhteiden
mukaisia. Siis u(L;) > u(L;) jos ja vain jos L; q L;. Oletetaan, ettd peluri on
rationaalinen toimija, eli han on looginen, matemaattinen ja johdonmukainen.
Ollessaan riskialttissa tilanteessa han pyrkii maksimoimaan saamansa hyodyn.

Seuraava kuvaaja (Kuva 2) havainnollistaa hyotyfunktiota.
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u (Hyoty)

W {Omaisuus)

E________________________________________
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2_...._..-..__-_______________-____

%)

1 a 2

Kuva 2. Hyétyfunktion kuvaaja.

Kuvan 2 vaihtoehdoista a) varma voitto W,, tai b) arpajainen, jossa on yhta suuri
mahdollisuus voittaa W, tai havitd W,, kannattavampi vaihtoehto on varma voitto,
koska sen hyotyfunktion arvo on arpajaisen voiton ja tappion hyoétyfunktion arvojen
muodostaman suoran vastaavaa arvoa korkeammalla. Toisaalta vaihtoehdoista a)
varma voitto W', tai b) arpajainen, jossa on yhtad suuri mahdollisuus voittaa W', tai
havita W';, kannattavampi vaihtoehto on arpajainen. Hyoétyfunktion tuntemalla

paatoksentekija voi siis tehda valistuneita paatoksia. (Epstein, 2009)
4.1.2 Prospektiteoria

Prospektiteorian on kehittanyt kognitiivinen psykologi Daniel Kahneman ja Amos
Tversky (Kahneman & Tversky, 1999). Se kuvaa keinoja, joilla yksilot arvioivat voittoja
ja tappioita. Prospektiteorian arvotusfunktio (Kuva 3) on konkaavi voitoille (riskien
valttaminen), konveksinen tappioille (riskien etsiminen) ja jyrkempi tappioille kuin

voitoille (tappioiden valttaminen) (Epstein, 2009).
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Riskien etsints Arvo

Nykyinen pankkitili
\ iskien valttaminen

Tappiot Voitot
Riskien 5
valttdminen 4

Riskien etsinta

Kuva 3. Prospektiteorian arvotusfunktio.

Nelja perusperiaatetta selittda suuren osan prospektiteoriasta:

1.

Ihmiset ovat luonnostaan vahemman taipuvaisia pelaamaan saamillaan voitoilla
kuin tappiolla olevalla pankkitilila (eli pelaajan rahapelaamiseen tarkoitettu

rahamaara on vahentynyt).

. Jos ehdotuksen mahdollisia voittoja korostetaan, ihmiset todennakdisemmin

hyvaksyvat sen; jos identtisen ehdotuksen mahdollisia tappioita korostetaan,

ihmiset todennakdisemmin hylkaavat sen.

. Suurin osa ihmisista ottaisi ennemmin a) varmat 5000 euroa, kuin b) pelaisivat

mahdollisuudesta voittaa 10 000 euroa voittotodennakdisyydella 0,6 saamatta
mitadan todennakoisyydella 0,4 (odotettu voitto 6000 €).

. Riskien valttdminen/riskien etsiminen: Vaihtoehdoista a) varma 4000 euron

tappio, tai b) todenndkdisyydelld 0,05 havita 100 000 euroca ja
todennakoisyydella 0,95 havita 0 euroa (odotettu tappio 5000 €), suurin osa
ihmisista valitsee jalkimmaisen vaihtoehdon. (Epstein, 2009)

4.1.3 Rahapelaaminen Suomessa

Kaikessa rahapelaamisessa on Suomessa 18 vuoden ikaraja (Kinnunen ym., 2019).

Veikkaus Oy, Raha-automaattiyhdistys (RAY) ja Fintoto Oy hallitsevat Suomen

rahapelijarjestelmaa yksinoikeudella (Varvio, 2007). Suomessa rahapelaamisen

maara on kasvanut 1990-luvun alusta asti jatkuvasti (Kuuluvainen ym., 2012). Yksi

tahan vaikuttava tekija on rahapelien markkinointi. Vaikka tiettyjen rahapelien

markkinointia tiukennettiinkin uudistetussa arpajaislaissa vuonna 2010, rahapeliyhtiot
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voivat edelleen kiertdd uuden arpajaislain mainontakieltoa mainostamalla kaupallisilla
Suomessa nakyvilla TV-kanavilla (esimerkiksi Eurosportilla) ulkomailta kasin

(Kuuluvainen ym., 2012).

Suomalaisten suosituimpia rahapeleja ovat Lotto, rahapeliautomaatit seka
raaputusarvat (Kuuluvainen ym., 2012). Vuoden 2019 suomalaisten rahapelaamisesta
tehdyssa tutkimuksessa vastaajista 78,4 % oli pelannut jotakin rahapelid vuoden
sisalla, 36,3 % oli pelannut internetissa vuoden sisalla ja 21,1 % kertoi vahintaan yhden
laheisensa karsineen ongelmallisesta rahapelaamisesta (Salonen ym., 2020).
Peliongelmien ehkaisyyn ei ole Jaakkolan (2009) mukaan panostettu Suomessa
tarpeeksi. Peluuri on tunnetuin peliongelmaisia auttava taho Suomessa (Kuuluvainen
ym., 2012).

4.1.4 Rahapelaaminen nuorten keskuudessa

Taman paivan nuoret on kasvatettu ymparistdssa, jossa jopa lapsen kapasiteetilla
voidaan ymmartaa rahapelien saanndét ja jossa laillinen rahapelaaminen on helposti
saatavilla ja sosiaalisesti hyvaksyttavaa (Jacobs, 2000). Kinnusen ym., (2019)
tutkimuksessa tutkituissa ikaryhmissa (12-18 vuotiaat) poikien rahapelaaminen oli
selvasti tyttdja yleisempaa. Varsinkin 16-vuotiaiden poikien rahapelaaminen oli yleista:
lahes kolmannes (28%) oli pelannut rahapeleja puolen vuoden sisaan. Poikien osuus
korostui myOs rahapeliautomaattien pelaamisessa. Lisaksi vastanneista alaikaisista
vain 6 % kertoi pelanneensa Veikkauksen pelisivustolla.

Alaikaisten suojelemiseen rahapelaamiselta ja siitéa aiheutuvilta haitoilta edellytetaan
vankkaa tutkimustietoa ja siihen pohjautuvaa ehkaisevaa tyota ikarajoituksen lisaksi.
Nuoret ovat muita ikaryhmia alttimpia rahapeliongelmille. Nuorten kasityksiin
rahapelaamisesta vaikuttaa rahapelaamisen hyvaksyttavyys nuoren lahiymparistdssa
ja vertaisten keskuudessa. Saanndllisesti rahapeleja pelaava nuori tuntee usein
syyllisyytta ja hapeaa seka pelaaminen vaikuttaa joillakin myos vuorokausirytmiin.
Liiallisen pelaamisen seuraukset vaikuttavat niin perheeseen, ystaviin kuin myos
koulunkayntiin. Varhain aloitettu rahapelaaminen saattaa johtaa myohemmin
elamassa taloudellisiin ongelmiin, vaikka siitd ei nykyhetkessa aiheutuisikaan
merkittavia taloudellisia haittoja. Vaikka koulujen opettajilla ja oppilashuollolla onkin
kiinnostusta nuorten pelaamisesta, ei sen kasittelyn tueksi ole tarjolla riittavasti
tydvalineita tai selkeda toimintamallia. Nuorten rahapelaaminen yhdistyy kouluissa

14



selkeimmin terveystietoon ja paihdeteemoihin, mutta useimmissa valtakunnallisesti
kaytdssa olevissa oppikirjoissa aihetta ei kasitella ollenkaan. (Raisamo & Lintonen,
2013)

4.1.5 Rahapelaamisen opettaminen matematiikassa

Australialainen Robert Peard (2008) kehitti Australian hallituksen konsultoimana
Queenslandin 11- ja 12-vuotiaiden oppilaiden matematiikan tunneille oppimateriaalin
vastuullisesta rahapelaamisesta, joka voidaan integroida sellaisenaan tai osina
matematiikan opetukseen. Perusteluita oppimateriaalin tekemiselle oli aikaisempien
tutkimusten perusteella useita. Oppilaiden ja yleison tietdamys todennakoisyydesta on
yleisesti huono (Shaughnessy, 1992; Truran, 1997). Todennakoisyyden opettamisen
vaikeudesta on myds runsaasti tutkimustietoa (Garfield & Ahlgren, 1998; Peard, 1996).
Oppimateriaali koostuu todennakoisyyteen liittyvien vaarinymmarryksien lapikaynnista
seka osa-alueista kuten todennakoisyyslaskennan perusteet, odotusarvo, vedonlyonti,
panostus, todennakoisyysjakaumat ja hypoteesien testaaminen (Peard, 2008). Peard
suosittelee kaytettavaksi valineitda kuten kyna ja paperi, mittaustyokalut, graafiset
laskimet ja erilaiset tietokoneohjelmat kuten Excel. Oppimateriaalin sisallyttaminen
matematiikan opetukseen Queenslandin osavaltiossa onnistui, joten se voisi onnistua

myOs muissa Australian osavaltioissa ja ehka myds muissa valtioissa (Peard, 2008).

Rahapelaamisen matematiikasta on tarjottu monia kursseja Yhdysvaltojen lukioissa ja
yliopistoissa. Tallaisen kurssin tarjoamiselle on monia syita: kouluttaa uusia kasinoiden
managereita, tarjota ei-teknistd kurssia havainnollistamaan matematiikan
soveltuvuutta, tarjota diskreetin todennakoisyyden kurssia viihdyttavalla ja helpommin
ymmarrettavalla tavalla, tarjota kurssia rahapelaamisen matematiikasta itsessaan ja
mahdollistaa muodostamaan selkean idean sattumasta. Tarkeita sisaltoja tallaisella
kurssilla ovat todennakoisyyden sisalto ja uhkapelaamisen sisaltd. Todennakoisyyden
sisaltoon kuuluu todennakoisyyslaskennan perusteet, ehdollinen todennakdisyys,
satunnaismuuttujat ja raja-arvot. Uhkapelaamisen sisaltédén kuuluu Ruletti, Craps,
Keno, Lotto, Baccarat, Blackjack, videopokeri, Pokeri, peliteoria, talon etu ja
vedonlyontijarjestelmat. Tyovalineina kannattaa kayttaa oppikirjaa, muita materiaaleja,

ulkopuolisia luennoitsijoita, ohjelmointia ja hyvia esimerkkeja. (Ethier & Hoppe, 2019)
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Williams ja Connolly tutkivat vuonna 2006 rahapelaamisen matematiikan opettamisen
vaikutuksista yliopisto-opiskelijoiden rahapelaamiseen. Intervention saaneet
opiskelijat saivat ohjeita todennakoisyyden teoriaan rahapeliesimerkkien avulla. Kuusi
kuukautta intervention jalkeen intervention saaneet opiskelijat osoittivat parempia
kykyja laskea rahapelaamiseen liittyvia todennakdisyyksia ja he olivat tietoisempia
yleisistda rahapelaamisen harhaluuloista. Paremmat tiedot eivat kuitenkaan
vahentaneet opiskelijoiden rahapelaamista. = Tutkimuksen johtopaatoksena
matemaattinen tieto ei yksinaan riitd rahapelaamisen kayttaytymisen muuttamiseen.
(Williams & Connolly, 2006)

4.2 Parrandon periaate

Parrandon paradoksi on laajasti ylistetty merkittavimmaksi kehitykseksi peliteoriassa
minimax-prosessin jalkeen. Sen mukaan kaksi pelia, joilla on negatiivinen odotusarvo,
voidaan yhdistaa sekoittamalla tuottamaan positiivisen odotusarvon. Parrandon
periaatteen mukaan pelaaja voi saanndllisesti tai satunnaisesti vuorottelemalla

vaihtaa kahden haviavan pelin lopullisen yhteisen tuloksen voitoksi. (Epstein, 2009)

Parrandon periaate voidaan havainnollistaa seuraavilla peleilla A, B ja C. Jokaisessa
pelissa heitetaan kolikkoa, jonka tulos kruuna on voitto ja klaava on tappio. Oletetaan,
etta peli aloitetaan paaomalla O euroa ja jokaisen pelin voitto tai tappio on 1 euro
(satunnaiskulku). Pelissa A heitetdaan puolueellista kolikkoa C;, joka tarjoaa voittoa
todennakoisyydelld P, = 1/2 —a ja tappiota todennakdisyydelld 1 —-P; =1/2 + «,
missa 0 < a < 1/2 edustaa puolueellisuutta pelaajaa vastaan. Peli A olisi reilu ehdolla

P; = 1/2. Pelin A odotusarvo on

Py—(1-P)
Py+(1-Py)

E(A) = =1/2—a)—(1/2+a) = —2a.

Pelin A odotusarvo on siis selvasti pitkalla aikavalilla negatiivinen.

Pelissa B kaytetaan kahta puolueellista kolikkoa C, ja C5 ja se on riippuvainen pelaajan
nykyisesta paaomasta. Kolikko C, tarjoaa voittoa todennakodisyydella P, = 1/10 — « ja
tappiota todennakoisyydellda 1 — P, = 9/10 + . Sitéd kaytetdan silloin, kun pelaajan
paaoma F(t) on luvun 3 monikerta eli F(t) = 0 mod 3. Kun paaoma F(t) ei ole luvun
3 monikerta, pelaaja kayttda kolikkoa (5, joka tarjoaa voittoa (kruuna)
todennakoisyydellda P; = 3/4 — a ja tappiota (klaava) todennakoisyydella 1 — P; =

1/4 + a. Peleja A ja B on havainnollistettu Kuvassa 4.
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Peli A Peli B

Kolikko C, F(t) kolmen kertoma?
Ei
P, 1-P,
Kolikko C, Kolikko C,
Voitto Tappio V \Pz ;/ \1P3
Voitto Tappio  Voitto Tappio

Kuva 4. Parrandon periaate peleille A ja B.

Peli C on pelien A ja B satunnainen tai saanndllinen yhdistelma. Jos esimerkiksi peleja

A ja B vuorotellaan, kuten seuraavassa esimerkissa tehdaan, peli C on ABABAB....

Tassa esimerkissa jokaista pelia pelataan kuusi kierrosta. Jokainen kierros voi paattya
voittoon tai tappioon, joten mahdollisia lopputuloksia jokaiselle pelille on 26 = 64.
Olkoon a = 0,005. Nain ollen pelin A voiton ja tappion todennakoisyydet ovat
P(voitto) = 0,495 ja P(tappio) = 0,505. Jos peliin B kertyneen paaoman maara on
luvun kolme monikerta, heitetdan kolikkoa C,, jolla P(voitto) = 0,095 ja P(tappio) =
0,905. Jos kertynyt padgoma ei ole luvun kolmen monikerta, heitetaan kolikkoa Cs, jolla
P(voitto) = 0,745 ja P(tappio) = 0,255. Pelin A kuuden kierroksen odotusarvoksi

saadaan

6 6 6
5) - 0,495° - 0,505 + 2 - <4> - 0,495%-0,5052 + 0 - <3> - 0,4953 - 0,5053

—2-(%)-0,495%-0,505* —4- (%) - 0,495" - 0,505° — 6 - 0,505° = —0,06.

6-0,4956+4-(

Pelin B odotusarvon laskemiseksi taytyy laskea jokaisen 64 vaihtoehdon summa, mika
on melko tyolas prosessi. Esimerkiksi jokaisen kierroksen voittamisen (6 euroa)
todennakoisyys on

P(VVVVVV) =0,095-0,745- 0,745 - 0,095 - 0,745 - 0,745 = 0,0028.
Nelja euroa voi voittaa kuudella eri tavalla, joiden todennakoisyydet vaihtelevat
voittojen jarjestyksen mukaan, jne. Jokaisen 64 laskun jalkeen pelin B odotusarvoksi
saadaan
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6(0,0028) + 4(0,0089) + 2(0,1407) + 0(0,5575) — 2(0,1921) — 4(0,0946)
—6(0,0035) = —0,4499.
Pelin C kuuden kierroksen analyysissa, jossa vuorotellaan pelien A ja B valilla, taytyy
my0s laskea jokaisen 64 eri vaihtoehdon odotusarvojen summa. Pelin C odotusarvoksi
saadaan lopulta
6(0,0064) + 4(0,0260) + 2(0,5393) + 0(0,2697) — 2(0,0627) — 4(0,0883)
—6(0,0076) = +0,6969.
Nain ollen kahden haviavan pelin vuorotteleminen tuottaa voittavan pelin. (Minor,
2003)

4.3 Kolikkopelit

Kolikkopelit olivat historian ensimmaisten pelattujen rahapelien joukossa. Kolikko
koostuu kahdesta toisistaan erottuvasta puolesta, eli kruunasta ja klaavasta. Vaikka
kolikonheittoa pidetaankin yleisesti reiluuden ruumiillistumana (molemmat puolet ovat
yhtd todennakdisia), kolikoissa voi silti olla pienia tekijoita, jotka tekevat niista
puolueellisia. Kolikon mahdollista puolueellisuutta voidaan tutkia TSebySovin
epayhtaldlla

bq
P r _ < —
[Ip" —pl > €] < 21

Yhtalo ilmaisee todennakdisyyden P, jolla n yrityksen onnistumistodennakdisyys p’
eroaa yhden toiston onnistumisen todennakdisyydestd p enemman kuin pienen
maaran ¢ > 0. Tama voidaan saada mielivaltaisen pieneksi saatamalla muuttujien ¢ ja
n arvoja. J. B. Keller (1986) on analysoinut kolikonheiton mekaniikkoja fysiikan lakien
nakokulmasta ja on paatynyt johtopaatdokseen, etta satunnaisilla alkuolosuhteilla

kolikonheiton tulos (kruuna vai klaava) on satunnainen.

Kruunien ja klaavojen lukumaarien todennakoisyysjakaumaa n Kkolikonheitolla
kuvataan binomijakaumalla. Pascalin kolmio havainnollistaa binomikertoimia

taulukkomuodossa (Kuva 5).
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Kuva 5. Pascalin kolmio.

Pascalin kolmiossa jokainen termi a,, ilmaisee, etta reilun kolikon n heitolla peluri, joka
panostaa yhden yksikdn kruunalle, voi voittaa b yksikkéa a kertaa mahdollisista 2™
vaihtoehdoista. (Epstein, 2009)

Kun sarjassa kolikonheittoja saadaan tuloksena sama kolikon puoli monta kertaa
perakkain, puhutaan kolikonheiton putkesta. Putki (run) m koostuu m perakkaisesta
kruunasta (klaavasta), joita valittomasti edeltdéd ja seuraa klaavojen (kruunien)
esiintyminen. Todennakdisyys havaita tietty maara k putkia, joiden pituus on m, on

P (k). Putkien k odotusarvo on
k= E(k) = Z kP™ (k).
k=0

Todennakoisyys sille, etta sarja kolikonheittoja alkaa putkella m kruunia tai klaavoja on
q’p™ + p%q™, missd p on todennakoisyys heittdd kruuna ja g=1-p on
todennakoisyys heittaa klaava. Voidaan myos laskea tiettyjen putkien tapahtumisen
todennakoisyys ennen toista putkea. Olkoon A todennakdisyys, ettd onnistumisten
(kruunujen) putki s tapahtuu ennen epaonnistumisten (klaavojen) putkea f, p on
onnistumisen  (kruuna) todennakdisyys, q on epaonnistumisen (klaava)
todennakoisyys, a on todennakdisyys sille, ettd ensimmainen yritys onnistuu ja  on
todennakoisyys, etta ensimmainen yritys epaonnistuu. Saadaan
1—qf
ps—l + qf—l — ps—l . qs—l'

P[A] = p*!

Tapahtuman A kaanteistapahtuman todennakoisyys P[A] (epaonnistumisten putki f

tapahtuu ennen onnistumisten putkea s) on
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1—-p°
ps—l + qf—l — ps—l . qf—l'

(Epstein, 2009)

Kolikonheitosta voidaan laskea paljon erilaisia todennakdisyyksia ja tassa esitellaan
muutamia esimerkkeja. Olkoon p kruunan todennakoisyys ja gq klaavan

todennakoisyys n heitossa. Todennakoisyys parilliselle maaralle kruunia n heitossa on

. 1 1
Po= ) (5 )PPa ™ =51 + "+ (g = )" =51+ (g = )"

l

(Epstein, 2009)

Olkoon f, kaikki tavat heittaa kolikkoa n kertaa ilman perakkaisia kruunia, f,,_; tavat,
jolloin heitto n on kruuna ja aikaisemmissa n — 1 heitossa ei ollut perakkaisia kruunia,
ja f,_, tavat, jolloin heitto n on kruuna, heitto n — 1 on klaava ja aikaisemmilla heitoilla
n — 2 ei tullut perakkaisia kruunia. Siis f,, = f,,_1 + fn_2. Todennadkoisyys P, ettd kahta

tai enempaa perakkaista kruunaa ei ilmaannu n perakkaisessa heitossa on

n-—1
Pn _ fn2+2 -1 — Z 2_(i+1)fi'
i=0

missa f; on i:s termi Fibonaccin lukujonossa f, =0, f; =1, f, =1, f3 = 3, jne.
(Epstein, 2009)

Olkoon E, 5 odotettu maara kolikonheittoja, kunnes esiintyy n perakkaista kruunaa.

Odotettu heittojen maara saada n perakkaista kruunaa on

n

i+E,;y n
Ensz Zi +2_n
1

(Epstein, 2009)

Erilaisia kolikkopeleja ja kolikko-ongelmia on paljon ja niiden hyoddyntaminen
matematiikan oppitunnilla on varmasti jarkevaa kolikkopelien todennakoisyyksista
puhuttaessa. Epstein (2009) on esitellyt kirjassaan kolikkopelit Pietarin paradoksi (The
St. Petersburg Paradox), Odd Man Out ja kolikko-ongelman Kaksikatinen rosvo (The
Two-Armed Bandit), joista jokaista voitaisiin mielestani kayttaa matematiikan

oppitunnilla jossain muodossa.
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4.4 Noppapelit

Noppa on esine, joka koostuu tietystd maarasta tasaisia pintoja, joiden varaan noppa
asettuu sita heitettdessa. Pintoja merkitdan yleensa numeroilla. Yleisin kaytetty noppa
on kuusitahkoinen kuution muotoinen noppa eli arpakuutio, jonka tahkoja (yleiskielella
sivuja) merkitaan numeroilla 1-6. Sana noppa (die) tulee mahdollisesti ilmaisusta juis

de dé = judicium dei (judgement of God eli Jumalan tuomio) (Epstein, 2009).

Todennakoisyys sille, ettd mika tahansa yksi nopan sivu osoittaa yléspain, on 1/6.
Tata on tutkittu historiassa paljon. Sveitsilainen astronomi Rudolph Wolf etsi 1800-
luvun toisella puoliskolla nopan todennakoisyysjakaumaa heittamalla noppaa 100 000
kertaa (Epstein, 2009). Koe tuotti 16632 numeroa 1, 17700 numeroa 2, 16183
numeroa 3, 14393 numeroa 4, 17707 numeroa 5 ja 18 385 numeroa 6. Hypoteesia

etta jokaisen sivun todennékdisyys on 1/6 voidaan testata y? -testilla

k 2
2 _ (ri - Si)
X - S )
i=1 ¢

missa r; on sivun i esiintymisen maara, s; arvattu sivun esiintymismaara (hypoteesi)

ja k mahdollisten vaihtoehtojen lukumaara. Jos y2 = 0, on hypoteesi todistettu. Wolfin

12474769
16667

dataan sovellettuna saadaan y? = 748,5. Taman arvon merkittdvyyden

ymmartamiseksi voidaan laskea, ettd teoreettisesti reilua noppaa 100000 kertaa
heittamalla paadytdan arvoa 15,1 suurempaan arvoon 1 % todennakdisyydella
(Epstein, 2009). Koska y? = 748,5, voidaan suoraan todeta, ettd Wolfin noppa oli hyvin

todennakoisesti virheellinen.

Jos halutaan varmistaa, etta noppa on virheellinen, niin siihen tarvittavien heittojen
maaralle antaa hyvan arvion De Moivre-Laplacen teoreema (binomijakaumaa
voidaan approksimoida normaalijakauman avulla). Todennakdisyys sille, etta tulos 6
esiintyy valilla np; ja np, kertaa n nopanheitolla, missa p on arvioitu yhden toiston

todennakoisyys saada 6, approksimoidaan kaavalla

P(np; < np < npy) = . - p)l ln(pl P)l

missa ®(x) on kertymafunktio. Nain ollen todennakdisyys sille, etta taydellisen nopan
todennakoisyys p ei eroa arvosta 1/6 enempaa kuin 0,01 luottamuksella 0,95,

ilmaistaan kaavalla
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P(-0,01<p-1/6<0,01) > 0,095 = 2¢ (0,06\/9 -1,

koska ®(—x) = 1 — ®(x). Nain ollen tarvittavien heittojen maaran n maarittaa suhde

n 095+1
d (0,06 3 ZT: 0,975.

Kertymafunktion taulukosta saadaan, ettd n = 5335 nopanheittoa riittdd saamaan

suhteellinen esiintyvyys 1/6 + 0,01 luottamuksella 0,95. (Epstein, 2009)

Noppien erilaisia todennakdisyyksia on pohdittu historiassa paljon. Ranskalainen
matemaatikko Chevalier de Méré esitti 1600-luvulla kysymyksen todennakoisyydesta
saada ainakin yksi kuutonen yhdellda neljan nopan heitolla verrattuna
todennakoisyyteen saada kaksi kuutosta ainakin kerran 24:l1a kahden nopan heitolla
(Epstein, 2009). Hanen mielestaan naiden kahden todenndkdisyyden pitaisi olla
identtisia, mutta hanen kokemuksensa perusteella ensimmainen noppapeli tarjoaisi
positiivisen ja jalkimmainen negatiivisen odotetun voiton. Tama voidaan tarkistaa
laskemalla. Oletetaan etta tapahtumalla on vakiona pysyva todennakdisyys p ja sen
tapahtumiseen tarvitaan n yritysta. Muuttujan n jakauma on geometrinen jakauma
f) =q""'p
ja sen kertymafunktio F(n) on

F =) f)=1-q"
i=1

Talloin todennakoisyys B, etta tapahtuma tapahtuu n yrityksella, ilmaistaan kaavalla
P,=Fn)=1-(1-p)".
Nain ollen todennakdisyys P, saada ainakin yksi kuutonen yhdella neljan nopan
heitolla (tai neljalla yhden nopan heitolla) on
P,=1-(1-1/6)*=0,5177
ja todennakodisyys P,, saada ainakin kaksi kuutosta samaan aikaan heittamalla kahta
noppaa 24 kertaa on
P, =1—(1-1/36)%* = 0,4914.

Dé Mérén kokemuspohjainen intuitio oli siis oikeassa.

Samuel Pepys kysyi 1600-luvulla kirjeella Isaac Newtonilta, ettd mika seuraavista on
todennakaisin:
P;, = todennakoisyys saada yksi kuutonen heittamalla kuutta noppaa,

P,, = todennakoisyys saada ainakin kaksi kuutosta heittamalla 12 noppaa, vai
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P;, = todennakoisyys saada ainakin kolme kuutosta heittamalla 18 noppaa.

Newton vastasi, ettd ensimmainen naista on todennakdisin. Tata ongelmaa kutsutaan
Newtonin-Pepysin ongelmaksi (Epstein, 2009) ja sekin voidaan ratkaista laskemalla.
Todennakodisyys saada n tai enemman kuutosta heittamallda 6n noppaa voidaan

ilmaista kaavalla

é6n

Pa=y (6]”) (1/6)/(5/6).

j=n
Tasta saadaan P,, = 0,665, P,, =0,619 ja P;, = 0,597 eli P, on tapahtumista
todennakoisin. Newton itse laski naista ainoastaan kaksi ensimmaista ja totesi etta

kolmannen todennakdisyys on vielakin pienempi.

Naiden ongelmien lisaksi hyvia noppiin liittyvia laskutehtavia voisi olla laskea
todennakoisyys saada tietty tulos tasan m kertaa n heitolla, laskea kaikkien tulosten
odotettu summa ennen ensimmaista tulosta 6, laskea todennakoisyys saada annettu
summa s noppien n tuloksista (tai yhden nopan n heitosta), laskea todennakdoisyys
sille etta yhdella n nopan heitolla (n > 6) saadaan kaikki mahdolliset tulokset 1, 2, ...,
6 ainakin kerran ja laskea odotettu maara heittoja sille ettd kaikki noppien tulokset
esiintyy ainakin kerran. Myds noppapeleja on kehitetty paljon ja niista tunnetuimpia
ovat ehka Yahtzee (Yatzy), Backgammon ja Craps. Matematiikan oppitunnille hyva
opiskelijoiden kanssa analysoitava noppapeli voisi olla Maksimointipeli (A
Maximization Game) (Liite 1).

4.5 Korttipelit

Korttipelit ovat pelikorteilla pelattavia peleja. Tavallinen lansimainen korttipakka
koostuu viidestakymmenestakahdesta erilaisesta kortista, jotka eroavat toisistaan
maan, arvon tai molempien perusteella. Jokaista maata eli herttaa, ruutua, pataa ja
ristid on 13 korttia, joiden arvot ovat 1-13. Kortti numero yksi on assa (A), 11 on jatka
(J), 12 on kuningatar (Q), 13 on kuningas (K) ja kortteja 2-10 merkitdan niiden

numeroarvoilla (korttia 10 merkitaan joskus kirjaimella T).

Korttipakan “reiluus” on hieman erilainen termi kuin kolikoiden ja noppien virheellisyys.
Intuitiivisesti korttipakka on reilu, jos korttipakan sisalto tiedetdan ja jokainen tulos
esiintyy yhta suurella todennakoisyydella muiden tulosten kanssa eli jokaista erilaista

korttia on muiden Kkorttien kanssa yhtd monta. Korttipakan virheellisyydesta
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puhuttaessa oikea termi on satunnaisuus. Seuraavat viisi prosessia muuttavat

korttipakan jarjestysta.

1.

Yksinkertainen leikkaus (A simple cut) c siirtda kortteja pakan paalta pakan
pohjalle. Operaatio c; jakaa pakan kortin i jalkeen ja muuttaa jarjestyksen

1,2,3,...,i,j,k, .., 2n jarjestykseen j , k, ..., 2n, 1, 2,3, ..., i.

. Taydellinen sekoitus (The perfect shuffle operation) s jakaa 2n korttisesta

pakasta paallimmaiset n korttia ja alimmaiset n korttia ja limittdaa ne tarkasti
muuttamatta paallimmaisen ja alimmaisen kortin paikkaa, eli
s(1,2,3,..,n—1,nn+1,..2n—12n)=(1,n+1,2,n+ 2, ...,n,2n).
Tasta seuraa, ettd jos kortti paikassa a, siirtyy paikkaan a; taydellisen
sekoituksen s johdosta, niin
a; = 2a,—1mod (2n —1).
Kortti, joka oli alkuperaisesti paikassa a,, siirtyy paikkaan a;, sekoituksen s k
iteraation jalkeen. Nain ollen
ay = 2%a, — (2% - 1).
Modifioitu taydellinen sekoitus (The modified perfect shuffle operation) s’ on
muuten sama operaatio kuin operaatio s, mutta se siirtda kortin n + 1 pakan
paalle ja kortin n pohjalle. Se maaritellaan kaavalla
s'(1,2,3,..,n—1,nn+1,..,2n—-1,2n)=(n+1,1,n+ 2,2, ...,2n,n).
Jos Kortti paikalla b, siirtyy paikkaan b; modifioidulla taydellisella sekoituksella
s’, niin
b, = 2by, mod (2n + 1).
Yleisesti k iteraation jalkeen
by = 2¥b, mod (2n + 1).
Amatoorin sekoitus (The amateur shuffle operation) s, jakaa pakan noin
kahteen n ryhmaan kortteja ja limittaa ne yksittain tai kahden, kolmen tai neljan
kortin ryppaissa.
Satunnainen sekoitus (The random shuffle) s, on ekvivalentti sen kanssa, etta

jokainen kortti valitaan sokkona.

Voidaan osoittaa, etta amatodrin sekoitus pitdd toistaa vahintaan viisi kertaa

tehdakseen pakasta satunnaisen. Jos taydellista sekoitusta s iteroidaan f kertaa 2n

kortin pakkaan, missd f on luvun 2 eksponentti mod(2n — 1), pakka palautuu

alkuperaiseen jarjestykseen. Esimerkiksi kahdeksan taydellista sekoitusta kierrattaa
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52-korttisen pakan sen alkuperaiseen jarjestykseen, koska 28 = 1 mod 51. (Epstein,
2009)

Korttien kombinaatioita ja permutaatioita laskettaessa kaytetdan yleensa
hypergeometrista jakaumaa verrattuna kolikoiden ja noppien binomijakaumaan.
Olennaista laskuissa on, etta palautetaanko nostetut kortit takaisin pakkaan, koska se
muuttaa seuraavien korttien nostojen todennakoisyyksia. Pelikortteihin liittyvia hyvia
todennakoisyyslaskuja voisi olla laskea odotettu maara nostoja tietyn kortin tai
korttityypin nostamiseen, laskea todennakdisyys sille, ettd satunnainen otos sisaltaa
tietyn maaran tietyn tyyppisia kortteja, ja laskea todennakoisyys sille, ettd kun n
erilaisesta kortista koostuva korttipakka sekoitetaan ja jaetaan, kortin arvo vastaa sen
paikkaa jaossa.

Tunnetuimpia virallisia korttipeleja ovat Blackjack, pokeri ja sen eri muodot seka
Baccarat. Pokerikasi koostuu viidesta pelikortista ja erilaisia mahdollisia pokerikasia
on 2598960. Kadet voidaan jakaa kymmeneen kategoriaan, joista jokaisessa voittava
kasi koostuu korkeimmasta arvosta tai varistd. Nousevassa arvojarjestyksessa
(Epstein, 2009):

13
P(hai eli korkein kortti) = [(( p ) - 10) - (4° — 4)] D1 ~ 0,5051

missé D = (%) = 2598960.

= (3)2)(2) () o7 = oz

pekaisiparia) = () () (1) (1) 07 = 0.047s.

2

) D~' =~ 0,0211.

/™
N D

P(vari) = [(;L) (153> —10 (j)] D1~ 0,00199.
P(tayskasi) = <113> (:) <112) (; D~ =~ 0,00144.

13\ 74\ 712\ /4\ :
P(nel]asamaa)=<1)<4>( )( )D 1~240-107%

4

P(varisuora) = [9 ( 1

)] D71 ~1,385-107°.
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4
P(kuningasvirisuora) = (1)D‘1 ~ 1,539-107°.

Monissa pokerin muodoissa pelaaja saa vaihtaa yhden, kaksi tai kolme Kkorttiaan

vastaavaan maaraan kortteja pakasta.

Texas Hold’em on suosituin ja strategisesti monimutkaisin pokerin muoto (Epstein,
2009). Jokaiselle pelaajalle jaetaan kaksi korttia kuvapuoli alaspain ja niita ei nayteta
muille pelaajille. Lisaksi poydalle jaetaan kaikille pelaajille yhteiset viisi korttia, joista
ensin jaetaan kolme, sitten neljas ja lopuksi viides kortti. Jokaisen jaon valissa on
panostuskierros. Viimeisen panostuskierroksen jalkeen mukana olevat pelaajat
paljastavat korttinsa ja paras pelaajien omista korteista ja/tai pdydalla olevasta viidesta

yhteisesta kortista koostuva viiden kortin pokerikasi voittaa potin.

Kahden kortin kombinaatioiden maara on (%) = 1326. Ne voidaan jakaa kolmeen
erilliseen aloituskasien joukkoon: (*)(3) =78 paria, (3’)(]) =312 samaa maata
olevaa korttia ja (%3)(1)() = 936 eri maata olevaa korttia. Aloituskasien arvoon

vaikuttaa moni tekija: pelaajan positio (jakajan nappiin nahden), yhteisten korttien
koostumus, jokaisen kierroksen panostuksen rakenne, potin koko, vastustajien maara
ja heidan toimintansa. Taman takia on vaikeaa arvioida tietyn kaden todennakoisyytta
voittaa lopussa. (Epstein, 2009)

4.6 Blackjack

Blackjack eroaa muista rahapeleista siina, ettd se on ainoa julkinen rahapelaamisen
muoto missa asiantunteva pelaaja voi saada positiivisen odotusarvon (Epstein, 2009).
Blackjackin saannoissa on paljon paikallisia eroja. Tahan tutkimukseen on valittu yksi
pelatuimmista varianteista, jota kaytetaan esimerkiksi Las Vegasin kasinoilla (Epstein,
2009). Perussaannot ovat kaikissa varianteissa samat: pelaajan tavoitteena on saada
kahdella tai useammalla kortilla voittava kasi. Jos pelaajan kasi on lahempana
kahtakymmentayhta kuin jakajan tai jos jakaja menee yli kahdenkymmenenyhden,
pelaaja voittaa. Kuvakorttien arvo on kymmenen, assan yksi tai yksitoista ja muut kortit

ovat oman numeronsa arvoisia.

Las Vegasin kasinoiden saantdjen mukaan jakaja ei ota enempaa, jos hanen katensa
arvo on 17 (S17 eli soft 17). Pelaaja saa tuplata, jos han on jakanut kaksi

samanarvoista korttia eli parin (DAS eli Double after splitting). Pelaaja voi jakaa parit
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kolme kertaa (SPL3) ja assaparin vain kerran (SPL1). Pelaajalla on mahdollisuus
aikaiseen antautumiseen (ES eli early surrender) ja myohaiseen antautumiseen (LS
eli late surrender). Aikaisemmin Blackjackissa kaytettiin yhta pakkaa, mutta korttien
laskennan leviamisen jalkeen kasinot kehittivat vastatoimenpiteita. Nykyaan kaytetaan
neljaa, kuutta tai kahdeksaa pakkaa, jotka jaetaan kengasta (shoe). (Epstein, 2009)

Jokaisesta 550 tilanteesta (pelaajan kasi koostuu 55 erilaisesta kahden kortin
kombinaatiosta, ja jakajan kortti on yksi kymmenesta kortista) on laskettu odotusarvot,
jos pelaaja jaa tai nostaa uuden kortin. Suurempi odotusarvo jokaisessa tilanteessa
kertoo optimaalisen strategian. Samaa prosessia sovelletaan vaihtoehtoihin tuplaus,

jakaminen, vakuutus ja luovutus. (Epstein, 2009)

Luovuttaminen tarkoittaa kadesta luopumista puoleen hintaan alkuperaisesta
panoksesta. Perusstrategian mukaan aikainen luovuttaminen (ES) (ennen kuin
jakaja on katsonut korttinsa, joka on kuvapuoli alaspain) kannattaa tilanteissa 16 vs.
9; 14,15, 16,7-7,8-8 vs. T; ja 5, 6, 7, 12-17, 3-3, 6-6, 7-7, 8-8 vs. A. Tama strategia
lisda 0,007 pelaajan odotusarvoon. Myohainen luovuttaminen (LS) (luovuttaminen
sen jalkeen, kun jakaja on katsonut toisen korttinsa) tuo lisaksi odotusarvon 0,00023.
Optimaalinen strategia: luovuta 16 vs. 9; T-5, 9-6, 9-7 ja T-6 vs. T; 9-7 ja T-6 vs. A; ja
8-7 vs. T seitsemalla tai useammalla pakalla. Jotkut kasinot antavat tietyista kasista
bonuksia. Charliet ovat viiden, kuuden tai seitseman kortin kombinaatioita, jotka ovat
21 tai alle. Vakuutuksella tarkoitetaan panostaa yksikko voittaakseen kaksi yksikk6a
silla ehdolla, ettd jakajan toinen kortti on T, kun ensimmainen on A. Naita

havainnollistetaan Kuvassa 6 (Schlesinger, 2005). (Epstein, 2009)
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Pelaajan

kasi A
5-7 X X X X X X X X X X
8 X X X X X X X X X X
9 X D D D D X X X X X
10 D D D D D D D D X X
11 D D D D D D D D D X
12 X X X X X X X
13 X X X X X
14 X X X X i
15 X X X pns :
16 X X OB AR el
17 ’
18-21 X
A-2 X X X D D X X X X X
A-3 X X X D D X X X X X
A-4 X X D D D X X X X X
A-5 X X D D D X X X X X
A-6 X D D D D X X X X X
A-7 D D D D X X X
A-8,9,T
A-A S S S S S S S S S S
2-2 S S S S S S X X X X
3-3 S S S S S S X X X X
4-4 X X X S S X X X X X
5-5 D D D D D D D D X X
6-6 S S S S S S X X X X
7-7 S S S S S S X X X X
8-8 S S S S S S S S s° s
9-9 S S S S S S S
T-T
X = ota kortti
D = tuplaus
S = jako
? = aikainen antautuminen (jos mahdollinen)
b= myd&hdinen antautuminen (jos mahdollinen)
“ = my6hainen antautuminen 8-7 vain seitsemalld tai enemmalla pakalla
Jaa jos ei ole muita ohjeita

Kuva 6. Blackjackin perusstrategia (monta pakkaa, S17, DAS). Odotusarvo -0,00419.
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Nama strategiat eivat yksin riitd positiivisen odotusarvon saamiseksi. Naiden lisaksi
pelaajan taytyy osata laskea kortteja. Jokaisen kierroksen alkaessa on olemassa
todennakoisyysjakauma F,, joka kuvaa pelaajan odotusarvoa, jos tiedetaan c korttia.
Kun ¢ kasvaa, F. leviaa, eli kasvattamalla panosta positiivisilla odotusarvoilla ja
pienentamalla  panosta  negatiivisilla  odotusarvoilla  parantaa  pelaajan
kokonaisodotusarvoa E(F.) (Thorp & Walden, 1973). Korttien laskenta perustuu
yksittaisten korttien pakasta poistamisesta aiheutuvaan pelaajan odotusarvon
muutokseen (EOR).

-
EOR 0.381 2.842

0.434 0.568 0727 0412 0.282 -0.003 -0.173 -0.512 -0.579

Kuva 7. Panostuksen EOR-arvot prosenteissa.

Pistelaskusysteemit antavat jokaiselle kortille arvon, joka approksimoi vastaavaa
EOR:aa. Kun kortteja jaetaan lisaa, jokainen arvo lisatdan paassa olevaan juoksevaan
laskuun (running count). Kun saatu arvo jaetaan jaljella olevien pakkojen maaralla,

saadaan todellinen lasku (TC) (frue count). (Epstein, 2009)

Erilaisia pistelaskusysteemeja on monia. Pistelaskusysteemin arvoa sovelletaan

kahdella mitalla: panostuskorrelaatio (BC) (betting correlation) ja pelaamisen

tehokkuus (playing efficiency). Kuva 8 havainnollistaa erilaisia pistelaskusysteemeja.

i Kortille annettu arvo Panostus-
Systeemi :
, : korrelaatio

8

Hi-Lo -1 1 1 1 1 1 0 0 0 -1 0.511 0.966 49.91

K-O 1 ¥ M ¥ M ¥ Mg D 1 0.553 0.976 47.86
Einstein Hi-

Opt o 9 4 I a4 T B9: 0 0o -1 0.609 0.879 43.97
Uston +/- -1 0 1 1 1 1 1 0 0 -1 0.551 0.948 4b6.45
Second-level

-1 1 1 2 2 2 1 0 0 -2 0.627 0.962 47.71

Zen

Revere Point
-2 1 2 2 2 2 1 0 0 -2 0.554 0.981 52.11

Count

Zen -1 1 2 2 2 2 1 0 0 -2 0.616 0.964 49.83
Third-level

- 4> A 1 1/2 1 1/2 0 -1/2 -1 0.565 0.992 53.80
Wong Halves

Kuva 8. Erilaisia pistelaskusysteemeja.
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Naiden systeemien suhteellista vahvuutta kuvaa taulukon viimeinen sarake “SCORE”,
joka antaa odotetun voiton tunnissa. Tama riippuu alkuperaisesta pankkitilista (10000
€), tietysta perikadon riskista, panostusten eroista (1-12), pakkojen maarasta (6),
tyypillisestd pakkojen lapikaynnista (5 pakkaa kuudesta) ja kierrosten lukumaarasta
tunnissa (100), seka pelaajien maarasta poydassa (4). Hi-Lo-systeemia kaytetaan

naista eniten sen tehokkuuden ja yksinkertaisuuden ansiosta. (Epstein, 2009)
4.7 Tilastollinen logiikka ja tilastolliset pelit

Tilastollisten paatelmien avulla voidaan tehda paatdos kahden tai useamman
vaihtoehdon todennakoisesti parhaasta valinnasta strategisen valinnan prosessilla.
Lopulliseen paatokseen johtaa nelja perusvaihetta:
1. Tunnistetaan ja arvioidaan olennaiset lopulliseen paatokseen vaikuttavat
yksittaiset tekijat.
2. limaistaan erilaiset vaihtoehdot niiden yksittaisille tekijoille annettujen
painoarvojen perusteella.
3. Tehdaan jokaisen vaihtoehdon suhteellista ansiota havainnollistava lista.
4. Tunnistetaan ja nimetdan listan korkein vaihtoehto optimaaliseksi
vaihtoehdoksi.
Tilastolliset pelit pohjautuvat tilastojen perusteella tehtyihin strategisiin valintoihin.
Tilastollisia peleja ovat esimerkiksi kilparatsastus, kaksintaistelu (Duel) ja
kolmintaistelu (Truel). Seuraavaksi analysoidaan tarkemmin osakemarkkinoita, joka

on myds eraanlainen tilastollinen peli. (Epstein, 2009)

Peliteorian termein kuvattuna osakemarkkinat on ei-nollasummapeli, eli se antaa
mahdollisuuden pelaajien valiseen yhteistydbhon, neuvotteluun ja muunlaiseen
vuorovaikutukseen ennen ja kesken pelin. Pitkalla aikavalilla voittojen arvioiminen on
vaikeaa, koska niihin vaikuttaa rahan arvo, verotus, kauppatavaran saatavuus,
keksinnot, sodat, hallitusten vaihdokset, poliittiset uudistukset ja massojen
psykologiset muutokset. Osakemarkkinat on mahdollisesti monimutkaisin ihmisen
keksima peli, koska siihen vaikuttaa niin taloudelliset, rahapoliittiset kuin

psykologisetkin tekijat. (Epstein, 2009)

Osakemarkkinoita paljon tutkineet tutkijat ovat kaytanndssa kaikki sita mielta, etta

spekuloivilla markkinoilla vaihtelevia hintoja voidaan approksimoida pienella aikavalilla
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normaalijakaumalla. Tilastotieteilijat nakevat osakemarkkinat satunnaiskulkuna ja
fyysikot Brownin liikkeena. Satunnaiskulkumalli on johdonmukainen silla oletuksella,
ettd porssit ovat “taydellisia” markkinoita. Jos huomattava maara sijoittajia uskoo
hintojen olevan matalia, he aloittavat tarjouskilpailun ja siten pakottavat hinnat

korkeammalle, ja myds toisinpain. (Epstein, 2009)

Osakemarkkinat voidaan maaritelld vahvasti tai heikosti tehokkaiksi. Vahvasti
tehokkailla markkinoilla (strongly efficient market) kaikille osallistujille tarjotaan
yhtalaiset mahdollisuudet mutta keskimaaraiset odotukset. Osallistuja voi ylittaa
keskimaaraisen sijoitetun padoman tuoton vain silloin kun markkinat poikkeavat
vahvasta tehokkuudesta. Heikosti tehokkailla markkinoilla (weakly efficient market)
olennainen informaatio on saatavilla julkisille sijoittajille aikaviiveen eli rentoutumisajan
(relaxation time) jalkeen. Pohjimmiltaan kaikki suuret osakemarkkinat ovat heikosti
tehokkaita. (Epstein, 2009)

Burton P. Fabricand (1979) on osoittanut, etta osakkeiden strateginen valinta heikosti
tehokkailla markkinoilla voi tuottaa positiivisen odotusarvon. Tama perustuu siihen,
ettad noin 15 % listautuneista yhtidista ilmoittaa vuosineljannesten tulot (RE - quarterly
earnings) jotka ylittavat aikaisemmat ennustukset (PE - prior projections) kymmenella
prosentilla tai enemman. Fabricandin strategian mukaan kannattaa ostaa sellaisia
osakkeita, joiden RE/PE-suhde on suurempi kuin 1,1, mutta ne kannattaa pitaa vain

niin pitkdan kuin tdma suhde ylittaa arvon 1,1.

Parrandon periaatteen tapaisia prosesseja voidaan soveltaa osakemarkkinoilla
(Maslov & Zhang, 1998). Myymalla vakaan osakkeen A ja erittain epavakaan osakkeen
B osakkeet paivittdin ja ostamalla niita yhta suurilla rahamaarilla kutsutaan
epavakauden pumppaamiseksi (volatility pumping). Tama prosessi tuottaa
eksponentiaalisen kasvun naiden osakkeiden yhteisessa tuotossa (Epstein, 2009).

Takuun suojaamisella tarkoitetaan samanaikaista arvopaperin ostamista ja sita
vastaavan takuun shorttaamista eli lyhyeksi myyntia. Takuu (warrant) on vaihtoehto
ostaa osa kantaosakkeista maaratylla hinnalla. Niilld on arvopapereihin verrattuna
yleensa viimeinen kayttdpaiva, jonka jalkeen niilla ei ole enaa arvoa. Takuun
suojaamiseen kuuluu m takuun shorttaamista myyntihinnalla w ja toteutushinnalla e

jokaista sellaista osakkeen osuutta kohden, joka on ostettu hinnalla s. Jos osakkeen
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myyntihinta on S sen viimeisena kayttopaivana tai ennen sita ja takuun hinta on W,
kaupan tekemisesta saatu tuoton prosenttiosuus R on
S—s+mw-—-W)

mw + su
missd p on osakkeiden ostamiseen tarvittava marginaali ja mw+su=1 on
alkuperainen paaoma sijoittamiseen. Viimeisen kayttdpaivan lahestyessa

{W~S—e, kunS > e
W ~0, kunS <e’

(Epstein, 2009)

4.8 Muut pelit

Tahan kappaleeseen on koottu muutamia edellisiin kappaleisiin kuulumattomia
erilaisia rahapeleja. Naita peleja ovat Morra, Kolmen sormen Morra, Monty Hallin

“Paradoksi”, Seitseman oven Monty, Ruletti, Keno ja Lotto.

Morrassa pelaajat A ja B ensin valitsevat ja sitten paljastavat samanaikaisesti yhden
tai kaksi sormea. Jos kumpikin pelaaja nayttda saman maaran sormia, pelaaja A
voittaa 2 panosyksikkoda. Jos pelaaja A nayttaa kahta sormea ja pelaaja B yhta sormea,
pelaaja B voittaa yhden yksikon. Jos pelaaja A nayttaa yhta sormea ja pelaaja B kahta
sormea, pelaaja B voittaa kolme vyksikkda. Morran voittomatriisi pelaajan A

nakokulmasta nayttaa talta:

1 2
1 +2 -1
2 -3 +2

Kuva 9. Morran voittomatriisi.

Pelaajan A optimaalinen strategia on nayttaa yhta sormea todennakdisyydellap = 3/8
ja kahta sormea todennakoisyydella 1 —p = 5/8. Taman strategian odotusarvo on
2p — (1 —p) = 1/8 jos pelaaja B nayttda yhden sormen ja —3p + 2(1 —p) = 1/8 jos
pelaaja B nayttaa kaksi sormea. Pelin arvo pelaajalle A on siis +1/8. Pelaajan B
minimax-strategia on valita yksi sormi todennakdisyydella 5/8 ja kaksi sormea

todennakoisyydella 3/8, jolloin han turvaa pelin arvoksi —1/8. (Epstein, 2009)
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Kolmen sormen Morrassa (Three-fingered Morra) kumpikin pelaaja nayttaa yhden,
kaksi tai kolme sormea ja samalla yrittavat arvata montako sormea vastustaja tulee
nayttamaan. Jos vain toinen pelaajista arvaa oikein, han voittaa molempien pelaajien
nayttamien sormien summan panosyksikoind. Muuten paadytaan tasapeliin. Olkoon
(i,)) strategia, jossa naytetdan i sormea ja arvataan j sormea, missa i,j € 1,2,3. Pelin

voittomatriisi nayttaa seuraavalta:

B, , B B, B, B B, B B
(L2) (1,3) (21) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (3.3)

0
2
3
3
0
0
4
0
0

O 90 B o wow DO o M
B A D OO WO DO R

3 0 0 4
0 3 3 4
3 0 0 0
0 4 0 0
4 0 4 0
0 4 0 5
0 0 5 0
5 5 0 0
0 0 5 B

O D 9O (nowpn BO o
O mom o 0 B O O

Kuva 10. Kolmen sormen Morran voittomatriisi.
Kolmen sormen Morrassa on aareton maara optimaalisia strategioita. (Epstein, 2009)

Monty Hallin “Paradoksiksi” (The Monty Hall “Paradox”) kutsutaan TV-ohjelmassa
“Let’'s Make a Deal” nahtya kilpailua. Kilpailija voittaa, jos han arvaa minka oven takana
kolmesta ovesta on palkinto. Kilpailija valitsee yhden oven, jonka jalkeen hanelle
paljastetaan toinen kahdesta jaljella olevasta ovesta, joka on vaara ovi. Sen jalkeen
kilpailja saa vielda vaihtaa valintaansa. Vaihtamalla ovea Kkilpailija kasvattaa
alkuperaisen valintansa voittotodennakoisyyden 1/3 uuteen voittotodennakoisyyteen
2/3. (Epstein, 2009)

Seitsemdn oven Montyssa (Seven-Door Monty) kilpailija valitsee kolme ovea
seitsemasta ja voittaa, jos palkinto on jonkin naista kolmesta ovesta takana. Valinnan
jalkeen Monty avaa kolme jaljella olevista ovista ja antaa mahdollisuuden vaihtaa
viimeiseen avaamattomaan oveen. Vaihto kannattaa, koska voiton todennakoisyys

nousee todennakoisyydesta 3/7 todennakoisyyteen 4/7. (Epstein, 2009)
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Ruletti on maailman suosituin poytapeli. Amerikkalainen ruletti koostuu
kolmestakymmenestakahdeksasta numeroidusta lokerosta 1-36 (punaiset ja mustat)
seka 0 ja 00 (vihreat). Keskella olevaa roottoria ymparoi staattori ja vaakasuora rata.
Ruletti pyoraytetaan liikkeelle ja pallo laukaistaan sen vastakkaiseen
pyorimissuuntaan pyorimaan rataa pitkin. Pallo lipuu kohti keskella olevaa roottoria ja
lopulta pysahtyy yhteen lokeroista, joka ilmaisee voittavan numeron. Rulettipoyta
tarjoaa kolmeatoista erilaista panostusmahdollisuutta. Amerikkalaisen Ruletin yhden
toiston voiton todennakoisyys on 0,4737 (talo vetaa valista 5,263 %) kaikilla
panostuksilla, paitsi viiden numeron panoksella, josta talo vetaa valista 7,895 %.
Eurooppalaisessa ruletissa talo vetaa valista 2,703 % numerovedoista ja tasaisen
voiton vedoista 1,388 %. Kaikilla vedoilla peli on epasuotuisa pelaajalle. (Epstein,
2009)

Kenossa talo (pelin vetdja) valitsee kaksikymmentd numeroa satunnaisesti
numeroista 1-80. Pelaaja voi valita samoista numeroista yhdesta viiteentoista numeroa
ja han voittaa silloin, kun jokin osa hanen numeroistaan vastaa talon kahtakymmenta
numeroa. Jos pelaaja valitsee n numeroa, todennakdisyys P(k) ettd k < n numeroa
on talon kahdenkymmenen numeron joukossa, on
Co)Cack

G)

Jos pelaaja valitsee yhden numeron, n = k = 1 ja P(k) = 0,25. Reilut kertoimet olisivat

P(k) =

siis 3:1, mutta talo maksaa 2,2:1, jolloin odotusarvo on 0,8. Arvolla n = 2 molempien
numeroiden taytyy olla valittujen 20 numeron joukossa, joten kunn =k = 2, P(k) =
0,06. Talon kertoimet ovat 12:1, joten odotusarvo talle on 0,782. Tyypillinen panostus

on valita kymmenen numeroa, jolloin talo tarjoaa voiton, jos viisi tai useampi valituista
, el e . - . -1
numeroista osuu. Todennakoisyys valita 20 numeroa, joista kaikki osuu, on (gg =

2,83 - 1071, Taman tapahtumisesta ei ole todisteita. (Epstein, 2009)

Tyypillinen lotto koostuu m <n numeron nostamisesta joukosta {1,2,..,n}.
Osallistumismaksu oikeuttaa pelaajan valitsemaan m numeroa, joiden toivotaan
vastaavan nostettuja numeroita. Tyypillisessa (amerikkalaisessa) pelissa m = 6 jan =
49 (Epstein, 2009). Suomen lotossa m = 7 ja n = 40 (Veikkaus). Todennakoisyys P

saada k < m osumaa saadaan hypergeometrisesta jakaumasta
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4.9 Harhaluuloja

Lopuksi luetellaan muutamia rahapelaamisessa yleisia psykologisista vaikutteista
seuraavia harhaluuloja. Oppimaton peluri on usein tunteikas ja hanen
paatoksentekoaan ohjaavat virheelliset uskomukset. Peluri lisda henkilokohtaisen
elementin tilanteeseen, jolla ei ole mitaan tekemista henkilokohtaisuuksien kanssa.

Seuraavat kaksitoista harhaluuloa ovat yleisimpia ja vahingollisimpia pelurille.

1. Taipumus yliarvioida vetoja, joissa on pieni todennakdisyys voittaa paljon ja
aliarvioida vetoja, joissa on suhteellisen iso todennakoisyys voittaa vahan.

2. Taipumus tulkita onnistuneiden perakkaisten riippumattomien tapahtumien
todennakoisyytta yhteenlaskuna kertolaskun sijaan. Todennakdisyytta heittaa
tietty nopan numero pidetaan kaksi kertaa todennakodisempana kahdella heitolla
verrattuna yhteen heittoon.

3. Voittoputken jalkeen tappio on vaistamaton, ja toisinpain.

4. Tapahtuman psykologinen todennakoisyys ylittdad sen matemaattisen
todennakoisyyden, jos tapahtuma on positiivinen, ja painvastoin. Esimerkiksi
jos todennakoisyys saada voittava lottokuponki ja todennakoisyys kuolla
seuraavan vuoden aikana auto-onnettomuudessa olisivat molemmat yksi
kymmenestatuhannesta, niin ensimmaista naista pidetdan
todennakodisempana.

5. Tapahtuman ennustetta ei voida irrottaa samanlaisista aikaisemmista
tapahtumista niiden matemaattisesta rippumattomuudesta huolimatta.

6. Usean yhteenlasketun valinnan todennakdisyyden arvoa aliarvioidaan, ja
kertolaskun todennakoisyyden arvoa yliarvioidaan.

7. Kun henkilo tarkkailee sarjaa erilaisia satunnaisesti tuotettuja tapahtumia
kiinnostuneena taajuudesta, jolla jokainen tapahtuma esiintyy, han yleensa
yliarvioi harvinaisten tapahtumien esiintymistaajuutta ja aliarvioi yleisten
tapahtumien esiintymistaajuutta. Nain ollen han muistaa pidemmat voitto- ja
tappioputket ja vahattelee lyhyen aikavalin putkien maaraa.

8. Taipumus yliarvioida tarvittavan taidon maaraa rahapelitilanteessa, joka vaatii

seka taitoa etta tuuria.
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9. Vahva taipumus yliarvioida suhteellisen suuresta populaatiosta valitun pienen
otoskoon merkittavyytta.

10.Lyhyen aikavalin tulokset osoittavat samaa taajuutta kuin pidemman aikavalin
tulokset.

11.“Onnen” konseptia pidetdan suureena, jota sailytetdan varastossa, ja se joko
sailyy tai ehtyy.

12.“Epatavalliset” tapahtumat sekoitetaan pienen todennakdisyyden tapahtumiin.
Esimerkiksi jos pelurilla on lahella loton voittonumeroa oleva numero, han
saattaisi tuntea, ettéd hanellad on kaynyt erittdin huono tuuri menettaa palkinto ja

olla niin Iadhella voittoa.

Edellisten lisaksi on olemassa muita harhaluuloja, jotka liittyvat laheisemmin
taikauskoon kuin intuitiiviseen logiikkaan. Esimerkiksi se, ettd pelurin “asenne”
vaikuttaa sattumanvaraisen tapahtuman lopputulokseen tai uskomus, etta “nopat ovat
kuumia.” Pelurilla voi olla myds onnennumeroita, onnenvaatteita, onnenpaivia ja

onnenkavereita. (Epstein, 2009)
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5 Empiirinen ongelma-analyysi

Empiirisen ongelma-analyysin eli tarveanalyysin Kkuuluisi vastata teoreettisesta
ongelma-analyysista nousseisiin tarpeisiin, mahdollisuuksiin ja haasteisiin (Pernaa &
Aksela, 2013). Teoreettisesta ongelma-analyysista tuli huomattava maara erilaista
teoriaa, joten sen karsimiselle on ehdottomasti tarvetta kurssin suunnittelua ajatellen.
Niinpa tassa vaiheessa tutkimusta tutustuttiin lukion opetussuunnitelman perusteisiin
2019, koska kurssin suunnitteleminen sen pohjalta on jarkevaa ja siihen tutustuminen
auttaa rajaamaan kurssin sisaltoa. Kurssista on tarkoitus tehdd mahdollisimman
mielekas opiskelijoille, joten opetussuunnitelmasta etsittiin myds siihen liittyvaa tietoa.

Lisaksi tallaisen kurssin kehittamiselle etsittiin lisda perusteluita.
5.1 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2019: Yleinen osa

Uudessa lukion opetussuunnitelmassa kurssien laajuus mitataan tuntien sijaan
opintopisteissa. Kahden opintopisteen laajuinen kurssi vastaa 22,8 x 75 minuutin
oppituntia. Laaja-alaisia osaamisen tavoitteita ovat hyvinvointiosaaminen,
vuorovaikutusosaaminen, monitieteinen ja Iluova osaaminen, yhteiskunnallinen
osaaminen, eettisyys ja ymparistbosaaminen seka globaali- ja kulttuuriosaaminen.
Eheyttaminen on huomioitu jasentelemalla kursseja 1-3 opintopisteen moduuleiksi,
jotka voivat koostua yhdesta tai useammasta oppiaineesta. Opiskelijoiden osallisuutta

ja yhteistyota korostetaan. (Opetushallitus, 2019)

Opetussuunnitelman yleisesta osasta poimittin muutamia lukiokoulutuksen tehtavia,
jotka liittyvat tutkielman aiheeseen. Yksilot pystyvat kriittiseen ja itsenaiseen ajatteluun
ja osaavat toimia vastuullisesti. Lukio-opetus valmistaa opiskelijaa ymmartamaan
maailmassa vallitsevia keskinadisrippuvuuksia ja jasentdamaan ilmioita. Opiskelija
rakentaa maailmankuvaansa ja -katsomustaan. Lukiokoulutus kehittaa valmiuksia

elamanhallintaan. (Opetushallitus, 2019)

Opetussuunnitelman  arvoperustasta  poimittin ~ myds  muutamia  arvoja.
Opetussuunnitelman mukaan sivistys on yksildiden taitoa tehda ratkaisuja tietoon
perustuvan harkinnan avulla ja siihen kuuluu taito kasitella inhimillisten pyrkimysten ja
todellisuuden valisia ristiriitoja ratkaisuja etsien. Sivistys ilmenee mm. todellisuuden

hahmottamisena. (Opetushallitus, 2019)
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Oppimisprosessin aikana opiskelija tulkitsee ja analysoi eri muodoissa esitettya dataa,
informaatiota ja tietoa aikaisempien tietojensa pohjalta. Oppiminen tapahtuu
vuorovaikutuksessa muiden opiskelijoiden ja opettajan kanssa. Opiskelijaa ohjataan
soveltamaan aikaisemmin oppimaansa tietoa muuttuvissa tilanteissa. Opiskelija osaa
arvioida ja kehittdd ajattelutaitojaan. Digitaalisia  opiskeluymparistéja ja
oppimateriaaleja kaytetdan opiskeluiden apuna. Oppiainerajat ylittdvaa osaamista
rakennetaan erilaisilla ratkaisuilla. Oppimaan oppimista kehittavat tutkimiseen,
kokeilemiseen ja ongelmanratkaisuun perustuvat opiskelumenetelmat. Opiskelijoiden
kriittistd ja luovaa ajattelua pyritddn kehittdmaan. Opiskelijoiden tiedot ja taidot
kytketaan todellisiin ilmidihin. Riittdvan haastaviin avoimiin ja ongelmiin tarttumiseen
rohkaistaan. (Opetushallitus, 2019)

5.2 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2019: Matematiikan osa

Opiskelija saa matematiikan opiskelusta valmiudet ymmartaa, soveltaa ja arvioida
matemaattista tietoa. Matematiikan merkitystd nykyajan kulttuureissa ohjataan
ymmartamaan opetuksella. Opetus kehittaa laskemisen lisaksi mm. luovan ajattelun ja
iimididen mallintamisen ja ennustamisen taitoja seka ongelmanratkaisutaitoja.
Opetuksessa tutkitaan matematiikan ja arkielaman valisia yhteyksia. Aiheet valitaan
niin, ettd ne ovat opiskelijoille kiinnostavia. Opiskelijaa ohjataan ymmartamaan
matematiikan merkitystd historiassa ja eri kulttuureissa. Yleisia matematiikan
opetuksen tavoitteita on mm. antaa opiskelijoille myonteisia kokemuksia, totuttaa
opiskelijaa tekemaan otaksumia ja tutkimaan niiden oikeellisuutta seka harjaannuttaa
opiskelijaa kayttamaan erilaisia ongelmanratkaisutapoja ja matemaattisia menetelmia.
(Opetushallitus, 2019)

Muilla matematiikan kursseilla opittuja hyddyllisia taitoja tata tulevaa kurssia ajatellen
on esimerkiksi MAA5-kurssilta eksponenttifunktiot ja -yhtalét, MAAG-kurssilta funktion
raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta, MAAS8-kurssilta keskihajonta, klassinen ja
tilastollinen todennakdisyys, permutaatiot ja kombinaatiot, todennakodisyyden
laskusaanndét, binomijakauma, diskreetti todennakdisyysjakauma ja sen odotusarvo,
MAA11-kurssilta  konnektiivit sekda MAA12-kurssilta jatkuvat jakaumat ja

normaalijakauma.

38



6 Kehittamisprosessi

Tassa luvussa kuvataan tutkimuksen kehittamisprosessi teorian hankinnasta
tuotoksen valmistumiseen yksityiskohtaisesti. Luvut 3 ja 4 sisaltavat matematiikan ja
rahapelaamisen teoreettiset ongelma-analyysit, jonka pohjalta kurssi rakennetaan.
Luvussa 5 taydennettin teoreettisten ongelma-analyysien teoriaa lukion
opetussuunnitelman perusteiden 2019 empiirisellda ongelma-analyysilla, joka tehtiin
teoreettisesta  ongelma-analyysistd nousseiden tarpeiden, haasteiden ja
mahdollisuuksien mukaan. Naiden pohjalta tuotettiin kurssisuunnitelma lukion pitkan
matematiikan valinnaiseen kurssiin, jonka aiheena on rahapelaamisen matematiikka,

seka esimerkki yhdesta kurssin oppitunnista.

Kurssin kehittamisen idea lahti liikkeelle Robert Peardin (2008) artikkelista, jossa han
oli tehnyt oppimateriaalin Australian Queenslandin osavaltioon rahapelaamisen
matematiikasta. Artikkelin lopussa kerrottiin, ettd kokeilu oli onnistunut ja ettd sen
sisallyttaminen myo6s muiden maiden matematiikan tunneille voisi olla mahdollista.
Muihin vastaaviin tutkimuksiin tutustumisen jalkeen oli iimeista, etta tallaisen kurssin
toteuttaminen ei ainoastaan olisi mahdollista Suomessa, mutta siita saattaisi olla
oikeasti hyotya opiskelijoille monella tapaa. Niinpa teoreettiseen ongelma-analyysiin
koottiin lahteita, joissa oli tutkittu rahapelaamisen kulttuuria Suomessa ja muita
Peardin tekeman kurssin kaltaisia rahapelaamisen matematiikan kursseja. Naiden
lisaksi kurssille tarvittin my6s matemaattista sisaltda, josta suurin osan saatiin
Epsteinin  (2009) kattavasta kirjasta. Kootuista lahteista Kkirjoitettiin  kattavat

muistiinpanot, joiden avulla kirjoitettiin molemmat teoreettiset ongelma-analyysit.

Jo teoreettisia ongelma-analyyseja kirjoittaessa jouduttiin karsimaan paljon teoriaa
pois kurssin aihealueen rajaamiseksi, mutta siitd huolimatta teoriaosuutta tuli paljon.
Lukion opetussuunnitelman perusteisiin 2019 oli joka tapauksessa tarkoitus tutustua
ennen kurssin kehittamista, joten siitd paatettiin tadssa vaiheessa kirjoittaa oma luku
empiirisena ongelma-analyysina. Sen avulla saatiin rajattua teoriaosuutta vielakin

tarkemmaksi ja siita saatiin lisda perusteita kurssin kehittamiselle.

Lukion opetussuunnitelman (Opetushallitus, 2019) perusteella paadyttiin kurssiin, joka
koostuu kahdestakymmenestakahdesta 75 minuutin oppitunnista. Kurssin suunnittelu

aloitettiin sen rakenteen Kkirjoittamisella ja oppituntien sijoittamisella taulukkoon.
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Ensimmaiselle tunnille sijoitettiin kurssin tavoitteet, sisaltd, toimintamallit ja arviointi
seka harhaluulot, koska niiden kayminen heti kurssin alussa auttaa opiskelijoiden
motivoinnissa ja kurssin aiheisiin johdattelussa. Rahapelaaminen on opetettavana
aiheena varovaisuutta vaativa, koska vaarin opetettuna se saattaa jopa rohkaista
opiskelijaa holtittomaan raha-/uhkapelaamiseen, vaikka tarkoituksena on
ennaltaehkaista sitd. Myos sen takia kurssin tavoitteiden, sisallon ja toimintamallien
seka yleisten harhaluulojen sijoittaminen ensimmaiselle oppitunnille on jarkevaa.
Peliteoria sijoitettin myos kurssin alkupaahan, koska sen opiskeleminen ennen
rahapeleihin siirtymista on ilmeista. Lisaksi kurssin alkupaahan sijoitettiin muutama
kertausoppitunti, joissa kerrataan jo opittuja asioita todennakdisyydesta ja tilastoista,
koska niiden osaaminen auttaa kurssin edetessa. Kolikkopelit sijoitettiin ennen
Parrandon periaatetta, koska sitd on helpointa havainnollistaa kolikkopelien avulla.
Kolikot sijoitettin ennen noppia ja nopat ennen Kortteja niiden ominaisuuksien
perusteella (kolikolla on kaksi puolta, nopalla on kuusi sivua ja pelikortteja on 52
kappaletta). Tilastolliset pelit ja muut pelit sijoitettiin kurssin loppupaahan. Kurssin
viimeiset oppitunnit kaytetaan ryhma-/paritdiden esittelylle, koska silloin opiskelijoilla
on enemman aikaa niiden valmisteluun. Arvioinnissa paadyttin ryhmatyohon
kurssikokeen sijaan, koska tutkijan mielestd se sopii paremmin taman tapaiselle
soveltavalle kurssille, johon ei ole viela tehty kunnollista oppimateriaalia kuten
oppikirjaa. Esimerkkioppitunnin valinta on perusteltu tarkemmin Kappaleessa 7.2.
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7 Kehittamistuotos

Tassa luvussa esitellaan kehittdmistuotos eli kurssisuunnitelma Ilukion pitkan
matematiikan valinnaiselle kurssille, jonka aiheena on rahapelaamisen matematiikka,

seka yksi yksityiskohtaisemmin suunniteltu esimerkkioppitunti.

7.1 Kurssisuunnitelma

h Tunnin aihe
1 | Kurssin tavoitteet, sisaltd, toimintamallit ja arviointi.
Harhaluulot.
2 | Peliteoria.
-Peli, strategia, toimijat, voitto, nollasummapeli, voittomatriisi.
3 | Hydtyfunktio.
Prospektiteoria.
4 | Todennakoisyyslaskennan kertausta.
-Klassinen ja ehdollinen todennakoisyys.
Satunnaiskulku.
5 | Erilaiset todennakoisyysjakaumat.
-binomijakauma, geometrinen jakauma, hypergeometrinen jakauma ja
Poissonin jakauma.
6 | Tilastolaskennan kertausta.
-Odotusarvo, varianssi, keskihajonta, suurten lukujen laki, tilastolliset

jakaumat.
7 | Kolikkopelit.

-Kolikon puolueellisuus, binomijakauma.
8 | Kolikkopelit.

-Putket, erilaiset kolikko-ongelmat.

9 | Kolikkopelien analysointia.

-Pietarin paradoksi, Odd Man Out, Kaksikatinen rosvo.

10 | Parrandon periaate.

11 | Noppapelit.

-Noppien virheellisyys, y-testi, luottamusvali.

12 | Noppapelit.

-Dé Mérén ongelma, Newtonin-Pepysin ongelma, geometrinen jakauma.
13 | Noppapelin analysointi.

-Maksimointipeli (Liite 1).

14 | Korttipelit.
-Satunnaisuus, sekoittaminen, modulo.
15 | Korttipelit.

-Kombinaatiot ja permutaatiot.

16 | Korttipelien analysointia.

-Pokeri, Texas Hold’em.

17 | Blackjack.

-Optimaalisen strategian analysointi.
18 | Tilastolliset pelit.
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-Strateginen valinta

-Osakemarkkinat.

19 | Muut rahapelit.

-Keno ja Lotto, kombinaatiot ja permutaatiot.

20 | Muiden rahapelien analysointia.

-Morra ja Kolmen sormen Morra.

-Monty Hallin paradoksi ja Seitseman oven Monty.

21 | Ryhma-/paritdita.

22 | Ryhma-/paritdita.

Kuva 11. Rahapelaamisen matematiikan kurssisuunnitelma.

Kurssi koostuu kahdestakymmenestakahdesta 75 minuutin mittaisesta oppitunnista.
Osa oppitunneista on "perinteisempia” matematiikan oppitunteja, joissa alkutunnista
opitaan uutta teoriaa ja lopputunnista lasketaan teoriaan liittyvia laskuja, seka pelien
analysointitunneista, jossa opiskelijat paasevat analysoimaan rahapeleja pienissa
ryhmissa. Kurssin arviointi perustuu opetuksen aikaiseen formatiiviseen arviointiin
seka summatiiviseen arviointiin, joka pohjautuu tehtyjen kotitehtavien arvioimiseen ja
ryhma-/paritydhon, jota arvioi niin opettaja kuin opiskelijoiden vertaiset. Taman
tyyppista kurssia voisi arvioida myos kokeella, mutta sita varten tarvittaisiin kunnollinen
kurssimateriaali. Kurssin materiaaliksi voisi taman tutkimuksen teoriaosuuden pohjalta
kehittdd esimerkiksi kurssimonisteen tai vaikka PowerPoint -diaesityksen jokaiselle

oppitunnille.

Tuntien sisaltdéon voi ja kannattaa lisata aiheeseen sopivaa oheismateriaalia, kuten
oikeasti tapahtuneita esimerkkeja, elokuvakohtauksia, kaunokirjallisuuden lukuja,
uutisia ja muuta vastaavaa materiaalia. Tunti- ja kotitehtavia suunnitellessa kannattaa
kayttaa oikeita esimerkkeja keksittyjen sijaan. Rahapeleihin liittyvia valineita, kuten
kolikoita, noppia ja pelikortteja kannattaa varata riittava maara. Ryhma-/paritdiden
ideana on tutustua johonkin kurssin teemaan liittyvdan aihealueeseen, kuten
rahapeliin, paradoksiin, ongelmaan tai strategiaan, ja tehda siitd pienessa ryhmassa
tai parin kanssa esitys, joka kertoo/opettaa/havainnollistaa/tutustuttaa muut opiskelijat
kyseiseen aiheeseen. Aiheen voi valita ehdottamalla sita itse (opettajan hyvaksymana)
tai valitsemalla sen opettajan tekemasta listasta erilaisia rahapeleja, ongelmia,
paradokseja ja strategioita, ja tyon tekemiseen on aikaa kurssin viimeisille tunneille
asti, jolloin ne esitetaan muulle ryhmalle. Muut opiskelijat arvioivat muiden

ryhmien/parien tekemat ty6t vertaisarviointilomakkeilla.
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7.2 Esimerkkioppitunti

Esimerkkioppitunniksi valittin tunti numero 13, jonka aiheena on noppapelin
(Maksimointipeli) analysointi. Se valittiin siitd syysta, ettd kurssilla on tarkoitus
toteuttaa muitakin pelin analysointiin perustuvia oppitunteja ja sellaisen tunnin

toteutuksen ideasta haluttiin antaa esimerkki.

Oppitunnin alussa kaydaan edellisen tunnin kotitehtavat 1api, jos niitd annettiin. Sen
jalkeen opettaja selittdd Maksimointipelin saannét ja esittaa pelin analysointiin liittyvat
kysymykset, joihin olisi tarkoitus |10ytaa vastaukset ryhmassa. Kysymykset ovat 1)
Onko peli voittava, tasapuolinen vai haviava heittovuorossa olevalle pelaajalle, 2) Mika
on yhden nopan heiton odotusarvo, 3) Mika on kahden/kolmen/neljan/viiden nopan
summan odotusarvo, 4) Mika voisi olla optimaalinen strategia pelille, ja 5) Mika on pelin
odotettu voitto? Kysymysten esittamisen jalkeen opiskelijat jakautuvat sopivan
kokoisiin ryhmiin (2—4 opiskelijaa per ryhma on varmaan optimaalinen). Ryhmille
jaetaan nopat, joiden avulla pelia voidaan testata. Opiskelijat voivat aluksi miettia
hypoteeseja kysymyksiin ja sen jalkeen testata niitd pelaamalla ja laskemalla.
Hypoteesit, laskut ja vastaukset kysymyksiin voi kirjoittaa yl0s esimerkiksi kasin
vihkoon tai lappariin. Lopputunnista keskustellaan saaduista vastauksista ja kaydaan
lopuksi oikeat vastaukset yhdessa lapi. Maksimointipelin saannot ja sen analyysi loytyy
liitteista (Liite 1).

Muut vastaavanlaiset pelin analysointitunnit voisi toteuttaa samalla kaavalla, eli pelin
saantdjen lapikaynnilla, kysymysten esittamisella, hypoteesien tekemisella,
testauksella, laskemisella ja yhteisella yhteenvedolla (analyysilla).

43



8 Jatkokehittaminen

Rahapelaamisen matematiikka -kurssia voidaan potentiaalisesti kehittda ainakin
kolmella tavalla. Ensimmainen ja ehka ilmeisin tapa kehittda kurssia on luoda sille
suomenkielinen oppimateriaali, kuten luentomoniste tai oppikirja. Oppimateriaali voisi
koostua rahapelaamisen matematiikan teoriasta ja teoriaan liittyvista laskutehtavista,
joista joitakin voitaisiin laskea oppitunnin aikana ja joista osa jaisi kotitehtaviksi.
Oppimateriaalissa voisi olla myds osuus, jossa selitetdan joidenkin rahapelien
saantoja.

Toinen tapa kehittad kurssia on muuttaa sen kohderyhmaa, eli tehda siita lyhyen
matematiikan kurssi. Lyhyen matematiikan kurssit ovat jo nyt pitkdn matematiikan
kursseihin verrattuna enemman arkielaman konteksteihin taipuvaisia, joten taman
tyylinen kurssi voisi sopia hyvin niiden joukkoon. Joidenkin rahapelien matemaattiset
teoriat saattavat olla lilan haastavia lyhytta matematiikkaa lukeville opiskelijoille, mutta

pienilla muutoksilla kurssi saataisiin varmasti soveltumaan myaos heille.

Kolmas tapa kehittaa kurssia on yhdistaa se jonkun toisen oppiaineen kanssa ja tehda
siitd lukion moduulikurssi. Yksi mahdollisuus tahan olisi yhdistaa se terveystiedon
kanssa. Terveystiedon paihdeteemat on yksi ilmeinen yhdistava tekija rahapelaamisen
kanssa, mutta myods rahapelaamisen henkinen puoli, kuten tappioihin suhtautuminen,
voisi olla yksi hyva teema tallaisella kurssilla. Tutkija on itse lukenut joitakin
rahapelaamisen henkisesta puolesta kertovia kirjoja, ja niista I0ytyisi varmasti paljon
keskusteltavaa tallaisen kurssin oppitunneille. Nuorten rahapelaamisesta aiheutuvat
ongelmat ja riippuvuus olisivat tietenkin toinen selva aihealue kurssin terveystiedon

osuuksille.
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9 Johtopaatokset, luotettavuus ja pohdinta

Taman tutkimuksen tavoitteena oli kehittaa lukion pitkdn matematiikan valinnainen
kurssi, jonka aiheena on rahapelaamisen matematiikka. Kurssin tarkoituksena on
ennaltaehkaista nuorten rahapeli/uhkapeliongelmia ja samalla tarjota mielekas
vaihtoehto matematiikan opiskelulle. Tutkimusta ohjasi kolme kysymysta, jotka
linkittyvat tutkimuksen kolmeen osa-alueeseen eli teoriaan, kehittdmisprosessiin ja
tuotokseen. Ensimmaisessa tutkimuskysymyksessa kysyttiin, ettd miksi juuri tallainen
kurssi on tarpeellinen, toisessa kysymyksessa kysyttiin, ettd mita tallaisen kurssin
suunnittelussa pitda ottaa huomioon, ja kolmannessa kysymyksessa kysyttiin, etta
soveltuuko  tallainen  kurssi  lukion pitkdn  matematiikan  opetukseen.
Tutkimuskysymysten ohjaamana kurssia varten kerattiin vankka teoriapohja, minka
pohjalta kehitettiin kurssin kurssisuunnitelma ja yksi kurssin esimerkkioppitunti.

Ensimmaiseen tutkimuskysymykseen ldydettiin monia perusteita. Rahapelaamisen
maara on kasvanut jatkuvasti Suomessa 1990-luvun alusta lahtien, mutta
peliongelmien ehkaisyyn ei ole panostettu Suomessa tarpeeksi (Kuuluvainen ym.,
2012; Jaakkola, 2009). Nuorten osuus suomalaisten rahapelaamisesta on varsinkin
16-vuotiaiden poikien kohdalla merkittdva (Kinnunen ym., 2019). Nuoret ovat muita
ikaryhmia alttimpia rahapeliongelmille (Raisamo & Lintonen, 2013). Rahapelaamisen
teorian opettamista matematiikassa on tutkittu maailmalla positiivisin tuloksin.
Australiassa on otettu Queenslandin osavaltioissa kayttdon oppimateriaali
peruskoululaisten matematiikan tunneilla, jonka tarkoituksena oli ehkaista nuorten
rahapelaamista (Peard, 2008). Yhdysvalloissa on jo tarjottu lukiolaisille kursseja
rahapelaamisen matematiikasta jo vuosia (Ethier & Hoppe, 2019). Yleisia
matematiikan opetuksen tavoitteita on antaa opiskelijalle mydnteisia kokemuksia ja

totuttaa opiskelijaa tekemaan ja tutkimaan otaksumia (Opetushallitus, 2019).

Toiseen tutkimuskysymykseen on vastattu kehittdmisprosessin avulla. Kurssin
suunnittelun alkuvaiheessa on varmistettu teoreettisella ongelma-analyysilla, etta
opetettavaa materiaalia 10ytyy tarpeeksi ja ettd aiheen opettamisesta on aikaisempaa
tutkimustietoa, joka puoltaa  kehittdmisprosessin  jatkamisen  puolesta.
Rahapelaamisen matematiikkaan 10ytyi runsaasti materiaalia, joten sita taytyi karsia
moneen otteeseen: ensin muistiinpanoja kirjoittaessa, sitten teoreettista ongelma-

analyysia Kkirjoittaessa, empiiristd ongelma-analyysia kirjoittaessa ja lopulta
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kurssisuunnitelmaa kirjoittaessa. Lopulta jaljelle jai mielestani oleellisimmat tallaiselle
kurssille kuuluvat asiat. Tallaista kurssia suunnitellessa taytyy tietenkin ottaa huomioon
my0s yleisia kurssin rakenteellisia seikkoja: kuinka monta oppituntia on kaytossa, mita
sisaltoja mihinkin oppituntiin kuuluu, mita oppimateriaalia ja valineita tunneilla tarvitaan
ja miten kurssi arvioidaan. Oppituntien sisallét jaetaan niin, ettd niistd muodostuu

jarkeva johdonmukainen kokonaisuus.

Kolmanteen  tutkimuskysymykseen  vastattin  kehittdmistuotoksen  avulla.
Kehittamistuotoksesta selvasti nakee, ettd jokainen oppitunti sisaltdd kurssin
aiheeseen liittyvaa ja lukion matematiikan oppitunnille sopivaa teoriaa, josta osa on
opiskelijoille tuttua entuudestaan ja osa on taysin uutta. Minkaan uusista valituista
matematiikan konsepteista ei pitaisi olla lukiolaisen kapasiteettia ylittavaa. Kurssia
suunnitellessa on pyritty ottamaan huomioon se, ettd kurssi olisi mielekas
oppimiskokemus opiskelijoille. Aiheen formaali matemaattinen esitys ja oppijan
kokemusmaailma kohtaavat pelien merkeissa, aiheen kasittely on todentuntuista ja
mielenkiintoa herattavaa ja opiskelijat paasevat itse kokeilemaan ja analysoimaan
peleja. Kaiken tama perusteella kurssi sopisi ehdottomasti lukion pitkdn matematiikan
valinnaisten kurssien tarjontaan. Yhteenvetona kolmesta tutkimuskysymyksesta
voidaan sanoa, etta nuorten rahapelaamisen ehkaisy on tarkea mutta vahan tutkittu
aihe, johon koulumaailmassa voitaisiin vaikuttaa tallaisella rahapelaamisen
matematiikan kurssilla, joka samalla tarjoaisi mielekastd tapaa opiskella

matematiikkaa.

Kehittamistutkimuksen luotettavuuden tarkastelussa kaytetaan yleensa (ja myos tassa
tutkimuksessa) Lincolnin ja Guban (1985) kehittdmaa neljan luokan sisaltavaa
luokittelua. Nama nelja luokkaa ovat uskottavuus, siirrettavyys, luotettavuus ja
varmuus seka vahvistettavuus (Tuomi & Sarajarvi, 2009, 136-139). Tutkimus on
uskottava, koska tutkimus on toteutettu kolmen tutkimuskysymyksen pohjalta ja
tutkimus vastaa jokaiseen niista. Uskottavuutta tuo myds tutkimusprosessin tarkka
kuvaus teorian keraamisesta tuotoksen valmistumiseen asti. Tutkimuksen siirrettavyys
toteutuu, koska tutkimuksen tuotoksena on selkeasti rakennettu kurssisuunnitelma ja
esimerkkioppitunti, joiden avulla kuka tahansa tutkimuksen lukenut matematiikan
opettaja voisi opettaa kurssin. Vaikka tutkimus onkin vain yhden kehittdmissyklin
mittainen, sen eri osia on luettu, tarkastettu ja korjattu tutkijan toimesta useampaan

otteeseen seka sen tulee tarkastamaan kaksi maisterintutkielmaa ohjaavaa opettajaa,
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mika tekee tutkimuksesta luotettavan ja vahvistettavan. Tutkimuksessa esiintyvat
teoriat ja johtopaatdkset on esitetty niin, ettd lukija pystyy seuraamaan tutkijan

paattelya, mika luo tutkimukselle lisda vahvistettavuutta.

Lopuksi tutkimusta reflektoidaan Mauri Ahlbergin (2013) kehittdman parannetun Vee-
heuristikan avulla. Se koostuu kymmenesta korkealaatuiseen oppimiseen ja
ajatteluun johdattelevasta kysymyksesta, jotka on aseteltu V-kirfjaimen muotoiseen
malliin (Kuva 12). Vee-heuristiikka on arvokas kehittamistyon valine, jolla saadaan

tietoja kehittamistutkimuksen arvoista.

SUUNNITTELU ARVIOINTI

1. Tutkimusongelma: Kirjoita
tahan selkea kysymys, mita

haluat tutkia. Kysymys paattyy
aina kysymysmerkkiin (?).

2. Arvoperusta:
Miksi haluat kayttaa elamaasi,
aikaasi ja resurssejasijuuri

taman ongelman tutkimiseen.

10. Arvovaitteet:

Minka arvoista tietoa sait
tutkimuksesi tuloksena?
Minka arvoisena pidat
tutkimusprosessiasi?

3. Teoreettinen perusta:
Mihin aikaisempaan tietoon
tutkimusongelmasi perustuu?

9. Tietovaitteet:
Mita uutta tietoa sait hankituksi?

4. Kasitteellinen perusta:
Mitka ovat paakasitteet, kun etsit
ratkaisuja tutkimusongelmaasi?

8. Millaisia menetelmia kaytit
todellisuudessa etsiessasi
vastauksia tutkimusongelmiisi?

5. Menetelmallinen perusta:
Milla menetelmilla aiot etsia
ratkaisua tutkimusongelmaasi?

7. Millaista tutkimusaineistoa
saittodellisuudessa hankituksi?

TOTEUTTAMINEN

6. Mita tosiasiassa teit
koettaessasi vastata
tutkimusongelmaasi?

Kuva 12. Kehittdmistutkimuksen kymmenen vaihetta korkealaatuiseen ajatteluun.

1. Onko rahapelaamisen matematiikasta mahdollista kehittdd Ilukion pitkan
matematiikan kurssi ja jos on, niin mita hyotya siita on ja mita sen kehittdminen
vaatii?

2. Haluan kayttaa aikaani taman tutkimiseen, koska aihe on minua itsea
kiinnostava ja koska nuorten rahapelaaminen on tarkea tutkimusaihe, jota on

tutkittu suhteellisen vahan.
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. Tutkimus perustuu lukemaani Robert Peardin artikkeliin, jossa Australiassa
otettin Queenslandin osavaltioiden peruskouluissa kayttoon rahapelien
matematiikan oppimateriaali, jonka toteutus onnistui ja saattaisi onnistua myos
muissa valtioissa.

. Paakasitteet ovat rahapelaaminen, matematiikka, rahapelaamisen
matematiikka, matematiikan opetus, kurssin kehittdminen.

. Aion etsia ratkaisua tutkimusongelmaani lukemalla aiheeseen liittyvia
artikkeleita, kirjoja ja tutkimuksia.

. Tosiasiassa tein juuri kuten edellda mainitsin. Kokosin vankan teoriapohjan
erilaisista lahteista, joissa on tutkittu rahapelaamisen matematiikan teoriaa ja
opetusta.

. Sain  hankituksi  artikkeleita,  kirjoja, tutkimuksia ja lakiteksteja
kehittamistutkimuksesta, matematiikan teoriasta, rahapelaamisen teoriasta,
rahapelaamisen matematiikan teoriasta, peliteoriasta, matematiikan opetuksen
teoriasta, rahapelaamisen kulttuurista ja kurssin suunnittelusta.

. Kaytin huomattavan maaran aikaa lahteiden keraamiseen ja niista
muistiinpanojen kirjoittamiseen, mutta siitd oli suunnaton hyéty tutkimuksen
Kirjoittamis- ja kehittamisvaiheessa.

. Kehitin kokonaisen matematiikan kurssin suunnitelman rahapelaamisen
matematiikasta, joka on suhteellisen vahan tutkittu mutta tarkea aihe.
Kehittamisprosessin yhteydessa opin itse paljon kehittamistutkimuksesta,

tutkimuksen tekemisesta ylipaansa ja matematiikan opetuksen teoriasta.

10.Sain arvokasta tietoa suomalaisten nuorten tilanteesta rahapelaamista koskien

ja sain tuotettua kehittamistuotoksen, jonka avulla kuka tahansa muu
matematiikan opettaja voisi hyodyntaa matematiikan opetuksessa. Tutkimus oli

kokonaisuutena seka tuloksiltaan etta prosessiltaan arvokas.
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LITTEET

Liite 1: Maksimointipeli

Maksimointipelissa pelaaja heittaa viitta noppaa ja julistaa niista yhden tai useamman
jaatyneeksi, jonka jalkeen han toistaa prosessia jaljelle jaaneilla nopilla, kunnes kaikki
viisi noppaa ovat jaatyneita (viidellad tai vahemmalla heitolla). Tarkoituksena on
maksimoida jaatyneiden noppien summa s, jonka perusteella pelaaja saa muilta
pelaajilta s — 24 yksikkoa (24 — s yksikk6a maksetaan muille pelaajille, jos s < 24).

Tahan peliin voidaan maarittda optimaalinen strategia.

Yhden nopan heiton odotettu summa on
1
E(s))=(1/6)(1+2+3+4+5+6) = 35

Kahdella nopalla ja mahdollisuudella heittda toinen niistd uudelleen odotusarvo

noppien summalle on

1 1 1 1
E(s;) = (1/36)[12+2-11+3-10+2:95+2:9+2-95+2-85+8+2-95

+2 81+2 71+2 81+2 71+61+2 71+2 61+2 61+51+2 51+4 !
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2]

=~ 8,236.

Kolmella nopalla ja mahdollisuudella heittda kahta niistd uudelleen seka yhta viela
kolmannen kerran, odotusarvo noppien summalle on E(s;) ~ 12,425.

Samoin neljalla nopalla ja mahdollisuudella heittdd osaa niista uudelleen, noppien
summan odotusarvoksi saadaan E(s,) =~ 18,844. Viidella nopalla pelin saantdjen
mukaisesti noppien summan odotusarvoksi saadaan E(ss) = 24,442. Naiden
perusteella saadaan optimaalinen strategia. Yhta noppaa tulisi heittda uudelleen, jos
nopan tulos on 3, koska nopan odotusarvo on 3,5. Kahta noppaa heitettaessa
yhdistelmat, joiden summa on 9 tai vdhemman, pitaisi ainakin osittain heittaa
uudelleen. Esimerkiksi tulos (4,4) heitetdan uudelleen, tulos (5-4) jaadytetaan ja
tuloksesta (5-3) heitetdan noppaa, joka antoi luvun 3. Kolmea noppaa heitettdessa
kaikista yhdistelmista, joiden summa on 15 tai alle, pitaisi tutkia erikseen heitetdanko
yhta, kahta vai kolmea noppaa uudelleen. Esimerkiksi tuloksesta (5-5-3) jaadytetaan
(5-5) ja heitetdaan 3 uudelleen, ja tuloksesta (5-4-4) heitetdan kaikki nopat uudelleen.

Pelin ensimmaisen heiton jalkeen on mahdollisuus heittaa neljaa noppaa uudelleen.
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Talloin tutkitaan kaikista yhdistelmista, joiden summa on 21 tai alle, etta heitetdanko
niista uudelleen yhta, kahta, kolmea vai neljaa noppaa. Esimerkiksi tuloksesta (5-5-5-
3) heitetdan kaikki nopat uudelleen [saadaan tulos E(s,)] ja tuloksesta (6-5-4-4)
heitetdan (5-4-4) uudelleen [saadaan tulos 6 + E(s3)]. Selvasti lukua 6 ei heiteta
koskaan uudelleen, 5 ja 4 ovat tapauskohtaisia ja 3, 2 ja 1 heitetdan aina uudelleen,

kun pelin saannot sen sallivat.

Pelin odotettu voitto E(G) on
30

E@G) = ) (s = 24)P(s),

s=5

missa muuttuja s voi vaihdella valilla 5-30 ja arvo P(s) saadaan taulukosta.

30 0.0108 25 0.1410 20 0.0397 15 0.0015
24 0.03&83 24 0.1291 19 0.0250 14 0.0005
28 0.0808 23 0.1076 18 0.0145 13 0.0001
27 0.1193 22 0.0817 17 0.0078& 12
26 0.1401 21 0.0588 16 0.0036 11

Maksimointipelin todennakdisyydet.

Tasta saadaan E(G) = 0,438. Peli on siis hyvin suotuisa optimaalisesti pelaavalle

heittovuorossa olevalle pelaajalle. (Epstein, 2009)
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