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1. Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutkia aritmeettista derivaattaa. Arit-
meettinen derivaatta on mééritelty vasta muutamia kymmenia vuosia sitten,

vaikka sen alkuperé saattaa hyvinkin olla kaukana historiassa. Luvun n arit-

vaatan lausekkeelle ja laajentaa tiata koskemaan myo6s negatiivisia kokonaislu-
kuja. Myohemmin késitettd on laajennettu koskemaan seké rationaalilukuja,
ettd joitain irrationaalilukuja.

Tutkielman alussa esitelldén yleisid madritelmii, joita kdytetddn myohemmin
hyvaksi. Tamén jalkeen méaaritelldéin aritmeettinen derivaatta luonnollisilla lu-
vuilla seké tutkitaan aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Luvussa tutki-
taan myo0s osamadrin derivaattaa seké negatiivisten kokonaislukujen derivoin-
tia.

Seuraavassa luvussa on tarkoitus laajentaa aritmeettisen derivaatan masritelmaa
koskemaan myos rationaalilukuja. Luvussa pohditaan myos raja-arvon lim,_,, 2’
olemassaoloa. Mééritelmén laajennusta jatketaan logaritmin derivaattaan, po-
tenssien derivaattaan seké joidenkin irrationaalilukujen derivaattaan. Tarkoi-
tuksena on myos tutkia ratkaisuja joihinkin differentiaaliyhtéloihin ja keskittya
nimenomaan ratkaisuiden lukuméérien selvittdmiseen.

Lopussa on vield tarkoituksena tutkia Sophie Germainin lukujen ja Cun-
ninghamin ketjujen ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla. Viimeisené

pohditaan vield avoimia ongelmia.



2. Yleista

Luvussa esitelldén tutkielmassa yleisesti kdytettyja ominaisuuksia ja méaritelmié.

Tutkielman lapi luonnollisten lukujen symbolilla N tarkoitetaan lukujoukkoa
{0,1,2,...}.

2.1. Alkuluvut. Alkuluku p on luonnollinen luku p > 1, joka ei ole jaol-
linen muilla positiivisilla kokonaisluvuilla kuin luvuilla 1 ja p. Vastaavasti ne
positiiviset kokonaisluvut, jotka eivét ole alkulukuja, ovat yhdistettyja luku-
ja. Luvun 1 alkulukuihin kuulumisesta on historian saatossa kayty kiivasta
keskustelua. Loppujen lopuksi luvun 1 ei katsota kuuluvan alkulukuihin, silla
alkuluvuilla on useita ominaisuuksia, joita luvulla 1 ei ole. Alkulukuja on lo-

puton mééra, eli ne muodostavat jonon 2,3,5,7,11,...

ooooo

kaa alkulukutekijoihinsd. Yhdistetty luku voidaan siis ilmoittaa kahden tai
useamman alkuluvun tulona. Esimerkiksi yhdistetty luku 8 voidaan esittdaa
tulona 2-2- 2, missa kaikki kolme lukua ovat alkulukuja. Puolialkuluku on yh-
distetty luku, joka voidaan esittdéd tulona kahdesta alkuluvusta. Esimerkiksi
luku 6 on puolialkuluku, silla se voidaan esittda tulona 2 - 3. Mitdéan yksinker-
jaettavia lukuja ovat suuret puolialkuluvut, silla kahden tarpeeksi suuren al-

kuluvun metsastaminen voi kestaa kauan.

2.3. Ryhmi. Ryhmé on algebrallinen systeemi, jossa on mééritelty yksi

laskutoimitus.

MAARITELMA 1. Olkoon G epityhji joukko. Paria (G, o) sanotaan ryhméksi,

jos seuraavat ehdot ovat voimassa:



GO0. o on joukossa G madéritelty laskutoimitus, ts. aob € G Va,b € G}
Gl. (aob)oc=ao(boc) Ya,b,c € G (liitédntalaki);

G2. on olemassa sellainen G:n alkio e (ns. neutraalialkio), etté

ecoa=aoe=a VacQG,

1

G3. jokaista G alkiota a kohti on olemassa sellainen G:n alkio o' (us.

kadnteisalkio), ettd
acat=aloa=e.

Jos lisdksi laskutoimitus on kommutatiivinen, eli vaihdannainen, sanotaan

ettd (G, o) on kommutatiivinen ryhmé eli Abelin ryhmé.

Jaannosluokat mod m  muodostavat additiivisen Abelin ryhmén (Z,,, +),

kun yhteenlasku mééritelliin @ + b = a + b. Nolla-alkiona on 0 ja alkion @

vasta-alkiona —a.

ESIMERKKI 2. Ryhmi Zj3 on siis joukko {0, 1,2}. Yhteenlasku toimii siis
2+0=2ja2+1=3=0.

Alkion sanotaan virittava ryhmén, jos kaikki ryhmén jasenet voidaan lausua
kyseisen alkion monikertoina. Eli &skeisen esimerkin ryhmén virittda esimer-
kiksi alkio 1, silli2=1+1ja0=1+1+ 1.[4]

2.4. Rengas. Rengas on nyt kahden laskutoimituksen systeemi.

MAARITELMA 3. Kolmikkoa (R, +,-) sanotaan renkaaksi, jos se tdyttdi
ehdot:

R1. (R,+) on Abelin ryhmé;
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R2. kertolasku - on joukossa R mééritelty laskutoimitus;
R3. a(bc) = (ab)c Va,b,c € R;

RA4. joukossa R on sellainen alkio 1, etta
a-1=1-a=a Ya € R;

R5. a(b+¢) =ab+ac, (a+b)c=ac+bc Va,b,c€ R.

Jos kertolasku on lisdksi kommutatiivinen, sanotaan, ettd R on kommuta-

tiivinen rengas.[5]

2.5. Bertrandin postulaatti. Bertrandin postulaatti on lause, jonka mu-
kaan jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n > 3 on olemassa ainakin yksi

alkuluku p, jolle pétee

n<p<?n-—2.

Heikompi muotoilu tésté on, etté jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n > 1

on olemassa ainakin yksi alkuluku p, jolle pétee
n <p<?2n.

Yksi Bertrandin postulaatin seurauksia on, ettd alkuluvut mukaanlukien luku
1 muodostavat tédydellisen jonon. Jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan
esittdd summana alkuluvuista ja luvusta 1 kdyttden jokaista lukua aina vain

kerran.

3. Aritmeettinen derivaatta

Téssé luvussa méaritelladn arimeettinen derivaatta, sekéd osoitetaan, etté

derivaatta on hyvinméaéritelty.
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MAARITELMA 4. Aritmeettinen derivaattan’ : N — N maéaritellaan kayttiaen
kahta padsaantod, joissa p olkoon miké tahansa alkuluku seké a ja b mité ta-
hansa luonnollisia lukuja. Talloin
p' =1ja (ab) =d'b+ab.
Jalkimmaéainen aritmeettisen derivaatan médritelmén sdannoistd tunnetaan
paremmin Leibnizin sdantoné.

ESIMERKKI 5. Madaritetdan luvun 8 aritmeettinen derivaatta.

8 = (4-2)=4-2+4-2=(2-2)-2+4-1
= (2-242-2)-244=(2+2)-2+4=8+4=12.

LAUSE 6. 1" =0 sekd 0' = 0.
Tobistus. Kéaytdmme hyviksi todistuksessa Leibnizin sdéntoa, jonka pe-

rusteella
'=1*=01-1)=1-1"+1-1=2-1"&1=0,

0=(2-00=2-042-0=2-0<0 =0
0

Seuraavaksi tulee todistaa, etti aritmeettinen derivaatta on hyvinmaéaritelty.

LAUSE 7. Derivaatta n' on hyvinmddritelty jos ja vain jos pdtee: kun

k
n = H piton alkutekijbihinsd jaettu luonnollinen luku, niin

i=1



k
/ n;
n=n —.
im1 Pi

TobisTus. Jotta derivaatta on hyvinméaritelty, tulee sen olla yksiselittei-
sesti maaritelty. Koska 1’ = 0, pitdd enaé todistaa, ettd yhtalo

’_ ko n; : ;
n=n),, o> on johdonmukainen.

Tata varten todistetaan lause.

LAUSE 8. Ratkaisut funktionaaliseen yhtdloon L : N — S,
L(a)+ L(b) = L(ab),

jossa S on mielivaltainen rengas, jonka laskutoimituksina on + ja -, saadaan

muodossa
k

i=1
missd f: P — S on mikd tahansa funktio alkuluvuilta S:lle.

TobisTuS. Ensin osoitetaan, etté jokainen yhtélon L(a) + L(b) = L(ab)
ratkaisu on muotoa L(n) = Zle af(p).

L:n médritelmésts seuraa, ettd L[], ;) = SoF_ (a;) seké L(a®) = bL(a).
Olkoon n = Hle p;* mielivaltainen kokonaisluku. Nyt

k

L(n) = L(Hp?l) =D L) =) ail(py).

i=1 i=1
Madritellaan f : P — Sf(p) = L(p) jokaiselle alkuluvulle p. T&llin
L(n) = £y o ().
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Seuraavaksi osoitetaan, ettd jokaiselle funktiolla f : P — S on olemassa
L(n) = % | a;f(p;) ratkaisuna yhtiloon L(a) + L(b) = L(ab).

Olkoon a = [, p® ja b = [1_, p* yhtéléssi L(a)+ L(b) = L(ab).Tllsin

k
L(a)+ L(b) = Hp )+ L Hp Z () + > L))
i=1 i=1
= Z o L(pi) + Z BiL(p:) = Z(Oéi + Bi) L(ps)
i=1 i=1 i=1
k
= > (i +B:)f(pi) Hp"‘ ) = L(ab).
i=1
Siis saimme yksikésitteisen ratkaisun. 0

Nyt siis meillé on yksikésitteinen maaritelma derivaatalle, eli maérittelemdmme

funktio on hyvinmaéaaritelty. 0

Nyt kun tiedetédén, ettd aritmeettinen derivaatta voidaan laskea kaavalla
n =nYr, o, voimme laskea alun esimerkin uudelleen.

ESIMERKKI 9.

8’:(23)’:8-2:12.

4. Ominaisuuksia
Seuraavaksi tutkitaan aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Tarkedd arit-

meettisessa derivaatassa on huomata, ettéd lineaarisuus ei péade yleisesti. Joil-

lakin yksittdistapauksilla pétee (a+b)" = @’ + b, mutta yleisesti yhtélo ei pida
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paikkaansa. Helppo esimerkki lineaarisuuden puuttumisesta on
(2+43) = 5 =1
243 = 1+1=2.

Lineaarisuuden puuttumisesta seuraa myos se, ettd (ab)” # a” + 2a’b + V.

Tutkitaan siis ensiksi, mité lineaarisuuden voimassaolosta seuraa.

LAUSE 10. Jos (a +b) = o +V, niin kaikille k € N pitee (ka + kb)' =
(ka) + (kb)'.
TobisTus. Oletetaan (a + ) = o’ + . Talléin
(ka +kb) = (k(a+0b)) =K (a+0b)+k(a+b) =Fa+Eb+ k(a+0)
= Ka+kb+kd +kb =Ka+kd + Kb+ kb = (ka) + (kb)".
U

Sama pétee myos epayhtéloille sekd voimme laajentaa ne koskemaan line-

aarikombinaatioita,
(a40b) >d 4+ = (ka+ kb) > (ka) + (kb)’,

(a+0b) <d 4+ = (ka+kb) < (ka) + (kb),

(Z viai) = Z viai) = (k Z%‘ai)/ = Z%‘(k@z’)l'
Niiden todistaminen noudattaa edellisen lauseen todistuksen kaavaa.

Téastéd on suoraan johdettavissa seurauksia.

SEURAUS 11. (3k) = K + (2k) , (2k) < 2K , (5k) # (2k) + (3k)'
(5k) = (2k)' + 3K'.

LAUSE 12. Kaikille k > 1,k € N, jos n' > n, niin (kn)" > kn.



TobisTtus. Olkoon k > 1,k € N jan’ > n. Nyt
(kn)" = K'n+kn' > kn’ > kn.
0]

LAUSE 13. Kun n' > n, niin kaikille luonnollisille luvuille k > 1 pdtee
(kn) > kn.

TobisTus. Oletetaan n’ > n ja k > 1. Nyt (kn) = k'n + kn’ > kn’ >
kn. OJ

LAUSE 14. Jos n = p’m, missd p on alkuluku ja m € N ja n > 1, niin

n' = pP(m+m') ja limg_e n® = oo.

TobisTus. Oletetaan, ettd n = pPm. Nyt Leibnizin sdannon seké lauseen

7 mukaan
n' = (pP)m+ pPm’ = pP - gm +pPm’ = pP(m +m).

Alkuoletusten mukaisesti n > 1 sekd & > 1. Nyt on selkeéisti ndhtédvissé, etté

n < n' seké yleisemmin n® > n + k. O

Lause pétee siis, jos alkuluvun p eksponentti on sama kuin luku itse. Hel-
posti on kuitenkin huomattavissa, etté sitd voidaan soveltaa tilanteeseen, jos-
sa eksponentti on suurempi kuin luku itse. Tutkitaan siten tapausta, jossa p:n

eksponentti on pienempi kuin itse luku.

LAUSE 15. Olkoon luonnollinen luku n jaollinen luvulla p*, missd p on

alkuluku ja k on p:n suurin mahdollinen potenssi, 0 < k < p. Tdlloin n' on
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jaollinen luvulla p*~* ja k — 1 on p:n suurin mahdollinen potenssi, jolla timid

pitee. Lisiksi kaikki luvut n,n',n", ..., n%) ovat eri lukuja.
TobisTus. Olkoon n = pFm. Nyt
n' = kp*tm + p"m’ = p" " (km + pm).

Selkesisti ' on jaollinen luvulla p*~1. Termi km + pm’ ei ole jaollinen luvulla
p, silld 0 < k < p, joten k — 1 on suurin mahdollinen p:n potenssi, jolla n’ on

jaollinen. 0

Seuraavaksi tutkitaan negatiivisten kokonaislukujen derivointia.

MAARITELMA 16. Negatiivisen kokonaisluvun aritmeettinen derivaatta las-

/

ketaan sdédnnolla (—n) = —(n'), missd n € N.

LAUSE 17. Aritmeettinen derivaatta on yksiselitteisesti madritelty koko ko-

konaislukujen joukossa.

TobDIsTUS. Aloitetaan todistaminen selvittamalla luvun —1 derivaatta.

Kiytetdin hyviksi tietoa, ettd (—1)% = 1 seké lausetta 6, joiden mukaan
(-1)=1= (-1 =1"=2-(-1)-(-1) =0« (-1) =0.

Kaytetdaan tata tietoa nyt hyvéksi negatiivisten kokonaislukujen derivoin-

nissa. Olkoon k posiitivinen kokonaisluku. Talloin
(—k) = (=1 k) = (=L/k + (1)K = 0+ (1) = —(¥).

Néin ollen siis aritmeettinen derivaatta on pariton funktio. U
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Seuraavaksi tutkitaan osaméairan derivointisddntoa. Jos haluamme Leib-
nizin sddnnoén pétevian kokonaisvaltaisesti, tulee myos osaméérén derivoin-

tisdannon olla voimassa.

LAUSE 18. (4) = 2o,

TobisTus. Lauseen 6 mukaan 1’ = 0. Oletetaan, ettd n # 0. Nyt

n,, ’ 1, , 1 1/
() & =) =0en" —+n(-) =0,
]‘/_ / 1 ]-,_ n
n (=) =l s e () =
Nain ollen saamme
ay_ 1 1, d ab db abl _ db—alf
(b) =a b+a/ (b) - b b2 - b2 b2 — b_2 .

Osamaéréin derivaatan tulee olla myds yksiselitteisesti maarétty, joten tut-
kitaan, onko &skeisen lauseen derivaatta hyvinméaritelty. Tamé tehddén osoit-
tamalla, ettd ($5)" = (§)". Nyt

ac,,  (ac)'bc—ac(bc)  (d'c+ ac)bc— ac(b'c+bc)
) = (bc)? B (be)?
_d'be? 4 abed — ab'¢? —abed *(d'b— ab)
B (be)? B b2c?
/ /
_ abeab :(%),‘

Néin ollen siis my0s osaméaran derivaatta on hyvinméaéritelty. 0
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5. Aritmeettisen derivaatan laajennukset

Tutkitaan vield lisdd aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Laajenne-
taan sen késitettd rationaaliluvuille, logaritmin derivaatalle, potenssin deri-

voinnille seké joillekin irrationaaliluvuille.

5.1. Rationaaliluvun derivaatta. Aloitetaan positiivisista rationaali-
luvuista. Helpointa on mééritelld rationaaliluvun derivaatta Lauseen 7 osoit-

tamalla tavalla.

MAARITELMA 19. Olkoon = = Hlepfi rationaaliluvun x jako alkute-

kijoihin, jossa jotkut eksponentit z; voivat olla negatiivisia. Nyt

k .
P=x) =
i— Pi
ESIMERKKI 20.
1 11
—_=—Z.-=91t.371
6 2 3 ’
1, 1 -1 -1 1, 3 2 1 ) )
N B A L A L T

Tutkitaan nyt rationaaliluvun derivaatan ominaisuuksia. Tavoitteena on
osoittaa, ettd rationaaliluvun derivaatta on rajoittamaton. Aloitetaan todis-

tamalla, ettd aritmeettinen derivaatta on epédjatkuva jokaisessa pisteessa.

1

LAUSE 21. Jokaiselle alkuluvulle p > 3 pitee (;£5)" <0 ja (=) >

N[ =

TobisTus. Aloitetaan todistaminen jalkimmaéisesta osasta. Kdytetdan osaméaran

derivaattaa hyvéksi,

=Ly pp—1) = (-1
p P? '
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Koska p > 3, niin p — 1 on parillinen. Nyt siis p — 1 = 2m,m > 1, joten

—1
(P—l)/:(2m)'=2’m+2m’2m+2:pT+2

2p?

Siis (1) > L.
p
Seuraavaksi todistetaan lauseen ensimmaéinen osa. Kéytetddn myos téassé
hyodyksi osaméérin derivaattaa,
Py (p+ 1p —plp+1)
p+1 (p+1)2 '
Edelleen p+ 1 on parillinen, joten samalla paéttelyketjulla kuin ylla (p+ 1) >

+1 +1 s
Bt2>5

(P ),:(p+1)p’—p(p+1)’ (p+1)—p
p+1 (p+1)? (p+1)?

Ottaen huomioon alkuoletuksen p > 3 saadaan § > 1, joten £(p 4 1) >
(p+ 1). Néin ollen

+1
(p+1) —pi-

D
< < 0.
(p + 1) (p+1)2
Néin ollen siis, kun p > 3, pétee (#)’ <0 ja (7%1)’ > 1. O

Kaytetddn nyt edellistd lausetta hyvéksi ja todistetaan rationaaliluvun
aritmeettinen derivaatta rajoittamattomaksi, kun rationaaliluku x ldhestyy

toista rationaalilukua a.
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LAUSE 22. lim,_,, 2" ei ole olemassa millidin a € Q.

TobisTus. Mairitelmén 16 mukaan (—x)’ = —2’, joten voidaan rajoittau-
tua tutkimaan pelkéstdén ei-negatiivisia lukuja. Lauseen 21 mukaan nyt siis

pétee (-£7)" <0 ja (’%1)’ > £, kun p > 3. Otetaankin tutkittavaksi luvut ap%l

ja a#. Havaitaan heti, ettd kun p kasvaa rajatta, molemmat luvut lahestyvat

arvoa a. Talloin

. . p—1 p—1 . p—1 1 1
] = lim (' + ‘a) > lim (d' +za)=d + -
pg{)lo(a p ) Jim (a p ( P )a) pgiolo(a, P 2a) a +5a
ja
lim (a ) = lim (d’ b + af b )) < lim o P a.

a =

Néin ollen siis yleistettyna saadaan lim,_,, 2’ > o’ + %a ja lim,_,, 2’ < d'.
Tastd ndhdéén suoraan, ettd raja-arvoa ei ole olemassa, kun a # 0. Osoitetaan
vield, ettd raja-arvoa lim,_,ox’ ei ole olemassa. Méaéritellidn kaksi funktiota

Z+ — Z+:

—~ 1
a(xr) = logy(2+ Z — ), missé p; on i:nnes alkuluku,
j=1 Pk
p(z) = pienin alkuluku, joka on suurempi kuin a(z) [} _, pm.

p(z)lle pétee néin ollen a(z) [} _, pm < p(z) < 2a(z)[], _, pm- Tami
pétee, sillda Bertrandin postulaatin mukaisesti lukujen n ja 2n vilista 16ytyy
aina alkuluku. Huomataan myds, ettd sarja » ,_, pik hajaantuu. Néin ollen
lim, . a(z) = co.
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Tutkitaan nyt jonoa, jonka yleinen termi on
[ P
p(z)
Havaitaan, ettd tdmé jono lahestyy lukua 0, kun x:44 kasvatetaan rajatta.
Koska a(z) [ _; pm < p(x) < 2a(z) []},_, Pm, Pitee nyt

lim Hm:},:pm < lim —Hm:l Prm < lim —Hm:xl Pm ,
X m 1
lim < lim Hm:l P < lim .
Z—00 2a(:13) Z—00 p(m) T—00 a(m)

Havaitaan siis, ettd jonoa molemmin puolin rajoittavat funktiot lahestyvét
molemmat lukua 0, jolloin my&s jono itse ldhestyy lukua 0, kun = kasvaa ra-

jatta.

Mééritelmén 19 mukaan voidaan luoda jonon yleisen termin derivaatan lauseke

p(z)

(

p(r) =pe pl)”

Maééaritetddn nyt tAmén jonon raja-arvo:

NY U Y N S SN | Y 0 N BN § S |
_ im H;:lpm - i
T AT &)

Rajoittavien funktioiden avulla saadaan

lim < —) < lim
200 20(2) [ [y Pm 4 k™ ~ w000 pla) ip” woee al@) [Ty pm 5 i

L 1pm  ~— 1 i pm = 1 Lo o~ 1
! ) —) < lim ==ty —mel T (N ),
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210 Pk < lim [nz1 P L ) < lim Lo Ph

lim 2 < lim tim=1Pm (N 2 e
T—00 2 10%2(Zk:0 pik) z—oo  p(x) ; Pk =300 10g2<2k:0 pik)

Koska molemmat rajoittavat funktiot kasvavat rajatta, niin tekee myos

jono. Néin ollen 2’ hajaantuu, kun x ldhestyy lukua 0.
O

5.2. Logaritmin derivaatta. Aritmeettinen derivaatta ei téyté aina li-
neaarisuutta, joten emme voi myoskoon olettaa, ettéd tulon logaritmi olisi yhté
suuri kuin tulontekijoiden logaritmien summa. Maéritelladn seuraavaksi loga-

ritmin derivaatta ld(x).

MAARITELMA 23. Jos z = Hlepfi, missd p;:t ovat eri alkulukuja ja z;:t
ovat kokonaislukuja, niin

ld(z) = Z % ld(—z) = 1d(z), 1d(0) = oo,

Maéaritelmé voidaan siis esittdd muodossa

LAUSE 24. Kaikille rationaaliluvuille pitee ld(zy) = ld(x) + ld(y).

TobpisTus. Kéytetddn hyvéksi edellistd méaritelméd, jolloin

zy) xly+axy
ld(zy) = (xz) _ yxy v _

x/ y/ B
L+ = )+ 1d(y).
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5.3. Potenssin derivaatta. Seuraavaksi laajennetaan aritmeettisen de-
rivaatan maéaritelmé koskemaan potenssin derivointia.
LAUSE 25. Olkoon x ja y rationaalilukuja ja x positivinen. Nyt pdtee
/

(z¥) = ya¥ a2’ = YT 0w = yxld(x).
T

TopisTus. Jos z = [[1_, p’, niin méiritelmin 19 mukaisesti

k k k
() = ([prmy =ar 300 =yt 3ot =yl
i=1 i=1 i=1 1"

Di

Erityisesti alkuluvuille p pitee nyt (p?) =p-pP~t-p' =p-pP~1 = pP.

d

SEURAUS 26. Olkoon a, b, ¢, d rationaalilukuja niin, etti a® = ¢ (a,c positiivisia).

Silloin
b-ld(a) = d-ld(c),

a'bc = Cdad.
Erityisesti, jos a = b,c = d, saadaan a® = ¢, jolloin a’ = ¢ .

5.4. Joidenkin irrationaalilukujen derivaatta. Laajennetaan nyt arit-

meettisen derivaatan méiritelmé koskemaan myos joitain irrationaalilukuja.

LAUSE 27. Olkoon {p1,...,pr} jono eri alkulukuja sekd {x1,...,xx} jono

rationaalilukuja. Nyt P = Hle p;" =1 jos ja vain jos x4 = x9 = -+ = x, = 0.

TobisTus. Lause on selvisti totta, jos kaikki x;:t ovat kokonaislukuja.

Jos jokainen x; on rationaaliluku mutta ei kokonaisluku, valitaan luonnollinen
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luku m siten, ettd y; = mx; € Z. Nyt P™ =1, jolloin y; = 0. Néain ollen myos

O
Askeisen lauseen nojalla voimme laajentaa aritmeettisen derivaatan méaritelméa
laskea

MAARITELMA 28. Luvun z,

x € R, aritmeettinen derivaatta a2’ voidaan
k

T
= _

)

i=1 Pi

kun z voidaan kirjoittaa tulona x = Hle p;*, missd p; on alkuluku ja z; on
rationaaliluku.

ESIMERKKI 29. Ratkaistaan reaaliluvun v/3 aritmeettinen derivaatta,
= (32) =32

6. Differentiaaliyhtéloita

Seuraavaksi ratkaistaan muutamia differentiaaliyhtéloitd. Kdaytdmme alus-

sa vain positiivisia kokonaislukuja mutta my6hemmin otamme mydos rationaa-
liluvut kayttoon.

6.1. n=n'.

PR =

LAUSE 30. n = n’ jos ja vain jos n = pP, missd p on mikd tahansa alkuluku.
TobisTus. Oletetaan ensin, ettd n = pP. Nyt lauseen 7 mukaan n’
P =

p? = n. Oletetaan sitten, ettd n = n’. Koska n on luonnollinen luku,
se on jaollinen alkuluvulla p. Nyt lauseen 15 mukaan n on jaollinen luvulla

PP tai sitten n # n'. Jilkimméinen on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten n



19

on jaollinen pP:1la. Eli n = pPm. Lauseen 14 mukaan nyt n’ = pPm + pPm’.

Oletusten mukaan nyt pétee
n=n&spm+pm' =pPm e pPm' =0 m' =0

Nyt lauseen 6 ja oletusten mukaan m = 1. Eli n = p?. 0

6.2. n’ = a. Ensiksi toteamme, ettd suora seuraus lauseesta 6 on se, ettd
differentiaaliyhtalolla n’ = 0 on vain yksi positiivinen kokonaislukuratkaisu
n = 1. Lisdksi aritmeettisen derivaatan méaritelmian mukaan p’ = 1 kaikille
alkuluvuille. Néin ollen yhtélolle n’ = 1 ratkaisuna toimivat ainoastaan kaikki
alkuluvut. Tamé voidaan perustella Leibnizin sdannolld. Jos n € N ei ole
alkuluku, se voidaan ilmoittaa tulona ja derivoida Leibnizin sdéntoa kayttéen.
Néin ollen luvun n derivaatta on aina summa kahdesta tulosta ja on aina
siis suurempi kuin 1. Kaikilla muilla tapauksilla n’ = a on &érellinen méari

ratkaisuja tai ratkaisuja ei ole olemassa.

LAUSE 31. Olkoon n muelivaltainen positisvinen kokonaisluku. Nyt n:lle
pdtee
nlogyn
n < —22
-2
TobisTus. Olkoon n =[], pi. Téllsin n > [[, 2% = logyn > 25, n,.

Lauseen 7 mukaan nyt pétee

k k
, no_nYhn _nlogn

n' =n
=1 Di 2 -2
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LAUSE 32. Olkoon n luonnollinen luku ja k pienin n:n alkulukutekijia. Nyt
pdtee
nlog, n ,
—2>n.
L =n
Tobistus. Olkoon n =[], pi". Nyt lauseen 7 mukaan

m

a; ;. nd. " a; _ nlog,n
W=nY Hepy T e DO
— L
=1

k - k
Yhtéasuuruus pétee vain, jos n on k:n potenssi. 0

LAuse 33. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n, joka ei ole alkuluku ja voi-

daan ndin ollen jakaa k:hon alkulukutekijddn, pdatee
n > kn' %

jossa jokainen alkulukutekija voi esiintyé useita kertoja. Nyt

ko, k k
D 1 1.1 1 k=1
n =n <L =n —Z’]’Lk’( —)k:nk;n E = kn &
; Di ; Di g Di
Tésta seurauksena on, ettda n’ > 24/n. O

Tutkitaan nyt yhtialon n’ = a ratkaisuiden lukumé&aria.

SEURAUS 34. Jos yhtdlolli n' = a on luonnollisia ratkaisuja, silld on niitd

vain rajallinen madrd, kun a > 1.

TobisTus. Koska a > 1, n ei voi olla alkuluku. Kéytetddn nyt hyvéksi

lausetta 33 ja etenkin sen seurausta n' > 2v/n. Nyt siis a > 2y/n & § >

Vn = ‘1—2 > n. Siis yhtdlon ratkaisu ei voi olla suurempi kuin %. U
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LAUSE 35. Olkoon p alkuluku ja a = p + 2. Nyt 2p on ratkaisu yhtdléon

n' = a.
TobisTus. Oletetaan, ettd n = 2p. Nyt
n=02p) =2p+2p)=1-p+2-1=p+2=a.
Siis 2p on ratkaisu yhtéloéon n’ = a, kun a = p + 2. 0J

6.3. 7/ = ax. Otetaan nyt kdyttoon rationaaliluvut ja tutkitaan seuraa-
vaksi yhtalon 2’ = ax ratkaisuiden lukumé&érid, kun molemmat x ja « ovat

rationaalilukuja. Tarkastellaan siis luvun a mahdollisia arvoja.

LAUSE 36. Jokainen rationaaliluku, jonka nimittdji voidaan esittdd eri-

laisten alkulukujen tulona voidaan esittid summana ), oL MisS(
T

7 p1p2p3...pr’
pi on alkuluku ja a; € Z.

TobisTus. Kéaytetddn todistuksessa hyodyksi induktiota. Kun k£ = 1, ta-

_m
P1p2p3.--Pk

ku voidaan esittdd summana ) ;171 Osoitetaan nyt, ettd myos jokainen muotoa
1

paus on selvi. Oletetaan nyt, ettd jokainen muotoa oleva rationaalilu-

—m
P1p2P3.--PkPk+1

summimaa.

voidaan esittaa vastaavanlaisena summana. Tutkitaan seuraavaa

m i ag+1
Di-. PkPk+1  Pk+1 ’

jossa ag.1 on kokonaisluku, jolle pétee

(ag41)(p1---pk) = —m ( mod pi1)

Téllainen luku on olemassa, silld kokonaisluvut muodostavat jaénnodsluokkaryhmén
( mod p) yhteenlaskun suhteen ja téssd ryhméssé Z, jokainen nollasta poik-

keava alkio virittdd ryhmén. Nain ollen saadaan
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m " Q1 _ M+ Q1P - - - Pk
P1---PkPk+1  Pk+1 P1-.-Pk+1

Kaytetddn nyt tietoa ag,q:std hyvéksi, jolloin tiedetéddn, etta

m+ appapr---pe =0 ( mod ppiq).

Néin ollen siis osoittaja on jaollinen luvulla pg.1, jolloin summa on muotoa

(m+ak+1pl Pk )

m n Qh1 _ M A+ Q41P1-- - Pk _ Pht1
P1---PePk+1 Pr+1 P1... - Pk+1 P1-.-DPk
Nyt osoittaja m‘”;;—f'”p’“ on selkeésti kokonaisluku. T#ll6in
m—+ag41P1..-Pk
m _ —Qk+1 + Dk+1
D1 DPk+1 Pr+1 P1...DPk

Viimeinen luku voidaan esittdd summana rationaaliluvuista, joiden ni-

mittédjat ovat alkulukuja, induktio-oletuksen mukaisesti.

Kaytetdadn seuraavaksi dsken todistettua lausetta hyvaksi.

LAUSE 37. Yhtdlolld x' = ax on ratkaisuja jos ja vain jos o on rationaa-

liluku, jonka nimittdja on neliéton.

TobisTtus. Madritelladn ensin lauseessa esiintynyt nelioton nimittaja. Ni-
mittdja on nelioton, kun sen tekijana ei ole minkéadn maéarittelyjoukkoon kuu-

luvan luvun neliota.

Osoitetaan ensiksi, etta jos yhtalollda ’ = ax on ratkaisuja, niin a:lla on

neli6ton nimittéja.
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Olkoonz € Q,x = pi*...pi* ... jaoletetaan, ettd 2’ = awr. Nyt mééritelmén

19 mukaan

Helposti ndhdéén, ettd kun lavennetaan murtoluvut a:n lausekkeessa sa-
mannimiseksi ja suoritetaan yhteenlasku, niin yhteisena nimittéjana oleva luku
on nelioton. Siis aen jakajassa ei ole alkulukua, jolla on suurempi potenssi kuin
1.

Oletetaan sitten puolestaan, ettd a:lla on nelioton nimittéja ja osoitetaan,
ettd yhtalolla on ratkaisuja.

Lauseen 36 mukaan jokainen rationaaliluku, jolla on neli6tén nimittija,
voidaan esittdd summana rationaaliluvuista, joilla on jakajana alkuluku. Néin
ollen o voidaan esittdd muodossa o = % + ;—; 44 Z—: +.... Tama viittaa
suoraan sithen, ettd yhtalolla 2’ = ax on ratkaisu pi*...p~. ...

O

Todistetaan vield lause ratkaisujen lukuméarasta.

LAUSE 38. Jos yhtdlilla ©’ = ax on yksi ratkaisu, joka ei ole 0, niin silld

on loputon mddrd ratkaisuja.

TobisTus. Lause voidaan muotoilla toisin: jokainen luku «, joka voidaan
esittdd summana rationaaliluvuista, joilla on jakajana alkuluku, voidaan esittaa
adrettoman monella eri tavalla.

Olkoon o =}, 2. Nyt a voidaan esitté& muodossa
@ P cp;

—=, missé ¢ € Z,ay, = a; = 0.

?

i Di Pn p]

o =
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J
tahansa kokonaisluku, on erilaisia vaihtoehtoja lukematon maéara. U

Tétéa lukua o vastaava luku x on pi*...pf...p;°.... Koska ¢ voi olla miké

6.4. n” = 1. Tutkitaan vield toisen kertaluvun derivaattaa n” = 1, missi

n € Z,. Todetaan ensin muutama seuraus.

SEURAUS 39. Differentiaaliyhtilolla n” = 1 on dareton mddrd ratkaisuja

luonnolisissa luvuissa.

Lauseen 35 mukaan nyt voidaan todeta, ettd 2p on ratkaisu yhtaloon, jos

p ja p + 2 ovat alkulukuja. Néin ollen saadaan seuraus.

SEURAUS 40. On olemassa loputon mdadrd pareja p,p + 2, missi p ja p +
2 ovat alkulukuja.

SEURAUS 41. On olemassa loputon mddrd kolmikkoja p,q,r, missd p,q,r
ovat alkulukuja, siten, ettd P = pq+ pr + qr on alkuluku.

Seurauksen 41 kolmikko p, q,r tuottaa aina ratkaisun n = pqr yhtaléon

n” =1, silla n’ = P. Niin ollen kaikki ratkaisut voidaan kuvata seuraavalla
madgritelmallé.
MAARITELMA 42. Luku n on ratkaisu yhtdloon n” = 1 jos ja vain jos

seuraavat ehdot ovat voimassa:
(1) Luku n voidaan esittdd tulona eri alkuluvuista n = Hle Di-
(2) S8, o = 2, missi p on alkuluku.

(3) Jos k on parillinen, niin p;:n pienin alkuluku tulee olla 2.
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7. Sophie Germainin alkuluvut ja Cunninghamin ketjut

MAARITELMA 43. Alkuluku p on Sophie Germainin alkuluku, jos 2p + 1

on myos alkuluku.

Oletettu seuraus Sophie Germainin alkuluvuille on, ettéd niitd on loputto-
masti, mutta taté ei ole pystytty vield todistamaan. Talla hetkelld 16ydetyista
luvuista suurin on 18543637900515 - 2666667 _ 1.

MAARITELMA 44. Cunninghamin ketjun muodostaa alkulukujen joukko.
Ensimmaéisen tyypin Cunninghamin ketju koostuu luvuista {p,2p + 1,2(2p +
1)+1,...}, missé kaikki muut paitsi viimeinen luku on Sophie Germainin alku-

luku. Toisen tyypin Cunninghamin ketju koostuu 1. tyypin tapaan alkuluvuista
{p,2p—1,2(2p—1) — 1...}.

Cunninghamin ketju on kokonainen, jos sitd ei voida endd jatkaa. Eli jos
sarjan seuraava luku ei ole enéé alkuluku, ei sarjaa voida jatkaa.

Tutkitaan nyt Sophie Germainin alkulukujen ja Cunninghamin ketjujen
ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla. Potenssin derivaatan avulla

voidaan nyt todeta, etté kaikille alkuluvuille p péatee
(2'p) =4-2p+ 2% =2 (2p+p) =2'2p + 1).

Nyt siis, jos p on Sophie Germainin alkuluku, derivaatassa luku 2p + 1 on
my0s alkuluku. Néin ollen alkulukujen ”Sophie Germain” -ominaisuus tulee

esille differentiaaliyhtéloissa.

LAUSE 45. Kaikille positiivisille kokonaisluvuille m pitee (24m)" > 24 (4m+

3), ja yhtd suuruus pdtee ainoastaan, jos m on Sophie Germainin alkuluku.
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TobisTus. Oletetaan ensin, ettd m € N, mutta m ei ole alkuluku. Nyt

2'm) = 4-2m+2'm/ =2*2m +m),
2'em+m)) = 4-2°@Cm+nm')+2'2m +m')
= 2'dm+2m') +2*2m +m/)
= 2'(dm+2m’ + (2m +m')) > 2*(4m + 3).

Oletetaan nyt, ettd m € N ja m on alkuluku. T&ll6in

(2'm) = 2'2m+m') =2'2m + 1),
2'@em+1)) = 4-2°C2m+1)+2'2m+1)
= 2'(dm+2+ 2m+ 1)) > 2*(4m + 3).

Helposti ndhdéén, ettd viimeisen epédyhtédlon yhtdsuuruus pétee ainoas-

taan, jos 2m + 1 on alkuluku, eli m on Sophie Germainin alkuluku. O

SEURAUS 46. Yhtdilélle n” = 4n + 48, missd n = 2*p ja p on alkuluku, on

adrettomdn monta eri ratkaisua.

LAUSE 47. Jokaiselle Cunninghamin ketjulle, jossa on k termid, pdtee
(2'm)®) > 24(2Fm + 2% — 1) ja yhtdsuuruus pitee vain, jos {m,2m + 1,4m +
3,...} ovat alkulukuja.

TobisTus. Todistetaan lause induktion avulla. Cunninghamin ketjulle,
jossa on yksi termi, pitee (24m) = 4-23m+2tm’ = 212m+m’) > 24(2m+1).

Yhtasuuruus pitdd paikkansa vain ja ainoastaan silloin, kun m’ = 1 eli m on
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alkuluku.

Oletetaan, ettd Cunninghamin ketjulle, jossa on k termis, pitee (2m)*) =
24(28m + 2% — 1). Nyt
(24m)(k+1) — ((24)(k))/
= (2%(2fm 4+ 2F — 1))
= 4-2%(2"m +2F — 1) +24(2"m + 2" — 1)
— 24(2k‘+1m + 2k+1 _ 2 + 1)
2 24(2k+1m + 2k+1 - 1)

Yhtésuuruus pétee vain ja ainoastaan silloin, kun Cunninghamin ketjun

k:nnes termi 2Ftim + 251 — 1 on alkuluku. O

8. Yhteenveto ja avoimia tutkimusongelmia

Tutkielmassa on nyt onnistuneesti maéritelty aritmeettinen derivaatta en-
sin luonnollisille luvuille ja sitten rationaaliluvuille. Ma&ritelma on onnistut-
tu koskemaan myos potenssin derivointia seké joitain irrationaalilukuja. Arit-
meettisen derivaatan ominaisuuksia on tutkittu eri tavoin seké derivaattaa on
onnistuttu rajoittamaan erilaisilla raja-arvon maéarityksilla. Tutkielmassa on
myos 10ydetty ratkaisuja erilaisiin differentiaaliyhtéloihin ja tutkittu lukuteo-

rian sovelluksien ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla.

Avoimia ja lisdtutkimusta vaativia ongelmia voisivat olla esimerkiksi: On-
ko olemassa sellaista lukua k, etti n® = n, kun n’ # n? Onko olemassa

rationaalilukuratkaisua x yhtdloon ' = a jokaisella luvun a arvolla?
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