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1. JOHDANTO

Kuvittele tilanne, jossa opetat kulttuurisilta, etnisiltd ja uskonnollisilta taustoiltaan kirjavaa
luokkaa, jota ei kiinnosta opiskella matematiikkaa. Etenkin, kun ainut mittari osaamisesta
on jokin testi, jonka vaatimukset ja niiden perusteella laaditut tehtévét tulisi suorittaa
hyvaksytysti, mita taas valvotaan kunta-, maakunta ja jopa valtion tasolla. Tilanne voisi
olla totta monessakin suomalaisessa koulussa, etenkin peruskoulun puolella, mutta miksei
myos lukiossa.

Tallainen tilanne on kuvattu my0ds populdariviihteessé TV-sarjassa nimelta Langalla (The
Wire, HBO, 2002-2008) ja sen neljannelld tuotantokaudella. Entinen poliisi opettaa
Yhdysvaltojen Baltimoressa l&hionuorille  muun muassa todennékdisyyslaskentaa.
Vanhentuneiden oppikirjojen tekstit ja tehtévét eivat heita kiinnosta, silld monet ovat tulleet
tutuiksi poliisille jo nuorella i&llg, useat heistd ovat perheensa vanhimpia lapsia ja joutuvat
huolehtimaan koulunkaynnin ohella nuoremmista sisaruksistaan ja elaméassa on muutenkin
paljon  mielenkiintoisempia ja enemmdn huomiota vaativia asioita  kuin
todennakdisyyslaskenta.

Néille nuorille rahanhankinta on perustarve numero yksi. Ja jos rahaa ei ole saatavilla
laillisin keinoin, on turvauduttava muihin konsteihin, kuten rikoksiin tai uhkapeliin. Ja
tdhan tarttuu entinen poliisi, nykyinen luokanopettaja. H&n alkaa opettaa
todennakdisyyksia noppapelien (craps) avulla, silla ymmartamalla niiden lainalaisuuksia,
nuoret voivat voittaa peleistd enemman rahaa.

Esimerkki ei ehkéd kuvasta aivan jokapdivaista koulunkéyntia Suomessa, mutta kuvastaa
sitd, ettd todennakdisyyslaskennalla on hyvinkin konkreettisia siteitd arkieldmaan,
muutenkin kuin uhkapelien kautta, vaikka useat ajattelevatkin esimerkiksi lottoamista:
milla todennakoisyydelld voinkaan saada seitsemén oikein? Moni on lukenut esimerkiksi
Lotto-tuotteen esittelystd, ettd mahdollisuus saada yhdella rivilla seitsemén oikein on noin
yksi 15 miljoonasta. Mutta kuinka moni osaa laskea, ettd miksi ndin on?

Tai sitten he miettivat vedonlyontid, kuten vakioveikkaamista tai pitkavetoa. Jotkut
ajattelevat  todenndkdisyytta myohemmin  hakiessaan  esimerkiksi  yliopistoon
opiskelemaan. Jaossa voi olla 24 aloituspaikkaa ja paasykokeissa 500 hakijaa. Mika on siis
todenndkdisyys sille, ettd juuri mind pédasen sisadn? Kannattaako miettid myos
vaihtoehtoja? Todennakdisyyksiin tormaa myos vakuutusasioissa, kun mietitaén,
kannattaako ottaa jokin vapaaehtoinen vakuutus vai ottaa riski ja ajatella, ettd mitéan ei
tapahdu kuitenkaan tai jos tapahtuukin, vakuutusmaksuihin on mennyt enemman rahaa
kuin mitd kertavahingon kustannuksiin menee.

Yhdysvalloissa opetusta ohjaa kenties vield vahvemmin kuin meilld Suomessa
opetussuunnitelma ja sen pohjalta laaditut testit, mutta myds Suomessa kuulee usein
kommentin, ettd lukio-opetus tédhtda vain ylioppilaskirjoituksiin. Lukionhan tulisi olla
yleissivistava laitos, joka antaa opiskelijalle valmiudet jatko-opinnoille esimerkiksi
yliopistossa tai ammattikorkeakoulussa.

Téassd tutkielmassa tutkitaan, mika suhde Opetussuunnitelman perusteilla, lukion
oppikirjoilla ja ylioppilaskirjoitusten tehtavilld on todenndkdisyyslaskennan osalta ja
toisaalta, antavatko oppikirjat evaité yleisesti todenndkdisyyslaskennan hallitsemiseen ja
testaako ylioppilastutkinnon matematiikan koe vain teoreettisia laskentataitoja.
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2. TUTKIMUSKYSYMYKSET

Tassa tutkielmassa pyritdan I0ytdmadn vastaukset seuraaviin todenndkdisyyslaskennan
lukio-opetukseen liittyviin kysymyksiin:

= Mité todenndkoisyyslaskennan osa-alueita lukiossa opetetaan?

» Mité todennakoisyyslaskennan osa-alueita kysytaan ylioppilaskirjoituksissa?

= Onko néilla kahdella ndkdkulmalla yhteyttd, eli painotetaanko opetusta
ylioppilaskirjoitusten tehtavatyyppeihin?

2.1. Rajaukset

Tassa tutkielmassa tutkitaan lukio-opetusta vain matematiikan pitkdn oppimaéran osalta.
Lyhyeen oppimaaradn viitataan ainoastaan Opetussuunnitelmien perusteiden osalta.

Tutkielmassa on tutkittu kolmea matematiikan pitkan oppimaarén oppikirjaa kolmelta eri
kustantajalta.

Ylioppilaskirjoitusten  tehtavia on  tutkittu  aikavalilla ~ 2008-2015, silla
Opetussuunnitelmien perusteet otettiin lukioissa k&yttoon syksylla 2005, joten ensimmaiset
niiden mukaiset ylioppilaskirjoitukset ovat olleet kolmessa vuodessa lukion kayville
kevaalla 2008.



3. TODENNAKOISYYSLASKENNAN PERUSTEITA

Thmisen epdonnistuessa jossakin hiintdi saatetaan lohduttaa sanoilla Al huoli, aurinko
nousee huomennakin.” Vaikka onkin kyseenalaista, lohduttaako tdmi yhtdén, voidaan
ainakin vield pitkan ajan tdman tutkielman puitteissa olettaa, ett4 ndin tapahtuu varmasti:
aurinko nousee huomennakin.

Toisaalta, epaluotettava tai huikentelevainen henkil6 voisi kehua saaneensa Kimble-pelin
nopalla arvon seitseman. Né&in ei varmasti ole tapahtunut, silla Kimblessa on perinteinen
kuusitahoinen arpakuutio, jonka ainoat mahdolliset arvot ovat 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. On siis
mahdotonta, ettd kyseisessa pelissa voisi saada nopalla arvon seitsemén.

Muunlaisia tapahtumia voisivat olla esimerkiksi toteamukset, ettd ’Sain kolikonheitossa
kruunan.” tai ”Nostin korttipakasta hertan.” Ndamai tapahtumat eivit ole varmoja eivatka
toisaalta mahdottomiakaan. Kolikonheiton tulos olisi voinut olla myo6s klaava, ja
korttipakasta olisi voinut nousta pata, risti tai ruutu.

Jotta jonkin tapahtuman todennakdisyys voidaan laskea, on ensin mééritettava tapahtuman
kaikki mahdolliset tulokset eli alkeistapaukset. Edella kuvatuissa tilanteissa
alkeistapaukset olisivat seuraavat:

= ”Aurinko nousee.” tai ”Aurinko ei nouse.”

* Nopanheiton tuloson 1, 2, 3, 4, 5 tai 6.

= Korttipakan kortti on maaltaan joko pata, risti, hertta tai ruutu, ja numeroarvoltaan
jokin kokonaisluvuista valilta 1-13.

Nama alkeistapaukset muodostavat kunkin yllakuvatun satunnaiskokeen aarellisen
perusjoukon.

Yhteista kaikille tallaisille satunnaiskokeille on (Tuominen, 1990):

= Jokaisen tapahtuman A todennakdisyys Pon 0 < P(A4) < 1.

= Todennakaoisyys sille, ettd jokin alkeistapauksista tapahtuu, on
P(”Jokin alkeistapaus tapahtuu.”) = 1.

= Jos alkeistapaukset ovat erilliset, niin todennakdisyys sille, ettéd jokin tapahtuman
suotuisista alkeistapauksista tapahtuu, on alkeistapausten todennakdisyyksien summa.

= Todennakoisyys sille, ettd tapahtuma A ei tapahdu eli todennakdisyys sille, ettd A:n
komplementti tapahtuu, on P(A¢) = 1 — P(4).

= Mikali jonkin tapahtuman A todenndkdisyys P(A) = 1, tapahtuma on varma.

= Mikali jonkin tapahtuman A todenndkdisyys P(A) = 0, tapahtuma on mahdoton.

3.1. Klassinen todennakdisyys

Arpakuutio eli noppa on perinteinen esimerkki klassisesta todenndkoisyydestd. On yhta
todenndkdista saada jokainen nopan silméaluvuista. Jokainen ndista silmaluvuista on yksi
nopanheiton alkeistapaus ja koska jokaisella silmaluvulla on sama todennékdoisyys, on kyse
symmetrisesta alkeistapauksesta.

Tutkittaessa nopanheittoa, voitaisiin haluta tietdd, milla todennédkoisyydelld saadaan
parillinen luku tulokseksi. Tallaista vaatimusta voidaan kutsua tapahtumaksi. Maaritelman



mukaan tapahtuman todennakoisyys on suotuisten alkeistapahtumien (nyt luvut 2, 4 ja 6)
lukumaéara (3) jaettuna kaikkien alkeistapahtumien lukumaéralla (6):

3 1
P("Saadaan nopalla parillinen luku") = 5=3= 0,50 = 50%.

Todennékoisyydelld on myds ominaisuus nimeltddn taysadditiivisuus. Se tarkoittaa sita,
etta jos suotuisat alkeistapahtumat ovat erilliset, on niiden yhdistelmén todenndkoisyys
niiden alkeistapahtumien yksittaisten todennakdisyyksien summa. Eli esimerkiksi
parillisen nopanheiton tuloksen todennakdéisyys voitaisiin laskea myos:

P(Saadaan nopalla parillinen luku)

= P(Saadaan 2) + P(Saadaan 4)+P(Saadaan 6)

L I I3 050 = s0u
666 6 2 07

eli lopputulos on sama kuin ylla, kuten pitdékin. (Tuominen, 1990)

3.2. Tilastollinen todennadkdisyys

Tilastojen avulla voidaan tutkia jotakin ilmi6ta tekemalla ensin hypoteesi, sen jélkeen
miettimalla sitd kuvaava (matemaattinen) malli ja suorittamalla toistokoetta, jonka tulokset
sitten tilastoidaan. Toistokokeessa kyse on siis saman satunnaiskokeen toistamisesta siten,
ettd edellisen kokeen tulos tai suorittaminen ei vaikuta seuraavaan, eli kokeessa tehtavat
toistot ovat toisistaan riippumattomia. Toistokokeen tilastosta voidaan sitten laskea
alkeistapausten esiintymien lukumé&arat (frekvenssit) ja niiden suhteelliset osuudet eli
suhteelliset frekvenssit jakamalla frekvenssit frekvenssien summalla. Naitd suhteellisia
frekvensseja voidaan sitten kéyttaa ilmion ennustamiseen. (Laininen, 1998)

Esimerkki téllaisesta tutkimuksesta voisi olla Galtonin lauta (Wikipedia, 2015):

of

@ 0 ¢

@0 0ada
@6 060«
000 0d
®00606a
((°((((((
@000 006
G060 6660000604¢

Kuva 1:; Galtonin lauta



Lauta itse asiassa demonstroi erddn tarkeén tilastollisen jakauman, normaalijakauman,
syntymistd, mutta tutkitaan sitd nyt yleisesti tilastollisen todennakdisyyden kannalta.
Perusperiaate on, ettd laudalle on asetettu tasavalein tappeja alaspdin levenevéssa
muodostelmassa, ja laudalle pudotetaan ylhaélta palloja, jotka sitten poukkoilevat alaspain
padtyen lopulta yhteen alhaalla olevista lokeroista. Kuten kuvasta huomataan, paatyy
yleensa suurin osa palloista keskikohdan lahettyvilla oleviin lokeroihin. (Strogatz, 2014)

Kuvan tilanteesta voitaisiin muodostaa seuraava tilasto, jos lokerot numeroidaan alkaen
vasemmalta, frekvenssid merkitadan kirjaimella f ja suhteellista frekvenssia merkinnéll&
f %:

Taulukko 1: Esimerkki Galtonin laudan frekvensseisté ja suhteellisista frekvensseista

Lokero f %

1 2 4,5%
2 3 6,8 %
3 6 13,6 %
4 8 18,2 %
5 9 20,5 %
6 7 15,9 %
7 5 11,4 %
8 3 6,8 %
9 1 2,3%

Yhteensa 44 100,0 %

Tilastollisen todennakdisyyden keinoin voitaisiin nyt ennustaa, miten pallot jakaantuisivat,
jos laudalle pudotettaisiin esimerkiksi 10 000 palloa kertomalla suhteellisilla frekvensseilla
pallojen kokonaisméaéra:

Taulukko 2: Esimerkki Galtonin laudan tilastollisesta jakaumasta

Lokero % Palloja

1 4,5% 455

2 6,8 % 682

3 13,6 % 1364

4 18,2 % 1818

5 20,5% 2045

6 15,9 % 1591

7 11,4 % 1136

8 6,8 % 682

9 2,3% 227
Yhteensd | 100,0 % 10000




Samalla tavalla olisi voinut tutkia auringon nousemista ja todeta, ettd sen nousemisen
suhteellinen frekvenssi on 100 %, joten se nousee huomennakin. Korttipakasta olisi voitu
nostaa yksi kortti, merkitd muistiin mika se oli, laittaa se takaisin pakkaan, sekoittaa pakka
uudestaan ja nostaa taas kortti. Riittavasti toistoja tehdessa kunkin kortin esiintymiskerran

suhteellinen frekvenssi nostaessa olisi todennakdisesti lahestynyt lukua 0,0192 eli é
Nopanheitossa vastaava tulos olisi ollut, ettd kunkin nopanheiton mahdollisen tuloksen
suhteellinen frekvenssi olisi lahestynyt lukua 0,166... eli %

Tilastollisiin jakaumiin palataan téssa tutkielmassa viela myéhemmin.

3.3. Kombinatoriikka

Pienilld kokonaisuuksilla voidaan haluttuja tapahtumia tutkia esimerkiksi luettelemalla
kaikki vaihtoehdot ja laskemalla sitten suotuisten alkeistapausten maara luettelosta. Nain
voitaisiin toimia esimerkiksi nopanheiton osalta. Oletetaan, ettd halutaan heittda kahta
noppaa ja tutkia, milla todennékoisyydelld molemmat saadut luvut ovat parillisia, voitaisiin
luetella kaikki mahdolliset yhdistelmat ja laskea niista ehdon tayttavat lukuparit
(taulukossa harmaalla):

Taulukko 3: Kahden nopan lukuparit luokiteltuna

(1,1) (1,2) (1,3 (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3 (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3 (3,4) (3,5) (3,6)

)
)
)
4,1 | 42 | (43) | (449 | 45 | (456
)
)

(5,1) (5,2) (5,3 (5,4) (5,5) (5, 6)
(6,1) (6,2) (6,3 (6,4) (6,5) (6, 6)

Nyt saadaan P(Molemmat luvut ovat parillisia) = 316 = % = 0,25 = 25 %.

Kuitenkin jos halutaan tutkia monimutkaisempia yhdistelmia tai tutkia vaikka Yatzy-pelin,
jossa heitetdén viittd noppaa, todennakdisyyksid, tulee laskemisesta hyvinkin tyolasta, jos
se halutaan tehd&d luettelemalla kaikki noppayhdistelmét. Sen vuoksi tarvitaan
matematiikan osa-aluetta nimeltd kombinatoriikka, jonka osa-alueita ovat muun muassa
permutaatiot, variaatiot ja kombinaatiot.

3.3.1. Permutaatiot

Oletetaan, ettd haluamme jarjestda jonoon kaikki korttipakan 52 korttia. Jonossa korttien
jarjestykselld on merkitystd, joten jono, joka alkaa ristidssélla ja patadssalla on eri jono
kuin olisi jono, joka alkaisi patadssalla ja jatkuisi ristidssélld, vaikka loput kortit olisivat
molemmissa eri jarjestyksessa.

Permutaatio on yksi tallainen jarjestetty jono kortteja. Jos halutaan laskea, kuinka monta
erilaista permutaatiota korteista voidaan muodostaa, voidaan se tehdd seuraavasti:

1. Valitaan ensimmaiseksi jonon alkioksi miké& tahansa 52 kortista.
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2. Seuraavaksi valittavissa on 51 korttia.
3. Seuraavaksi 50 korttia jne.
4. Lopulta valittavissa on enéé yksi, viimeinen Kortti.

Erilaisten jonojen mééara voidaan laskea edellisten vaiheiden avulla tuloperiaatteella, jossa
kunkin vaiheen vaihtoehtojen lukumé&aré kerrotaan seuraavan vaiheen vaihtoehtojen
lukumaéaralla. Nyt siis korttipakan permutaatioita olisi:

52-51:50--1~8-10°.

Kaytannossé siis erilaisten jonojen luetteleminen kasin olisi mahdotonta ilman
tietokoneavusteista ohjelmointia.

Kyseinen tulo 52 - 51 - 50 - ...- 1 voidaan lyhent&é 52-kertomaksi:
52-51-50-..-1 =52
Y leisesti n-kertoma on n:n ensimmaisen positiivisen kokonaisluvun tulo, eli:

nl=1-2-3--nkunn€N,.

Lisaksi on sovittu, etta:
o!'=1.

3.3.2. Variaatiot

Aina emme vélttdmatta halua jarjestdd jonoon koko perusjoukkoa kuten kokonaista
korttipakkaa. Voimme haluta jarjestad vain osan siitd, esimerkiksi viisi korttia. Tallaista
jonoa kutsuttaisiin 5-variaatioksi. Voimme nyt hyodyntdd tuloperiaatetta uudemman
kerran. Nyt vaiheet olisivat:

1. Valitaan ensimmaéiseksi jonon alkioksi mika tahansa 52 kortista.
Seuraavaksi valittavissa on 51 korttia.
Seuraavaksi valittavissa on 50 korttia.
Seuraavaksi valittavissa on 49 korttia.

o M N

Lopuksi valittavissa on 48 korttia.
Nyt siis korttipakan viiden kortin jonoja olisi:
52-51-50-49-48 = 311 875 200.

Yleisesti ottaen n-alkioisella joukolla on k-variaatioita (Tuominen, 1990):
n!

(n)k=n-(n—1)---(n—k+1)=m.

3.3.3. Kombinaatiot

Pokerissa korttien jarjestyksella ei ole vélia, vaan merkityksellistd on ainoastaan se, mitka
viisi korttia pelaajalla on ké&dessa. Viiden kortin variaatioita oli 311 875 200 kappaletta,
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kuten edelld laskettiin. Kuitenkin ndissé on toisteisia jonoja, silld ndma kaksi seuraava
7kéttd” ovat samanarvoiset:

04-4- 10000 %9
a%a || o
¥ | 4,0 **
i'-i'gt 00& 66_
O 10
ma S a [P0 0
2% | %
e e | ¢4
% N
6% ¥us] 00y

Kuva 2: Kaksi samaa viiden kortin kombinaatiota

Kun tiedetddan, mitka viisi korttia kateen kuuluvat, voidaan ndma jarjestdd 5! = 120
permutaatioon. Joten viiden kortin variaatioista on poistettava toisteiset permutaatiot, ts.
viiden kortin yhdistelmia voidaan muodostaa korttipakasta

52-:51-50-49-48

o = 2598960

kombinaatiota.
Y leisesti n-kokoisesta joukosta voidaan muodostaa k-kombinaatioita:

n n!
(k) ACEDN

Merkintaa (:) kutsutaan myds binomikertoimiksi. (Tuominen, 1990)

3.4. Tuloperiaate

Edellisissd kombinatoriikan laskuissa on sovellettu tuloperiaatetta. Tallaisessa laskussa
suoritetaan koetta, joka tehdaan vaiheittain. Esimerkiksi korttipakan 5-variaatiossa valittiin
ensin yksi kortti, seuraavaksi toinen, sitten kolmas, neljés ja viides. Jokaisessa vaiheessa
piti laskun kannalta miettid, montako vaihtoehtoa kortteja oli. Lopputulos saatiin sitten
kertomalla vaiheiden vaihtoehtojen lukuméaré kesken&an. (Tuominen, 1990)

Edell& olevassa esimerkissa eri vaiheissa olevat vaihtoehtojen lukumaéarat ovat aiemmista
valinnoista riippumattomia. Sen sijaan jos kysyttaisiin esimerkiksi todennakoisyytta saada
viidelld kortilla &ss4 ja nelj& ruutua, tdmé ei enda pétisi. Nyt toisen kortinnoston suotuisten
alkeistapahtumien lukumaara ei olekaan endd sama ensimmaisen kortin noston jalkeen,
silla mikali ensimmainen kortti oli ruutuéssa, jaljelld on endé 12 ruutukorttia, mutta jos assé
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olikin jotain muuta maata, suotuisia alkeistapahtumia saada ruutu on yha 13. (Otavan
opisto, 2015a)

3.5. Multinomikertoimet

Jos n =k, niin binomikerroin (%) ilmaisee, kuinka monta k-alkioista osajoukkoa n-
alkioisella joukolla on. Joskus haluamme jakaa n alkiota siten, ettd alkiot jaetaan
lukumaéaraltaéan k:hon eri joukkoon. Té&llGin eivat binomikertoimet riita, vaan tarvitaan
multinomikertoimia.

Oletetaan siis, ettd jaamme n alkiota k:hon luokkaan siten, ettd jokaiseen luokkaan i =
1, ..., k tulee n; alkiota. Tall6in jako voidaan suorittaa:

n!
nyiny!l--ny!

tavalla. (Tuominen, 1990)

3.6. Jakaumat

Edelld tutkituissa esimerkeissa tapahtumilla on ollut &arellinen méaard mahdollisia
alkeistapauksia, ja kaikki alkeistapaukset ovat olleet erillisida eli diskreetteja. Nopan
silmaluvut ja korttipakan kortit ovat olleet tapahtumia, joissa saadun arvon todennakdisyys
on ollut toistokokeessa sama: ts. on ollut yhtd todennékdista saada nopalla mika tahansa
kokonaisluvuista 1 — 6, tai korttipakasta jokin tietty kortti kaikista 52:sta.

Jotta matemaattisesti voitaisiin tutkia tehokkaasti diskreetteja todennékdisyysjakaumia, on
joskus tarpeen muuttaa satunnaiskokeen mahdolliset tulokset reaaliluvuiksi. Tallaista
funktiolla tehtdvad kuvausta sanotaan satunnaismuuttujaksi. Funktiolla voidaan liittd4
esimerkiksi jokin reaaliluku kuhunkin satunnaiskokeen otosavaruuden alkioon. (Laininen,
1998)

3.7. Diskreetti jakauma

Diskreetin satunnaismuuttujan jakauma kuvataan ilmoittamalla pistetodennakdisyydet
tapahtuman arvojoukon alkioille. Esimerkiksi heitettdessd kahdesti noppaa, voidaan
aiemman esimerkin mukaisesti saada seuraavat lukuparit:

Taulukko 4: Kahden nopan mahdolliset lukuparit

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4, 6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5, 6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6, 6)

Jos halutaan tutkia esimerkiksi kahden nopanheiton summaa, voitaisiin muodostaa
seuraavat pistetodennékdisyydet mahdollisille summille:
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Taulukko 5: Kahden nopan summien todennakoisyydet

Summa | Pistetodenndkdisyys | Summa | Pistetodennakoisyys

2 L 8 >
36 36
2

3 — 9 i
36 36

4 i 10 i
6 36
4 2

5 — 11 S
36 36

6 i 12 i
36 36

7 65 YHTEENSA 36 _ 1
36 36

Tatd voidaan kuvata esim. pylvésdiagrammina, jossa pylvaan korkeus esittdd kunkin
alkeistapahtuman todennakdoisyytta:

Kuva 3: Kahden nopan summan pylvasdiagrammi
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Tai vaihtoehtoisesti kertymafunktiona, jossa lasketaan todenndkdisyyden summaa
ensimmadisesta tapauksesta aina kuhunkin tapahtumaan asti paatyen lopulta summaan yksi
(Tuominen, 1990):

9/10 I N .

4/5 —_— — — =

7/10 _ — — — =
3/5 EEE T I .

1/2 _—— — — — -

2/5 Eu. T EE EE . .

3/10 _ — — — — — -

1/5 _ — — — — — -

1/10 _  — — — — — — -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Kuva 4: Kahden nopan summan kertyméa pylvasdiagrammina

3.7.1. Binomijakauma

Binomijakauma kuvaa toistokoetta, jossa jollakin tapahtumalla on tietty todennakdoisyys p
tapahtua (ja siis todennakdisyys 1-p olla tapahtumatta). Binomijakauma vastaa
kysymykseen, kuinka monta kertaa tuo kyseinen tapahtuma tapahtuu, kun koetta
suoritetaan n kertaa:

n
P(Tapahtuma esiintyy k kertaa n:sti.) = <k) p*(1 —p)" k.

Tall4 tavalla voidaan tutkia todennakoisyytta esimerkiksi koripalloilijan vapaaheittojen
onnistumisesta, kun tiedetddn hdanen heittoprosenttinsa, tai kruunien maarasta
kolikonheitossa, tai tietyn nopanheiton tuloksen esiintymismaérasta, kun tiedet&dén
heittojen maaré. (Laininen, 1998)

Esimerkiksi, jos tiedetddn, ettd koripalloilija heittdd kahden pisteen heitot 60 %
tarkkuudella koriin, voidaan laskea, ettd mill4 todennékoisyydelld han heittd seuraavassa
ottelussa kymmenen koria 15 yrityksella:

_ 15
P(10 koria 15 heitolla) = (1()) 0,61°-0,4° =~ 0,186.
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3.7.2. Geometrinen jakauma

Geometrisella jakaumalla voidaan tutkia todennakdisyyttd, milloin jokin haluttu tapahtuma
tapahtuu ensimmaisen kerran toistokoetta suorittaessa, kun tapahtuman todennékdisyys
tapahtua on p ja kysytty ilmenemiskerta on k:

P(Haluttu tapahtuma tapahtuu k. lla toistolla) = p(1 — p)*~1.

Talla tavalla voidaan tutkia esimerkiksi, milld todennakoisyydella koripalloilijan
vapaaheitto epdonnistuu vasta tietylld heittokerralla, kun tiedetddn hénen
heittoprosenttinsa, tai ensimmaisen kruunun ilmestyminen kolikonheitossa tietylla heitolla.
(Laininen, 1998)

Esimerkiksi, jos tiedetaan, ettd koripalloilija heittadd vapaaheitot 78 % tarkkuudella koriin,
voidaan laskea, ettd milld todennédkodisyydelld hén heittdd seuraavassa ottelussa vasta
viidennen vapaaheittonsa ohi:

P(Vasta 5. heitto menee ohi) = 0,22 - 0,78* ~ 0,081.

3.7.3. Poissonin jakauma

Poissonin jakaumalla voidaan tutkia todenndkdisyyttd, montako kertaa tapahtuma
tapahtuu, jos tiedetaan sen tapahtuvan keskimadrin 6 kertaa halutussa aikayksikossa, mutta
tapahtumien maaréd ja todennakoisyys eivat ole tiedossa. Talloin esiintymiskertojen k
todennakadisyys kyseisessé aikayksikossa voidaan laskea:
k
P(Tapahtuma tapahtuu k kertaa) = o e Y.

Poissonin jakaumaa kaytetadn useimmiten tilanteissa, joissa toistokoesarjat ovat pitkié ja
varsinaiset ~ tapahtumat  harvinaisia.  Tallaisia  tilanteita  ovat  esimerkiksi
lilkenneonnettomuudet tietyll& tievalilla tai esimerkiksi fysiikassa pienelle alueelle jollain
aikavalilla saapuvien fotonien lukumaara.

Esimerkiksi, jos tiedetdan, ettd sahkémoottoreita tekeva yritys tekee viallisen moottorin
todennakdisyydelld p = 0,01, niin voidaan laskea todennékaisyys sille, ettd 300 moottorin
erdssa on viisi viallista seuraavasti. Lasketaan ensin keskiarvo sille, kuinka monta
moottoria 300 moottorista on viallisia:

u=0,01-300=3.

Joten todennakaisyys sille, ettd 300 moottorin erasté viisi on viallisia, on

5

P(Viisi viallista moottoria 300: sta) = 58_3 ~ 0,101.

3.8. Jatkuva todennakdisyysjakauma

Edelld kuvatussa diskreetissé jakaumassa alkeistapahtumat olivat rajattu joukko erilaisia
mahdollisia tapahtumia.

Aivan toisenlainen jakauma voisi olla esimerkiksi sellainen, missa voidaan saada mika
tahansa reaaliluku véliltd [a, b] yhtad todennakdisesti ja on mahdotonta saada reaaliluku
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kyseisen vélin ulkopuolelta. Jatkuva jakauma madritell4&n yleensa tiheysfunktion avulla.
Nyt tutkittavan jakauman tiheysfunktio esitettéisiin seuraavasti:

1
f(X) — m ,kunx € [a, b]

0 muulloin

Kyseisen tiheysfunktion kuvaaja nayttaisi talta:

a b "

Kuva 5: Jatkuvan jakauman tiheysfunktio

Diskreetilla jakaumalla kertyméfunktio oli porrasmuotoinen, kuten aiemmin nahtiin.
Jatkuvalla jakaumalla usein tutkitaankin kertyméfunktiota, jolloin on Kkiinnostuttu
todennakoisyydestd saada luku joltain tietyltd lukuvaliltd. Kertymafunktio saadaan
madratylla intergraalilla tiheysfunktiosta tuon halutun valin yli, jolloin kertymé&funktiolle
F(x) ja tiheysfunktiolla f(x) péatee, kun tutkitaan todenn&koisyyttd, ettd luku X on
korkeintaan luvun x verran:

F(x)=PX<x)= Jx f(x)dx.

Néin ollen esimerkiksi tapauksessa, jossa oli yhtd todennékoistd saada jokin reaaliluku
vialilti[a, b], kertyméafunktio olisi:
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0 kunx<a

xX—a
F(x) =X{—— ,kuna <x < b.
b—a
1,kunx =»b

Kyseisen kertymafunktion kuvaaja nayttaisi talta (Kiveld, 1998):

J HEH A RE AR AR AR AA AR E AN AR AA AN AR AN AR AR AN AR AN AR AR AN F R AR AR RR AN AR AR AR AR AR

Kuva 6: Jatkuvan jakauman kertymafunktio

3.8.1. Normaalijakauma

Normaalijakaumaa pidetdan tarkeimpéna jakaumana todennakdisyyslaskennassa, silla se
esiintyy monien luonnonilmididen yhteydessé ja monet teollisuuden ilmi6t noudattavat
normaalijakaumaa. Matemaattisesti tdma perustellaan keskeisen raja-arvolauseen avulla,
jota ei téssa tutkielmassa kasitelld. Samoin edella esitellyt binomijakauma ja Poissonin
jakauma l&dhentyvét normaalijakaumaa odotusarvon kasvaessa. (Laininen, 1998)

Koulumaailmassa tutuin ilmentym& ovat ylioppilaskirjoitusten arvostelujakaumat (ns.
Gaussin kayrd), joissa arvosanarajat mééritelldédn normaalijakauman avulla. (Yleisradio,
2013)

Standardinormaalijakauman tiheysfunktio on

1
o(x) = —e*"/2 x €R,

V2r
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Taman kuvaaja on Gaussin kellokdyréksi kutsuttu kuvaaja:

Tatd funktiota ei voi laskea alkeisfunktioiden avulla, vaan ainoastaan numeerisesti.
Kuitenkin integrointi voidaan tehda valilla [—oo, oo]. Integraalifunktio on nyt siis:

eZdt

.

Nelididaan funktio, jolloin saadaan:

1/ & \> 1 ([ 22 [®
% j;ooe 2 dt =E _ooe 2 dx’[_ooe 2 dy

Yhdistetaan integraalit yhdeksi:
f f dxdy

Sitten  siirrytddn napakoordinaatteihin. Idea napakoordinaateissa on se, ettd
napakoordinaatteihin siirtyessa integroidaan tasointegraalissa nelionmuotoisten alueiden
sijaan ympyranmuotoisia alueita:
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Y

Anr

Cwm
By

¥ .

M M2

Kuva 7: Tasointegraalin laskeminen napakoordinaateilla

Kuvassa aluetta A, integroidaan napakoordinaateissa aluetta pienemmaéll&

x24y2

ympyrasektorilla C,, ja suuremmalla sektorilla B,. Koska f(x,y) =e 2z >0
kaikilla M, niin péatee, etta fCMf < fAMf SfBMf. Kun M — oo, niin integraalien

arvot alueissa By, ja Cy, lahestyvat samaa arvoa. Kuristusperiaatteen nojalla talléin myds
integraalin arvo yli alueen A, ladhestyy tuota Kkyseistda arvoa. N&in ollen
napakoordinaatteihin siirtyminen on perusteltua. Tarkempi todistus menetelmé&stad on
esitetty  esimerkiksi  Juha Partasen = Matemaattisen  analyysin  jatkokurssin
luentomateriaaleissa. (Partanen, 2010)

Siirryttdessa napakoordinaatteihin saadaan nyt

r2

1 (%" (®° 2 2 ([ _r?
S jez-rdrdez—f re 2 dr
21 0 2m J,

(e8] TZ

[ e 7=0-(-D=1

Joten saadaan
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Kun otetaan nelidjuuri yhtdlon molemmilta puolilta, saadaan
1 f‘” t?
— | e Zdt=V1=1.
V2mJ o
Johtuen todenndkoisyyden mééritelmistd, néin pitddkin olla ja samasta syystd myoskaan
negatiivinen ratkaisu —/1 = —1 ei kelpaa. Tésté voidaan siis paatella, etta

[e) £2
j e 2 dt =+2m.

Integroinnin  ollessa suljetulla valilla mahdotonta, on jouduttu kehittdmaan
tietokoneohjelmia, jotka laskevat kertyméafunktiolle numeerisia arvoja. Nykyaikaiset
laskimet osaavatkin antaa normaalijakauman arvoja ja usein k&ytetd&n apuna myos
taulukoita, joihin naita arvoja on listattu. (Kiveld, 1998)

Normaalijakauman kuvaajan sijainti ja muoto riippuu jakauman odotusarvosta ja
keskihajonnasta. Alla olevassa kuvassa on kolmen erilaisen jakauman kuvaajat:

Ni20,2]

M[10.4] NI20.4)

LAY

o 120 M 40

Kuva 8: Normaalijakaumien kuvaajia

Kuvasta havaitaan, ettd jakauman keskiarvo (merkinndssa N(10,4) ensimmadinen luku)
maaraé kayran korkeuden eli huippuarvon ja keskihajonta kdyran muodon.

Koska normaalijakauman kertymafunktiota tulkitaan tilastollisesti ja tilastot on tehty
standardille normaalijakaumalle, tulee laskentaa varten muut normaalijakaumat normittaa
standardiin vahentdmélla satunnaismuuttujan arvosta jakauman odotusarvo ja jakamalla
erotus vield keskihajonnalla. Toisin sanoen kaavalla

X—pu

Z = ,
o

missa Z on normitettu satunnaismuuttuja, X satunnaismuuttuja, u jakauman odotusarvo ja
o jakauman keskihajonta. (Otavan opisto, 2015b)
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3.9. Jakaumien tunnusluvut

Edelld on mainittu muutamia todennakdisyysjakaumiin liittyvia tunnuslukuja. Naista
oleellisimmat ovat jakauman odotusarvo, varianssi ja keskihajonta. Niitd k&ytetadn
luonnehtimaan jakaumia.

3.9.1. Odotusarvo

Todennakdisyysjakauman odotusarvo E(X) = u lasketaan diskreetin satunnaismuuttujan
arvojen todennakoisyyksilla painotettuna keskiarvona:

n
u= Zxk'pk’
k=1

missa x;, on tapahtuman k arvo ja p;, kyseisen tapahtuman todennakagisyys.

Olettaen, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio suppenee, voidaan jatkuvan
satunnaismuuttujan tapauksessa odotusarvo laskea jakauman tiheysfunktion avulla:

E(X) = fooxf(x)dx.

Esimerkiksi nopanheitto on diskreetti jakauma, jossa kunkin silméluvun todennékoisyys
on % Joten nopanheiton odotusarvo on:

1
p=z(1+2+3+4+5+6) =35

Vastaavasti aiemmin tutkimamme jatkuvan jakauman

1
f(X) — {m ,kunx € [a, b],
0 muulloin

odotusarvo olisi:
b b x? b?—a®> (b+a)(b- b+
E(X)=f X ax= | ¥ _b-a _Grtab-a bta
s b—a 2(b—a) 2(b—a) 2(b—a) 2

a

3.9.2. Varianssi ja keskihajonta
Jakauman laajuutta tutkitaan jakauman hajonnalla, eli laskemalla satunnaismuuttujan
arvojen etaisyytta odotusarvosta. Taman nelio on sitten varianssi 2.

Varianssi lasketaan diskreetille satunnaismuuttujalle laskemalla todennédkoisyyksilla
painotettu summa satunnaismuuttujan arvojen ja odotusarvon erotuksen nelidistéa.
Diskreetille jakaumalle varianssi on siis:
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n

0% = Z(Xk —ll)Z'Pk,

k=1
missa x, ja py kuten ylla.

Jos tutkitaan diskreetissa jakaumassa vain tiettyd n-suuruista otosta koko
tapahtumajoukosta, kdytetddn hajontalukuna usein ns. otoskeskihajontaa s,,, missa:

n
1
Sp’ = n— 1Z(xk — w2
k=1

Jatkuvalle jakaumalle varianssi lasketaan jalleen tiheysfunktion avulla:

o2 = f (x — w2 f (X)dx.

Esimerkiksi nopanheitto, jossa kunkin silméluvun todennakoisyys on %ja u = 3,5. Joten
nopanheiton varianssi on:

6
1
o2 = Z 235 -k =292

Vastaavasti funktiolle

1
f(X) — {m ,kunx € [a, b],
0 muulloin

varianssi olisi (Kivelg, 1998):

, jb b+a\’ 1
o° = (x— ) dx.
a 2 b—a

Satunnaismuuttujan  standardipoikkeama eli  keskihajonta kuvaa keskiméaaraista
poikkeamaa odotusarvosta. (Kiveld, 1998)

Diskreetille jakaumalle keskihajonta lasketaan varianssin nelidjuurella eli:

n

o= Z(xk — w2 py.

k=1

Jatkuvalle jakaumalle keskihajonta lasketaan ottamalla nelidjuuri jakauman varianssista:

o= j f (x — w2 f (X)dx.
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4. LUKION OPETUSSUUNNITELMAN PERUSTEET

Suomessa lukiolaki ja lukioasetus s&atavét perusopetuksen oppimé&ardén perustuvasta
yleissivistavasta lukiokoulutuksesta.

4.1. Lukiolaki ja lukioasetus

Lukiolaissa todetaan, ettd lukiokoulutuksen tulisi antaa opiskelijalle valmiudet aloittaa
opiskelu yliopistossa, ammattikorkeakoulussa ja lukion oppim&&drddn perustuvassa
ammatillisessa koulutuksessa. Laissa sdadetddn muun muassa lukiokoulutuksen tavoitteet,
tuntijako, arviointiperusteet sekd opetuksen laajuus ja siséllot. Laki myds antaa
opetushallitukselle paaténtavallan eri aineiden, aineryhmien ja aihekokonaisuuksien seka
muun lukiolaissa tarkoitetun opetuksen tavoitteista ja keskeisista sisalloista.

Lukiolaki maaraa myos, ettd lukiokoulutuksen péaatteeksi pannaan toimeen
ylioppilastutkinto, joka sisaltad vahintdan nelja koetta, joista yksi on aina didinkielen ja
kirjallisuuden koe. Loput kolme koetta on valittava vieraista kielistd, matematiikasta ja
reaaliaineista. (Oikeusministerid, 1998a)

Lukioasetus taas maarittelee tarkemmin lukiokoulutuksen opetuksen maarén (vahintaan 75
kurssia, yksi kurssi keskimadrin 38 oppituntia, yksi oppitunti kestoltaan 45 min).
Tarkemmin lukiokoulutuksen sisalté maaritellddn aina opetussuunnitelmassa, johon
perustuvan suunnitelman koulutuksen jarjestdja laatii vuosittain. (Oikeusministerio,
1998b)

4.2. Opetussuunnitelman perusteet

Nykyisin voimassa olevat nuorten lukiokoulutuksen opetussuunnitelman perusteet
(my6hemmin OPS) ovat vuodelta 2003, ja ne otettiin kayttdon lukioissa viimeistaan
syksylla 2005, jolloin opetussuunnitelman perusteiden mukaiset paikalliset
opetussuunnitelmat otettiin kdyttéon viimeistdan 1.8.2005 lukion aloittavilla opiskelijoilla.
(Opetushallitus, 2003a)

Opetussuunnitelmassa paatetdan lukion opetus- ja kasvatustyostd. Lukiokoulutuksen
jarjestdjan tulee laatia oma opetussuunnitelmansa OPS:n mukaan. Opetussuunnitelmaan on
sisdllytettdvd muun muassa seuraavat oppiaineita koskevat ja ohjaavat seikat:

= Eheyttdminen ja aihekokonaisuudet

= Tuntijako

= Tavoitteet ja keskeiset sisallot oppiaineittain ja kursseittain
= Opiskelijan oppimisen arviointi

OPS:ssa maarataan myos, ettd lukion opetussuunnitelman tulee sisaltaa kaikkien kurssien
kuvaukset, ja ettd myOs soveltavien kurssien tavoitteet ja siséllot pitdd maaritelld
opetussuunnitelmassa. (Opetushallitus, 2003b)

4.3. Matematiikka OPS:ssa

Suomalaisissa lukioissa on mahdollista opiskella ja suorittaa ylioppilastutkinto
matematiikassa joko pitkana tai lyhyena oppiméarana.
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Lyhyessa oppiméaarassa on suoritettava kuusi pakollista ja valinnaisena liséksi kaksi
syventavaa kurssia.

Taulukko 6: Matematiikan lyhyen oppiméaran kurssit

Pakolliset kurssit

Lausekkeet ja yhtalot (MABL)
Geometria (MAB2)

Matemaattisia malleja I (MAB3)
Matemaattinen analyysi (MAB4)
Tilastot ja todennakoisyys (MABDS)
Matemaattisia malleja 11 (MABG)

Valinnaiset kurssit

Talousmatematiikka (MAB7)
Matemaattisia malleja 111 (MABS)

Pitk&ssd oppimééarassa on suoritettava kymmenen pakollista ja valinnaisena lisaksi kolme
syventavaa kurssia.

Taulukko 7: Matematiikan pitkan oppimaaran kurssit

Pakolliset kurssit

Funktiot ja yhtalot (MAAL)
Polynomifunktiot (MAA2)
Geometria (MAA3)

Analyyttinen geometria (MAA4)
Vektorit (MAAS)

Todennékoisyys ja tilastot (MAAG)
Derivaatta (MAA7)

Juuri- ja logaritmifunktiot (MAAS)
Trigonometriset funktiot ja lukujonot
(MAAO9)

Integraalilaskenta (MAA10)

Valinnaiset kurssit

Lukuteoria ja logiikka (MAA11)
Numeerisia ja algebrallisia menetelmia
(MAA12)

Differentiaali- ja integraalilaskennan
jatkokurssi (MAA13)

Kuten huomataan, todennakoisyyslaskenta sisaltyy seka lyhyeen etté pitk&an oppimaaraan.
Siséltderoja niilla on, kuten alla olevan taulukon perusteella on nahtavissa.



Taulukko 8: Matematiikan lyhyen ja pitkdn oppimadaran tavoitteet ja keskeiset sisallot

Lyhyt oppimaara Pitk& oppimaara

Tavoitteet Tavoitteet

Kurssin tavoitteena on, etta opiskelija Kurssin tavoitteena on, etta opiskelija

= harjaantuu kasittelemééan ja = oppii havainnollistamaan diskreetteja
tulkitsemaan tilastollisia aineistoja ja jatkuvia tilastollisia jakaumia seka

= tutustuu laskinten ja tietokoneiden madrittamadn ja tulkitsemaan
kayttoon tilastotehtévissa jakaumien tunnuslukuja

= perehtyy todenné&kdisyyslaskennan = perehtyy kombinatorisiin menetelmiin
perusteisiin. = perehtyy todennékdisyyden

késitteeseen ja todennékoisyyksien
laskus&antoihin

= ymmartaa diskreetin
todennakdisyysjakauman kasitteen ja
oppii madrittamaan jakauman
odotusarvon ja soveltamaan sita

= perehtyy jatkuvan
todennakdisyysjakauman késitteeseen
ja oppii soveltamaan
normaalijakaumaa.

Keskeiset sisallot Keskeiset sisallot

= jatkuvien ja diskreettien tilastollisten | = diskreetti ja jatkuva tilastollinen
jakaumien tunnuslukujen jakauma
maarittdminen = jakauman tunnusluvut

» normaalijakauma ja jakauman = klassinen ja tilastollinen
normittaminen todennakaoisyys

= kombinatoriikkaa = kombinatoriikka

» todennédkoisyyden kasite » todennékdisyyksien laskusdannot

» todenndkoisyyden laskulakien ja niitd | = diskreetti ja jatkuva
havainnollistavien mallien kéayttoa todennakdisyysjakauma

= diskreetin jakauman odotusarvo
» normaalijakauma

Lyhyessa oppimaérassa tavoitteiden painotus on tilastomatematiikassa, kun taas pitk&ssa
oppimaarassa syvennytddn enemman myos klassiseen todennékoisyyslaskentaan ja sen
menetelmiin. (Opetushallitus, 2003b)

4.4. Lukion opetussuunnitelman perusteiden paivittdminen

Opetushallitus kaynnisti lukiokoulutuksen opetussuunnitelman perusteiden péivittamisen
valtioneuvoston paatettyd 13.11.2014 lukiolaissa tarkoitetun koulutuksen vyleisista
valtakunnallisista tavoitteista ja tuntijaosta. Opetushallitus valmisteli opetussuunnitelman
perusteet niin, ettd niiden mukaan laaditut opetussuunnitelmat otettaisiin kayttoon
viimeistddn 1.8.2016. Tavoitteena oli, ettd nuorille annettava lukiokoulutuksen

26



opetussuunnitelman perusteet olisivat valmiit syyskuun 2015 lopussa. (Opetushallitus,
2015a)

Suurimmat uudistukset liittyvat tieto- ja viestintatekniikan (myéhemmin TVT) kayttéon.
Lukion opetussuunnitelman tulisi vastaisuudessa sisaltdd suunnitelman my6s TVT:n
opetuskaytosta. Liséksi opiskeluympdristdjen ja — menetelmien osalta maarataan nain:

”Opiskelijoita ohjataan hyddyntdmddn digitaalisia opiskeluympdristojd ja tyovdlineita eri
muodossa esitetyn informaation hankintaan ja arviointiin seké uuden tiedon tuottamiseen
jajakamiseen. Opiskelijoiden omia tietoteknisia laitteita voidaan kayttaa oppimisen tukena
opiskelijoiden ja huoltajien kanssa sovittavilla tavoilla. Samanaikaisesti huolehditaan
siitd, ettd kaikilla opiskelijoilla on mahdollisuus tietoja viestintdteknologian kdyttoon.”

Matematiikan osalta suurin uudistus on seka pitkélle ettd lyhyelle oppimé&arélle yhteinen
kurssi Luvut ja lukujonot (MAY1). Taman yhteisen opintokokonaisuuden tehtévéna on
“herattda opiskelijan kiinnostus matematiikkaa kohtaan mm. tutustuttamalla héanet
matematiikan  moninaiseen  merkitykseen ihmiselle ja yhteiskunnalle. Tassa
opintokokonaisuudessa opiskelijalla on tilaisuus vahvistaa pohjaa matematiikan
opinnoilleen ja nahdad matematiikka hyodyllisend ja kayttokelpoisena selitettdessa ja
hallittaessa muun muassa yhteiskunnan, talouden ja luonnon tapahtumia ja tilanteita”.

Muuten uudistukset liittyvat pitkan oppiméaaréan osalta kurssien jarjestyksen muuttumiseen.
Esimerkiksi  Todennakoisyys ja tilastot-kurssi  siirtyy  kuudennesta  kurssista
kymmenenneksi.

Tavoitteiden osalta Todenndkoisyys ja tilastot-kurssin ainut uudistus liittyy TVT:n
kayttoon, silla nyt opiskelijan tulisi kurssin jalkeen osata kayttda teknisia apuvélineita
digitaalisessa muodossa olevan datan hakemisessa, késittelyssé ja tutkimisessa seka
jakaumien tunnuslukujen maarittamisessa ja todenndkdisyyksien laskemisessa annetun
jakauman ja parametrien avulla.

Keskeisissa sisalloissa ei Todennakdisyys ja tilastot-kurssin osalta ole muutoksia.
(Opetushallitus, 2015b)

4.5. Sahkoiset ylioppilaskirjoitukset

Ylioppilaskokeen séhkdistdminen tapahtuu vaiheittain vuosina 2016-2019. Matematiikan
osalta ylioppilaskirjoitukset muuttuvat sdhkdisiksi viimeisena, kevaalla 2019. Kaytettavén
tekniikan osalta on madritetty, ettd vastaukset kirjoitetaan tekstinkasittelyohjelmalla tai ne
annetaan suoraan tehtévén yhteydessa olevilla valineilld, vastauksiin on mahdollista liittda
esimerkiksi kuvia tai kaavioita, ja vastauksia voi luonnostella suttupaperille, jota ei
kuitenkaan huomioida arvostelussa. Esimerkiksi MAOL-taulukot tarjotaan digitaalisina.
Kéytettavat ohjelmistot sisdltavat tekstinkasittelyohjelman lisaksi mm. kuvankaésittelyyn,
vektorigrafiikkaan, symboliseen laskentaan ja kuvaajien tyostdmiseen kaytettavia
tietokoneohjelmia.

Matematiikan séhkdinen ylioppilaskoe sisaltdd myos tehtdvié, joita ei ratkaista teknisten
apuvélineiden avulla. Teknisten apuvalineiden avulla tehtdvien vaatimat kaavat
kirjoitetaan kaavaeditorien avulla. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2015)
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Miten tamé sitten vaikuttaa varsinaisiin ylioppilaskirjoituksiin ja lukio-opetukseen, j&&
viel& tdman tutkielman osalta kasittelematta.
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5. YLAKOULUN POHJUSTUS

Lukio-opinnot aloitetaan yleensa peruskoulun jalkeen. Peruskoulussa
todennakdisyyslaskentaan ei maarallisesti juuri panosteta, vaan painotus on enemmankin
tilastoissa ja niiden tulkinnassa.

5.1. Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet

Alakoulun aikana todennakdisyyslaskennasta kdydaan l&hinné todennakdisyyden kasite ja
erilaisiin ilmi6ihin liittyva sattuman mahdollisuus. Hyvéan osaamisen kriteereissa viidennen
luokan lopulla todennikdisyyslaskennasta vaaditaan, etti oppilas 0saa selvittaa erilaisten
tapausten ja vaihtoehtojen lukumaaran sekd osaa paatella mahdottoman ja varman
tapauksen”.

Ylakoulussa todennékoisyyslaskentaa voidaan hieman syventaa tutustumalla erilaisiin
klassisen todenndkoisyyden laskentaperiaatteisiin ja tilastollisen todenndkdisyyden
tutkintaan. Edelleen painotus on enemmaénkin tilastojen tulkinnassa, mutta myds mm.
tuloperiaatetta voidaan soveltaa rajoitetusti.

Paattoarvosanan kahdeksan, joka vastaa nykyisin hyvaa suoritusta, vaatimuksissa todetaan
todenndkoisyyslaskennan osalta, ettd “oppilaan tulisi osata maarittdd mahdollisten
tapausten lukumaara ja jarjestaa yksinkertainen empiirinen tutkimus todennakdoisyydesta”
ja ymmartdd todennakoisyyden ja satunnaisuuden merkitys arkieldméan tilanteissa”.
(Opetushallitus, 2004)

5.2.  Opetussuunnitelman perusteet 2014

Myaos peruskoulun osalta on ollut Opetussuunnitelman perusteiden uudistustyd kaynnissa
ja uusi versio perusteista on hyvaksytty 22.12.2014. Vuoden 2014 versio otetaan kayttoon
syyslukukaudella 2016 luokilla 1-6 ja porrastetusti ylakoulussa vuosien 2017—-2019 aikana.
(Opetushallitus, 2014a)

Kuten lukio-opetusta koskevassa uusissa Opetussuunnitelman perusteissa, myos
perusopetukseen tulee mukaan yhd vahvemmin tieto- ja viestintatekniikan kaytto
oppimisprosessin tydvalineena.

Todennékoisyyslaskennan osalta sisaltomuutoksia ei nayttéisi tulevan, vaan tavoitteena on
edelleen tarjota oppilaille kokemuksia todennékoisyyksista arkieldmdssd ja pohtia
tapahtumien osalta, ovatko ne luonteeltaan mahdottomia, mahdollisia vai varmoja.
Alakoulun kuudennen luokan arviointikriteereissa ei enda todennékoisyyttd edes mainita.

Yldkoulun tavoitteissa todenndkoisyyslaskennan osalta vain todetaan, ettd “lasketaan
todennakoisyyksia”. Jaa siis yhd enemman opettajan paitettavaksi, mité ja miten hian haluaa
aihepiirista opettaa. Kuitenkin arvosanakriteereissa hyvan arvosanan (8) vaatimuksissa
todetaan, ettd ’oppilas osaa maarittaa seka klassisia etté tilastollisia todennakoisyyksia”,
eli jonkin verran on osaamista silta osin tdsmennetty. (Opetushallitus, 2014b)
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5.3. Omat kokemukset todennakoisyyslaskennasta ylakoulussa

Toimiessani itse kahden lukuvuoden ajan yldkoulun matematiikan opettajana olen saanut
todeta, ettd yldkoulussa todenndkoisyyslaskentaa vain raapaistaan erilaisten
laskutekniikoiden osalta. Kaytdnnossa todennédkdisyyslaskentaa on ollut viimeisessa
yhdeksénnen luokan matematiikan kurssissa vain viikon verran eli 4-5 oppituntia. Tassé
ajassa on kayty lapi lahinnd késitteitd ja klassisen todenndkdisyyden perustapauksia
(nopanheiton, korttipakan ja kolikonheiton kaltaiset tapahtumat) ja tuloperiaatetta
(asetetaan ihmisié erilaisiin jonoihin). Liséksi tilastojen suhteellisen frekvenssin avulla on
ennustettu tilastollista todenndkoisyytta.

Valmiuksia haastavampaan todennakoisyyslaskentaan ei siis vield ylakoulun jélkeen ole,
mutta toisaalta se ei ole tavoitteenakaan, kuten ylla peruskoulun pé&attdarvosanan
vaatimuksissa on todettu.
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6. LUKION OPPIKIRJAT

Tassa tutkielmassa tutkitaan kolmea lukion matematiikan pitkdn oppiméarén oppikirjaa
kurssilta:

e Laudatur 6 — Todenndkdisyys ja tilastot (Otava)
e Matematiikan taito 6 — Todenné&kaisyys ja tilastot (WSOY)
e Pitkd matematiikka 6 — Todennakdisyys ja tilastot (SanomaPro)

6.1. Laudatur 6 — Todennakaisyys ja tilastot

Laudatur 6 kirja aloittaa tilastotieteen osiolla, jossa esitellddn tilastojen esittdmiseen
liittyvét asiat, kuten erilaiset mitta-asteikot ja diagrammit, seka niiden piirtamista varten
tarvittavat tiedot, kuten frekvenssi, suhteellinen frekvenssi ja summafrekvenssi. Erilaiset
mittaus- ja laskentamenetelmat tilaston muodostamiseksi kéydaan lavitse, mm. otos,
aineiston luokittelu ja vaihteluvali. Todennadkoisyyslaskentaankin liittyvat termit
perusjoukko ja muuttuja esitelldadn. Taman jalkeen opetetaan tilastojen keskiluvut seka
niiden laskeminen: tyyppiarvo, aritmeettinen keskiarvo ja mediaani. Tilastotieteen osuus
lopetetaan hajontalukuihin eli vaihteluvaliin ja keskihajontaan, joiden lisaksi kerrotaan,
kuinka edell&d mainittuja tietoja voisi hyodynt&é aineiston normittamiseen.

Todennédkoisyyslaskenta  alkaa  luontevasti  tilastojen  jélkeen tilastollisella
todennékoisyydelld, jossa todetaan, ettd tilastollinen todenné&kdisyys saadaan jakamalla
kysytyn tapahtuman frekvenssi kaikkien tapahtumien lukuméaaralla. Taman avulla
esitellddn myos termit varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma, sek& todennékdisyyden
erilaiset esitystavat desimaaliluku, prosenttiluku ja murtoluku (tarkka arvo). Kaytdnnon
laskuesimerkkeind mietitdén ladketieteellisten testien tarkkuutta, vedonlydntikertoimien
muodostamista ja todennakdisyyksien kayttamista verrannoissa.

Taman jalkeen kasittelyyn saadaan permutaatiot ja kombinaatiot, joiden kanssa tutuksi
tulevat myos kertoma ja tuloperiaate. Kirja aloittaa tdman tuloperiaatteesta, jota sitten
hyoddynnetdan ensin kertoman muodostamisessa ja sitten permutaatioiden ja variaatioiden
laskemisessa erilaisten ihmisjonojen avulla. Osio paatetddn kombinaatioiden laskemiseen,
joissa lasketaan mm. oikeiden lottorivien lukumé&éria.

Seuraavaksi Laudatur 6 esittelee klassisen todennakdisyyden, eli kdytanndssa suotuisten
alkeistapausten suhteen kaikkiin mahdollisiin alkeistapauksiin. Nopanheiton avulla
vertaillaan klassisen ja tilastollisen todennékdisyyksien eroavaisuuksia. Lisaksi esitellaén
klassisen todennadkoisyyslaskennan sovelluksena geometrinen, eli erilaisiin mitattaviin
suureisiin perustuva, todennédkoisyys.

Perusteiden jalkeen siirrytdan erilaisiin  menetelmiin. Toisistaan riippumattomille
tapauksille muodostetaan kertolaskus&danté, minka jalkeen mietitddn ehdollista
todenndkdisyytta tilanteessa, jossa tapahtuman todenndkdisyys muuttuukin riippuen
edellisen tapahtuman lopputuloksesta. Taman jalkeen muodostetaan yhteenlaskusééanto,
jota mietitdén seka toisistaan erillisten etté ei-erillisten tapausten kohdalla. Osio paatetaén
komplementtisdantoon.

LaskusaantOjen jalkeen Kirja esittelee erilaisia diskreetteja todenndkdisyysjakaumia ja
naistd laskettavia, jo tilastotieteen kohdalla esiteltyja, tilastollisia tunnuslukuja, kuten
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odotusarvo ja keskihajonta. Liséksi esitelladn kertymafunktio. Ainoana erityistyyppina
diskreetista jakaumasta esitellddn binomijakauma ja kerrotaan, miten sille kyseiset
tunnusluvut voidaan laskea.

Jatkuva jakauma on vuorossa seuraavaksi. Siitd kasitelladn tiheysfunktio ja
kertymafunktio, ja ainoana erityistapauksena késitelladn tasainen jakauma. Esimerkit ja
tehtdvat ovat hyvin yksinkertaisia johtuen Kirjan tekijoidenkin kommentista, ettd
todenndkdisyyslaskenta on nykymallisessa Opetussuunnitelman perusteissa kurssina jo
ennen integraalilaskentaa, jonka tietoja vaativampien kertymafunktioiden laskentaan
tarvittaisiin. Tastd johtuen kertymé&funktiot ovat helposti muodostettavia l&hinn& tavallisten
geometristen alueiden, kuten kolmioiden ja suorakulmioiden, pinta-aloja laskemalla.

Laudatur 6 péaattyy normaalijakaumaan, josta kasitelldan todennékoisyyksien laskeminen
taulukoiden avulla sekd jakauman normittaminen. Erityistapauksena kasitelldan vielé
binomijakauman korvaaminen normaalijakaumalla.

Kirjan lopussa on viela kertausosio, jossa kdydaén lapi teoriat ja menetelmaét, ja tarjotaan
opiskelijalle lis&a tehtavia laskettavaksi kertaamista varten.

6.1.1. Ajankayttdéehdotus

Kirjan tekijat ehdottavat, ettd kuhunkin todennékoisyyslaskennan osioon kaytettdisiin
kolme 45-minuuttista oppituntia, pois lukien jakaumat, joihin normaalijakaumaa lukuun
ottamatta riittaisi kaksi oppituntia. Kéytanndssa siis esimerkiksi kuhunkin laskusaantéon
kaytettaisiin yksi oppitunti, ja jakaumien kohdalla esimerkiksi yksi oppitunti kaytettdisiin
teoriaan perehtymiseen ja toinen laskuihin. Permutaatioiden ja kombinaatioiden kohdalla
lukum@ara tuntuu vahan pieneltd, silla etenkin kombinaatioissa voidaan tehda jo hyvinkin
monimutkaisia laskuja, joten lisdaika ei olisi pahitteeksi. Toki opettaja voi itse muuttaa
painotuksia haluamallaan tavalla, jos kokemuksesta tietdd jonkin osa-alueen olevan toista
helpompi ja ndin kokee mahdolliseksi siirtdad ehdotuksen tunteja kokonaisuudelta toiselle.

Mikali lukiossa on kaytdssa 75-minuuttiset oppitunnit, niin kirjantekijan suositukset
muuttuvat suhteessa enemman eri osioiden valilla. Tilastotieteen osuus putoaa 270
minuutista 225 minuuttiin, eli kokonainen 45-minuuttinen oppitunti  vdhemman.
Vastaavasti tilastollinen todennakdisyys puristetaan yhteen oppituntiin ja diskreettien
jakaumien osuus menettdd myos yhden kokonaisen oppitunnin. Jatkuvaan jakaumaan
panostetaan suhteellisesti enemman kuin muihin kokonaisuuksiin, jotka noudattavat
kutakuinkin “’kaksi oppituntia kolmen sijaan”-periaatetta. (Hautajarvi et al, 2006)

Ajankayttoehdotuksen summa on tilastotiede mukaan lukien 27 oppituntia 45-minuuttisia
tai 16 oppituntia 75-minuuttisia. Lukiokurssien tulisi olla keskim&arin 38 tuntia, joten
jonkin verran liikkumavaraa tentteineen jaa. (Opetushallitus, 2003b)

6.2. Matematiikan taito 6 — Todennakoisyys ja tilastot

Matematiikan taito 6-kirja aloittaa kurssin johdattelemalla joukko-oppiin. Tdéman jalkeen
aloitetaan todennékdisyyslaskenta tuloperiaatteella, jossa tuloksia perustellaan joukko-
opin tuloksilla. Permutaatiot ja kertoma esitellddn hyvin lyhyesti, mink& jalkeen otetaan
kasittelyyn k-permutaatiot (variaatiot) ja kombinaatiot. Esitys on hyvin tiivis verrattuna
esimerkiksi Laudatur 6-kirjan vastaaviin.
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Néiden jélkeen esitelld&n vasta todenndkoisyyden késite, satunnaisilmio ja satunnaiskoe.
Todennékoisyyksisté esitelladn perékkain tilastollinen ja klassinen todennakdisyys saman
osion sisélla. Myos geometrinen todenndkoisyys kaydaan tikkataulun avulla lapi.

Seuraavaksi esitellddn komplementtisddntd ja yhteenlaskusaantd, joita seuraavat
riippumattomuus ja ehdollinen todenné&koisyys, joiden yhteydessa taas kasitellaan
kertolaskuséantd. Kokonaan oman kappaleensa saa monivaiheisen kokeen
kertolaskus&anto, joka esimerkiksi Laudatur 6:ssa oli siséllytetty edellisten kanssa samaan
kappaleeseen.

Binomitodennakoisyys késitelladn vield ennen tilastotieteen osuutta. Tilastotieteen sisaltd
on samankaltainen kuin Laudaturissa, eli esitelldén tilastojen esittamiseen liittyvat asiat,
niiden piirtamista varten tarvittavat tiedot, kuten frekvenssi, suhteellinen frekvenssi ja
summafrekvenssi, ja tilastojen keskiluvut sekd niiden laskeminen Tilastotieteen osuus
lopetetaan tdssakin kirjassa hajontalukuihin eli vaihteluvaliin ja keskihajontaan, sek&
naiden hyddyntamiseen muuttujan normittamisessa.

Kirjan loppuosa perehdyttéa jakaumiin ja rakenne on hyvin Laudatur 6-kirjan kaltainen:

1. Diskreetit jakaumat ja ndiden tunnusluvut (binomijakauma merkitty
ylikurssiaineistoksi).

2. Jatkuva jakauma, tiheysfunktio ja kertyméfunktio, ja kuten Laudaturissakin,
esimerkit ja tehtavat ovat hyvin yksinkertaisia.

3. Normaalijakauma ja sen normittaminen.

Aivan lopuksi kirjassa on kertaussivu, jossa kaikki kaavat ja tulokset on lueteltu ilman
suurempia kuvauksia tai selityksia.

6.2.1. Ajankayttéehdotus

Kirjan tekijat ovat antaneet ajankéayttéehdotuksen vain 45-minuuttisia oppitunteja ajatellen.
Tilastotieteelle on ehdotettu vain neljaa tuntia, toisaalta monivaiheisen kokeen
kertolaskusédannon opiskelulle on ehdotettu jopa kolmea oppituntia, mikd poikkeaa
voimakkaasti Laudaturin linjasta. Muuten ehdotus myotailee Laudaturin linjaa siita, etta
kukin osa-alue kasitelladn 2-3 oppitunnin aikana. (Halmetoja et al, 2006)

6.3. Pitkd matematiikka 6 — Todennakdisyys ja tilastot

Pitk& matematiikka 6-kirja aloittaa kurssin todennékdisyyteen liittyvien termien esittelylla
ja siirtyy niiden avulla klassisen todennékdisyyden laskentaan, jonka késitteista esitellaén
myOs termit varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma. Kasitteet esitellaan
monipuolisemmin (ja monimutkaisemmilla kaavoilla) kuin muissa kirjoissa, mika varmasti
miellyttdd matemaattisesta ilmaisusta kiinnostuneita. Ennen ensimmadista tehtévésarjaa
esitelldadn myos tilastollinen todenndkoisyys.

Klassisen todenndkoisyyden laskentaa jatketaan esittelemalld menetelmd, jossa
todenndkoisyys selvitetddn laskemalla alkeistapauksia. Menetelmdssa esitellddan seka
luettelo, taulukointi ettd graafinen kuvaajan avulla tehtéva ratkaisumalli. Tést4 jatketaan
geometriseen  todenndkoisyyteen, jonka jalkeen esitellddn, miten lasketaan
satunnaismuuttujan odotusarvo.
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Seuraavaksi Kirjassa syvennytdan tuloperiaatteeseen ja kombinatoriikan menetelmiin,
minka jalkeen esitelladn kertolaskusédénté ja ehdollinen todennakoisyys. Tasta edetéén
yhteenlaskusaantoon.

Todennékoisyyslaskennan osio paatetdén toistokokeen todennakdisyyksien laskemiseen
binomijakauman avulla.

Kirjan loppuosa perehdyttda jakaumiin ja rakenne on samanlainen kuin kahdessa muussa
vertailtavassa kirjassa:

1. Diskreetit jakaumat ja ndiden tunnusluvut
2. Jatkuva jakauma, tiheysfunktio ja kertymafunktio
3. Normaalijakauma ja sen normittaminen.

Kuten Laudatur 6-kirjassakin, on Pitkdn matematiikan lopussa viela kertaukseen tarkoitettu
0sio, jossa teoriat on koottu tiiviiksi paketiksi selityksineen ja taydennetty vield
kertaustehtavilla.

6.3.1. Ajankayttdehdotus

Ajankayttdehdotus on samankaltainen muiden Kirjojen kanssa, eli 2-3 oppituntia
kokonaisuutta kohti. Ainoastaan kombinatoriikan lapikdymiseen on varattu selvésti
enemman: erilaisten permutaatioiden ja kombinaatioiden yksittaisten oppituntien lisaksi
lasketaan vield useampi oppitunti ndiden sovellusten parissa. (Kangasaho et al, 2013)

6.4. Kirjojen rakenteen vertailu

Pitkan oppimadran matematiikan kurssi MAAG siséltda siis seké tilastotieteen ettd
todennakdisyyslaskennan alueet. Jokaisessa tdman tutkielman oppikirjassa painotus on
todenndkdisyyslaskennassa, silld yhden matematiikan kurssin ollessa noin 28-30 45-
minuuttista oppituntia, tilastomatematiikan osuus kirjojen aikataulusuunnitelmissa on vain
4-7 oppituntia, eli maksimissaan neljannes koko kurssista.

Tilastotiedematematiikan sijoittuminen on kaikissa Kirjoissa erilainen. Laudatur-Kirjassa
tilastot ké&sitelladn heti  kurssin aluksi. Matematiikan taito esittelee tilastot
todennakdisyyslaskennan jalkeen mutta kuitenkin ennen jakaumien opiskelua. Pitka
matematiikka taas j4ttaa tilastojen kasittelyn kurssin loppuun.

Todennékoisyyslaskennan osalta suurin eroavaisuus on siind, ettd Laudatur ja
Matematiikan taito esittelevdt kombinatoriikkaa jo ennen kuin  klassisen
todennakdisyyslaskennan perusteita on Kirjassa kasitelty. Taman jalkeen tulevat kaikissa
kirjossa kertolasku-, yhteenlasku- ja komplementtisadnnét vaihtelevassa jéarjestyksessa.

Kaikissa Kirjoissa diskreetteihin ja jatkuviin todenndkdisyysjakaumiin liittyvat asiat
kasitelladn viimeisend. Alla olevassa kuvassa on esitetty Kkirjojen rakenne siiné
jarjestyksessd, missa aihepiirit kirjassa tulevat:
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Laudatur

Tilastotiede

Matematiikan taito

Joukko-oppi

Pitka matematiikka

Klassinen
todennakoisyyys

Tilastollinen
todennakoisyys

Tuloperiaate

Tilastollinen
todennakaisyys

Tuloperiaate

Permutaatiot

Permutaatiot

Kombinaatiot

Komplementtisdaanto

Kombinaatiot

Tilastollinen
todennakaisyys

Tuloperiaate

Klassinen
todenndkdisyys

Permutaatiot

Klassinen
todenndkoisyyys

Komplementtisdaanto

Kombinaatiot

Kertolaskusaanto

Yhteenlaskusaanto

Kertolaskusaanto

Yhteenlaskusdanto

Kertolaskusaanto

Yhteenlaskusdanto

Komplementtisdaanto

Binomitodennakoisyys

Diskreetti tn.
jakauma

Tilastotiede

Tilastotiede

Binomijakauma

Diskreetti tn. jakauma

Diskreetti tn.
jakauma

Binomijakauma

Binomijakauma

Jatkuva jakauma

Jatkuva jakauma

Jatkuva jakauma

Normaali jakauma

Normaali jakauma

Kuva 9: Oppikirjojen sisaltorakenteet
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6.5. Kirjojen sisaltdjen vertailu

Opetussuunnitelman perusteiden vaatimukset nakyvat Kirjojen sisalldissa selvasti.
Kéytdnnosséd kirjojen siséltd on l&hes identtinen aihepiirien ja valittujen
todennakdisyyslaskentaan liittyvien asioiden osalta.

Kaikissa kirjoissa kdydaan lapi klassiseen todennékoisyyteen liittyvat osa-alueet:

= Kertolasku- ja yhteenlaskusaannot
= Komplementtisaanto
= Kombinatoriikan kombinaatiot, variaatiot ja permutaatiot

Jakaumien osalta diskreetin todenn&kdisyysjakaumien osalta kasiteltavéat asiat ovat:

= Diskreetin jakauman perusteet
» Tunnusluvut eli odotusarvo, varianssi ja keskihajonta
= Geometrinen todennédkoisyys

Jatkuvista jakaumista kasitellddn normaalijakauman liséksi binomijakauma kahdessa
muussa kirjassa mutta ei Matematiikan taidossa.

Kuten aiemmin tdssé tutkielmassa on todettu, Kirjoissa sisallon jarjestys ja rakenne
poikkeaa toisistaan jonkin verran. Seuraavassa verrataan aiheiden kasittelya néaissa
oppikirjoissa.

6.5.1. Tilastollinen todennakdisyys oppikirjoissa

Tilastolliseen todennédkodisyyteen johdatellaan kaikissa kirjoissa  yksinkertaisen
toistokokeen avulla. Néista laskettuja tilastollisia todennakoisyyksié verrataan vastaavan
tapahtuman klassiseen todennédkdisyyteen ja pohditaan, mista tulosten eroavaisuudet
johtuvat. Asia késitelladn lyhyesti ja ainoastaan Laudatur-kirjassa asiasta annetaan useita
erilaisia esimerkkeja tilastollisen todennékoisyyden hyodyntdmisesta.

6.5.2. Kombinatoriikka oppikirjoissa

Kombinatoriikan osa-alueisiin  tullaan kaikissa Kirjoissa tuloperiaatteen kautta.
Tuloperiaatteen avulla mietitdan, kuinka monta erilaista yhdistelmad voidaan valituista
osajoukoista muodostaa, kun jokaisesta osajoukosta voidaan valita yksi alkio.
Matematiikan taito on kirjoista ainut, joka kayttda asiassa joukko-opillisia merkintdja
algebrallisten lisaksi. Toisaalta Matematiikan taito on myds ainoa kirja, jossa joukko-oppia
edes laajemmin esitellaan.

Tuloperiaatteen avulla kaikki Kirjat madrittelevét sitten kertoman, permutaatiot, variaatiot
ja kombinaatiot kaavoineen. T&std alueesta soveltavana osana Pitkd matematiikka esittelee
viel& binomijakauman ja binomikertoimet. My6s Laudatur esittelee binomijakauman,
mutta vasta myohemmin osana normaalijakauman sovellusta. Matematiikan taidossa
esitelladn téssd yhteydessd ainoastaan termi binomikerroin, mutta binomijakauma
itsendisend osana tulee vasta my6hemmin, kun ensin on kertolasku- ja yhteenlasku-
séantoja sovellettu kombinatoriikan kanssa.
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6.5.3. Kertolaskusaanto ja yhteenlaskusaanto oppikirjoissa

Kuten aiemmasta Kirjojen rakenteiden esittelystd voitiin huomata, kertolaskusaannon,
yhteenlaskusdadnnon ja komplementtisddnndn jarjestys vaihtelee. Laudatur kasittelee ensin
kertolaskus&annon, seka riippumattomien etté ehdollisten tapausten osalta. Tamé jalkeen
esitelladn  yhteenlaskusdénté  joukko-opillisten  merkintéjen avulla ja lopuksi
komplementtisdédntd. Sama lahestymistapa on Pitk&dssa matematiikassa, jossa tosin
komplementtisdanté on kéayty lapi jo kurssin alussa. Téssakin hyddynnetdan joukko-
opillisia merkint6jd, ja molemmat kirjat kokoavat sédnnot myos matemaattisiksi kaavoiksi.

Pitkd matematiikka esittelee ensin yhteenlaskusdédnnon ja sitten kertolaskusaannon eri
tapauksissa. Varsinaisesti merkitysta jarjestykselld ei ole, silla s&&anndt eivat varsinaisesti
vaikuta toisiinsa naissa sovellustapauksissa.

6.5.4. Todennakoisyysjakaumat oppikirjoissa
Kaikissa oppikirjoissa todenndkoisyysjakaumat kasitelladn samassa jérjestyksessé.

Kaésittely aloitetaan diskreeteillda todennékoisyysjakaumilla, joissa esitelladn erilaiset
graafiset esitystavat, odotusarvot ja niiden laskeminen kaavoineen, seké vaatimus siit4, ettd
jakauman todennékdéisyyksien summan on oltava yksi.

Jatkuvien jakaumien osalta l&hestymistapa on samankaltainen kuin diskreeteilld
jakaumilla. Graafiset esitystavat ja niiden muodostaminen kasitelldaan kaikissa kirjoissa,
seka kertymafunktion muodostaminen.

Vain Matematiikan taito kasittelee tilastollisten tunnuslukujen laskemisen jatkuville
jakaumille yleisessa tapauksessa. Tosin kovin monimutkaisiin kertymafunktioihin ei
Kirjassa voida mennd, silld kertymafunktioiden muodostamisessa oleellisia
integraalifunktioita ei vield tassa vaiheessa ole lukiomatematiikassa késitelty.

6.5.5. Normaalijakauma oppikirjoissa

Normaalijakaumien kasittely oppikirjoissa on samanlainen kaikissa. Normaalijakauman
kasite esitellddan kellokdyrdkuvaajan avulla. Normaalijakauman tiheysfunktiokin
mainitaan, mutta koska sen kasittely tarkemmin lukiomatematiikalla on turhan haastavaa,
eika tassé vaiheessa lukiomatematiikassa ole kasitelty integrointia, mink& kertymafunktion
muodostamiseen tdssa tarvitsisi, saatikka Neperin lukua, joka normaalijakauman
tiheysfunktion kaavassa esiintyy.

Sen sijaan kaésitellddn normitetun normaalijakauman tunnuspiirteet odotusarvon ja
keskihajonnan osalta ja niiden vaikutuksista normaalijakauman kuvaajaan. Paapaino on
kuitenkin ~ normaalijakauman  kertymé&funktiossa erilaisten  todenndkdisyyksien
laskemiseksi kysytyille muuttujan arvovéleille kéyttden apuna normaalijakauman
kertyméfunktion taulukoituja arvoja. Lisdksi nykyaikaiset laskimet osaavat laskea arvot
suoraan.

Normaalijakauman osuus Kkirjoissa péattyy jakauman normittamiseen ja tallaisten
jakaumien todennékoisyyksien laskemiseen. Pitkd matematiikka ja Laudatur esittelevét
vield erikoistapauksena binomijakauman normittamisen.
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6.6. Vertailu Opetussuunnitelman perusteisiin
Opetussuunnitelman perusteiden tavoitteet nayttaisivat tayttyvan seuraavasti.

Taulukko 9: Opetussuunnitelman perusteiden tavoitteiden toteutuminen oppikirjoissa

Tavoite ‘ Toteutuminen

Oppii havainnollistamaan diskreetteja ja Toteutuu kaikissa kirjoissa
jatkuvia tilastollisia jakaumia seké havainnollistamisen osalta niin
maarittdmaan ja tulkitsemaan jakaumien diskreettien kuin tilastollisten
tunnuslukuja jakaumienkin osalta.

Tunnuslukuja ei yhté oppikirjaa lukuun
ottamatta (Matematiikan taito) méariteta
jatkuville jakaumille.

Perehtyy kombinatorisiin menetelmiin Kaikissa kirjoissa perehdytééan
monipuolisesti kombinatorisiin
menetelmiin niin permutaatioiden,
variaatioiden kuin kombinaatioidenkin
osalta.

Perehtyy todennakoisyyden kasitteeseen ja | Kaikissa Kirjoissa perehdytééan
todennakadisyyksien laskusaantdihin keskeisiin kasitteisiin niin klassisen kuin
tilastollisenkin
todennakdisyyslaskennan osalta.

Samoin laskusaannot, kuten
kertolaskus&anto, yhteenlaskusaanto,
komplementtisdant® kuin erilaisten
yksittéisten tapahtumien
todennakdisyyksien laskeminen
kasitellaan kattavasti.

Ymmartaa diskreetin Kaikissa Kirjoissa diskreetin
todennakdisyysjakauman kasitteen ja oppii | todennakdisyysjakauman kasite ja
maarittdmaan jakauman odotusarvon ja esitystavat esitellaan kattavasti, samoin
soveltamaan sité tilastollisten tunnuslukujen laskeminen.

Tilastollisten tunnuslukujen tulkinta taas
jaa usein opettajan ja opiskelijan
selvitettavaksi, silla néista ei kdytannon
esimerkkeja ole.

Perehtyy jatkuvan todennékoisyysjakauman | Kaikissa kirjoissa perehdytdan
kéasitteeseen ja oppii soveltamaan alkeellisella tasolla jatkuvaan
normaalijakaumaa. todennédkdisyysjakaumaan ja opitaan
soveltamaan normaalijakaumaa ja sen
tilastoituja arvoja todennakdisyyksien
laskemiseen normaalisti jakautuneessa
aineistossa.
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Opetussuunnitelman perusteiden keskeiset sisallot nayttaisivat tulevan kasitellyiksi

seuraavasti.

Taulukko 10: Opetussuunnitelman perusteiden sisaltdjen toteutuminen oppikirjoissa

Keskeinen sisaltd

Toteutuminen

Diskreetti ja jatkuva tilastollinen jakauma | Késitelld&n kaikissa kirjoissa késitteiden,

esitystapojen ja oleellisten matemaattisten
menetelmien osalta.

Jakauman tunnusluvut

Diskreetin todennékoéisyysjakauman
osalta kasitelld&n kaikissa kirjoissa niin
odotusarvon, varianssin kuin
keskihajonnankin osalta.

Jatkuvan todennékdisyysjakauman osalta
ei toteudu kuin Matematiikan taito-
Kirjassa.

Klassinen ja tilastollinen todenné&kdisyys

Késitellaan kaikissa kirjoissa kasitteiden,
esitystapojen ja oleellisten matemaattisten
menetelmien osalta.

Kombinatoriikka

Kaésitellaan kaikissa kirjoissa kasitteiden,
oleellisten matemaattisten menetelmien ja
niiden soveltamisen osalta.

Todennékoisyyksien laskusdannot

Késitellaan kaikissa kirjoissa kasitteiden,
oleellisten matemaattisten menetelmien ja
niiden soveltamisen osalta.

Diskreetti ja jatkuva
todennakdisyysjakauma

Késitellaan kaikissa kirjoissa kasitteiden,
esitystapojen ja oleellisten matemaattisten
menetelmien osalta.

Diskreetin jakauman odotusarvo

Kaésitellaan kaikissa Kirjoissa.

Normaalijakauma

Késitellaan kaikissa kirjoissa kasitteiden,
esitystapojen ja oleellisten matemaattisten
menetelmien osalta.

6.6.1. Aiheita oppikirjoissa Opetussuunnitelman perusteiden ulkopuolelta

Aiemmin t&sséd tutkielmassa mainittiin, ettd Matematiikan taito sisaltad erillisen osion,
jossa on tutkimus- ja harrastetehtdvié edistyneemmille ja niille, jotka haluavat syventaa

todenndkdisyyslaskennan osaamista.

Muilta osin oppikirjoissa ei ole syventavaé osaamista palvelevia osioita. Ainoastaan pienia
historiaknoppeja ja termien nimien selityksia esiintyy siellé taall& osa-alueita kasiteltdessa.



Toki nytkin todennikoisyyslaskennan kurssi on “tdynnd” erilaisia aihealueita, joten
valttamatta syventavaa tietoa ei tdssa kohdassa tarvitakaan. Todennakoisyyslaskenta
ainakin omasta kokemuksestani on jo itsendan vaativaa, etenkin yhtaan soveltavimpien
laskujen ja tehtévien osalta.

6.7. Aihealueen kattavuus oppikirjoissa

Todennékoisyyslaskennan perusosa-alueet kaydaan siis kattavasti lapi lukion oppikirjoissa
ajatellen mahdollisia "tavallisessa eldmissd” tarvittavaa todenndkoisyyksien laskemista ja
ymmartamistd. Toki tdma tavoite varmasti on Opetussuunnitelman perusteiden
laatijoillakin ja kuten aiemmin huomattiin, perusteita noudatetaan varsin tdsmallisesti
téssékin lukion matematiikan kurssissa.

Jos  verrataan sisdltbalueita  tdssd  tutkielmassa  aiemmin esiteltyihin
todennakdisyyslaskennan alueisiin, niin huomattavin puutos on havaittavissa siing, ettéa
kertymafunktioiden késittely ja muodostaminen jatkuvien jakaumien kohdalla jaa
pintaraapaisuksi siita syystd, ettd yhtddn monimutkaisempien kertyméafunktioiden
muodostaminen vaatisi integraalilaskennan tietoja ja taitoja, jotka Opetussuunnitelman
perusteissa ovat vasta viimeisesséd pakollisessa pitkdn matematiikan kurssissa (MAAL10).

Liséksi diskreettien jakaumien kohdalla esimerkiksi geometristé tai Poissonin jakaumaa ei
esitelld, vaan diskreettien jakaumien kuvaajat ovat kaytdnndssa yksinkertaisia
pylvasdiagrammeja vailla vaativampia kaavoja. Binomijakaumankin normittamisessa
apuna kaytetyt kuvaajat ovat téllaisia. Matematiikan taito-Kirjassa kirjan lopussa on
erillinen osio nimeltddan Tutkimus- ja harrastustehtdvid, jossa esitellddn ns. ylikurssin
asioita, joista yksi on Poissonin jakauma ja siihen liittyen muutama soveltava tehtava.
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7. TODENNAKOISYYSLASKENNAN TEHTAVAT
YLIOPPILASKIRJOITUKSISSA

Tassd  tutkielmassa  tutkitaan  ylioppilaskirjoitusten  pitkdn  matematiikan
todennakdisyyslaskennan tehtavia vuosilta 2008—-2015.

Seuraavassa tutkitaan ylioppilaskirjoituksittain, onko tehtavissa ollut
todennakdisyyslaskennan tehtdvdd ja jos on, esitellddn tehtdvd ratkaisuineen ja
analysoidaan, mitd todennékoisyyslaskennan menetelmié tehtévan ratkaisuissa on tarvittu.

Kéytetyt menetelmat on alleviivattu tehtavén ratkaisusta.

7.1. Todennakoisyyslaskennan ylioppilaskirjoitustehtavat
ratkaisuineen

Y lioppilaskirjoitustehtévét ratkaisuineen alkaen kevéasta 2008 ja paattyen syksyyn 2015
on esitelty aikajarjestyksessa.

Tehtdvénannot on otettu suoraan ylioppilaskirjoitustehtavistd eika niitd ole muokattu.
(Kiveld, 2015)

Tehtavien ratkaisemisessa oleelliset todenndkdisyyslaskennan tekniikat ja laskusd&dnnot on
alleviivattu.

7.1.1. Kevat 2008
Tehtavananto:

”Cd-levylla on viisi kappaletta, ja henkild kuuntelee levyn paivittéain yhden viikon aikana
siten, ettd han asettaa soittimen toistamaan kappaleet satunnaisessa jarjestyksessa. Milla
todennakoisyydella kappaleet tulevat ainakin kerran kuunnelluiksi siina jarjestyksessa,
jossa ne ovat levylla? ”

Tehtavéan ratkaisu:
Tehtava lasketaan komplementtisdannon avulla eli

P(Tulee kerran levyn jarjestyksessd) = 1 — P(Ei tule kertaakaan levyn jarjestyksessa)
Kappaleet voidaan asettaa satunnaiseen jarjestykseen viiden kertoman 5! = 120 eri tavalla (5-
permutaatio). Todennakdisyys sille, ettd kappaleet eivét ole levyn omassa jarjestyksessa
on 1712. Koska viikon aikana satunnainen jarjestys valitaan kerran paivassa eli seitseman

kertaa, ja jarjestyksen valinta ei riipu edellispéivan jarjestyksestd, todennakdoisyys sille,
ettd koko viikon aikana kappaleet eivat ole levyn jarjestyksessé voidaan laskea
riippumattomien tapausten kertolaskusd&nnolla eli

1197

P(Ei tule kertaakaan levyn jarjestyksessa) = (m .

Joten todennékdisyys sille, ettd kappaleet tulevat vahint&dan kerran levyn jarjestyksessé on
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7
P(Tulee kerran levyn jarjestyksessd) = 1 — (%3) ~0,0569=5,69 %.

7.1.2. Syys 2008
Tehtavananto:

”Laatikossa on kaksi valkoista ja kolme mustaa palloa. Laatikosta otetaan umpimahkaan
kaksi palloa. Olkoon satunnaismuuttuja X nostossa saatujen mustien pallojen lukumaara.
Laske todenndkoisyydet P(X = k), k = 0, 1, 2. Mddritd odotusarvo E(X).”

Tehtéavan ratkaisu:
Lasketaan erikseen tapaukset P(X = 0),P(X = 1) jaP(X = 2).

Lasketaan ensin P(X = 0) eli ettd ei saada yhtddn mustaa palloa. Talléin voidaan
kaytannossa laskea todenndkdisyys sille, ettd saadaan molemmille nostoilla valkoinen
pallo. Nyt on kyseessa ehdollinen todennédkdisyys, silla perékkaisille nostoille pallojen
lukum@&rd muuttuu ensimmaisen noston jalkeen ja todennékdisyys toisen noston pallon
varille riippuu ensimmaisestd nostosta. Joten kunkin tapauksen todennékoéisyys saadaan
kertolaskus&annon avulla:

21 2 1
PX=0)=P kaksi valkoi lloa)=="-=—=—.
( 0) (Saadaan kaksi valkoista palloa.) £ 2= 20= 10
Sitten lasketaan P(X = 1). Talléin voidaan saada musta pallo joko ensimmaiselle nostolla
tai toisella nostolla, mutta ei molemmilla. Joten nyt kaytetddn yhteenlaskusaantoa:

P(X = 1) = P(Saadaan musta ensimmaiselld nostolla) + P(Saadaan musta toisella nostolla)
32 23 12 6
52752720 10
Lopuksi lasketaan P(X = 2) eli saadaan musta pallo molemmilla nostoilla. Joten
. 32 6 3
P(X = 2) = P(Saadaan kaksi mustaa palloa.) = £ 130" 10

Satunnaismuuttujan odotusarvo saadaan laskemalla kaavalla

n
EX) = Z piX;.
i=1

Eli tassé tapauksessa pallojen lukumaarén odotusarvo on

1 6 3 12
EX)=— 04— 14-—:2

10 10 0 210" >

42



7.1.3. Kevat 2009
Tehtavananto:

“Tehdas valmistaa hehkulamppuja siten, etti kone A valmistaa 60 prosenttia, kone B 30
prosenttia ja kone C 10 prosenttia hehkulampuista. Koneen A viallisten hehkulamppujen
maara on 2 prosenttia, koneen B 3 prosenttia ja koneen C 4 prosenttia.

a) Mikéa on todennakaisyys, etta tehtaan valmistama lamppu on viallinen?

b) Tehtaan valmistama viallinen lamppu valitaan umpiméhkaan. Milla
todenndkéisyydelld se on koneen C valmistama?”

Tehtavan ratkaisu:

a) Todennakaisyys sille, ettd lamppu on viallinen, on todennakdisyyksien summa sille, ettd
viallinen lamppu on saatu joko koneesta A, B tai C. Lasketaan siis ensin todennakoisyydet
sille, ettd tietysta koneesta saatu lamppu on viallinen. Tapahtumat ovat toisistaan
rilppumattomia, joten lasketaan kertolaskus&anndéllda kertomalla todennakdisyys, milla
lamppu on saatu tietystd koneesta (eli valmistusprosentti), todennékoisyydelld, milla
tietystd koneesta saatu lamppu on viallinen. Joten konekohtaiset vikatodennakoisyydet
ovat

P(Koneesta A saatu lamppu on viallinen) = 0,60 - 0,02 = 0,012
P(Koneesta B saatu lamppu on viallinen) = 0,30 - 0,03 = 0,009
P(Koneesta C saatu lamppu on viallinen) = 0,10 - 0,04 = 0,004.
Nyt siis todennékoisyys sille, ettd saadaan viallinen lamppu, saadaan yhteenlaskusd&dnnolla:
P(Saatu lamppu on viallinen) = 0,012 + 0,009 + 0,004 = 0,025 = 2,5 %.

b) Todennakoisyys sille, ettd viallinen lamppu on saatu tietystd koneesta, saadaan
jakamalla todenndkdisyys sille, milla koneesta saatu lamppu on viallinen,
todennakdisyydelld sille, ettd lamppu ylipddnsa on viallinen. Nyt kyseessa on siis
ehdollinen todennakdisyys, silla aluksi on oletettava, ettd lamppu on viallinen. Kaytetaan
siis a-kohdassa laskettuja arvoja:

0,004
P(Viallinen lamppu on koneesta C) = 0025 = 0,16 = 16 %.

7.1.4. Syys 2009
Tehtavananto:

"A, B, C ja D aikovat jakaa kesken&an korillisen omenoita siten, etta kukin vuorollaan
ottaa aina yhden omenan. Korissa olevien omenoiden lukumaaraa ei tiedetd. A ehdottaa
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vedonlyontia: jos jokaiselle tulee yhtd monta omenaa, A maksaa kolmelle muulle kullekin
50 euroa. Muussa tapauksessa kukin kolmesta maksaa A:lle 25 euroa. Laske A:n saaman
rahaméaran odotusarvo."

Tehtavéan ratkaisu:

Koska omenoiden lukumé&aréé ei tiedetd, voidaan miettid lukumé&éran jakojédannosta
jaettaessa méaara neljélle. On yhtd todennédkoistd, ettd jakojaannds on 0, 1, 2, tai 3.
Kéytdnnossé tilanne vastaa sitd, ettd mikali jakojadnnds on nolla, kaikki saavat saman
verran omenia. Jakojaédnnoksen ollessa jotain muuta, kaikki eivét saa saman verran omenia.
Joten

P(Jako menee tasan) = P(Jaa yksi yli) = P(Jaa kaksi yli) = P(Jaa kolme yli) = T

Odotusarvo A:n rahamaaralle lasketaan kaavalla

n
EX) = Z piX;-
i=1

Eli t&ssé tapauksessa odotusarvo on A:n ndkékulmasta
1 1
EX)=3-7-B-25€) +,- (3-(-50€)) = 18,75 €.
7.1.5. Kevat 2010
Tehtévananto:

"a) Laatikossa on kaksi erivarista palloa. Laatikosta nostetaan umpimahkaan yksi pallo,
pannaan se takaisin ja nostetaan taas umpimahkaan pallo. Mika on todennékdisyys, etta
nostetut pallot ovat erivariset?

b) Mik& on vastaava todennakaisyys, jos laatikossa onkin kolme kesken&an erivarista
palloa ja samalla tavalla nostetaan kaksi palloa?"

Tehtavan ratkaisu:

a) Oletetaan, etta laatikossa ovat vérit A ja B. Todennakoisyys sille, ettd ensimmainen pallo
on A ja toinen pallo on B, on riippumattomien tapahtumien kertolaskusd&dnnén perusteella:

P(A,B) =

N| =
e e

N =

Toisaalta, my0s jarjestys “ensin B ja sitten A” kelpaa:
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P(BA) =

N =
N =
|

Tapaukset ovat erillisia, joten yhteenlaskusaannén avulla saadaan:

P(Saadaan erivariset pallot) = — +

2 1
T4 2

N
AN

b) Oletetaan, ettd laatikossa ovat varit A, B ja C. Todenné&kaisyys sille, ettd ensimmainen
pallo on A ja toinen pallo on B tai C, on:

P(A,BUC) =

W[ =
w| N

Todennédkoisyys on sama myos tapauksille P(B,AUuC) ja P(C,AUB). Joten taas
yhteenlaskusaannolla:

P(Saadaan erivariset pallot) = =+

ol N
ol N
+
ol N
Il
Ne) i)
Il
w| N

7.1.6. Syys 2010
Tehtavananto:

"Monivalintatestissa on 25 vaitetta ja kussakin kaksi vastausvaihtoehtoa. Opiskelija
tietda oikean vastauksen 10 vaitteeseen, mutta joutuu arvaamaan loput. Milla
todennakdisyydella han lapaisee testin, kun lapipaasyyn vaaditaan 15 oikeaa vastausta?"

Tehtavan ratkaisu:

Tehtava voidaan ratkaista hinomitodenndkoisyyden avulla eli kaavalla

n
P(Tapahtuma esiintyy k kertaa n:sti.) = (k) p*(1 —p)" k.

Nyt n = 15, silld niin moneen kysymykseen opiskelija joutuu arvaamaan. Han paasee lapi,
jos saa lopuista tehtévistad vahintaan viisi oikein, eli han ei paase lapi, mikali lopuista
kysymyksistd han saa oikein 0 — 4 vaihtoehtoa, eli k =10,1,2,3,4]. Arvattaessa
todennadkdisyys oikealle vastaukselle on p = %ja vaaréllel —p = % Sijoittamalla kaavaan

saadaan todennakdisyydet oikeiden vastausten maaralle tapauksilla k = [0, 1, 2, 3, 4]:
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re=0= ()2 () =oomon
== ()0 () ~omoss
== ()0 () ~omoan
== ()2 () ~ooros

P(k = 4) = (145) (%)4 (%)n ~ 0,041656.

Joten komplementtisddnndn avulla saadaan vastaus kysymykseen:

515y 1\ K 1\
P(Opiskelija saa vahintdan viisi oikein.) = 1 — Z ( B ) (E) (E) = 0,940765 = 94 %.
k=0

7.1.7. Kevat 2011

Tehtavananto:

"Lasten Lotossa rastitaan alle kuvatusta ruudukosta kolme ruutua ja arvonnassa
muodostetaan kolmen numeron oikea rivi. Laske todennédkoisyydet saada nolla, yksi,
kaksi tai kolme oikein. Mik& on naiden todenn&kdisyyksien summa?"

Tehtavan ratkaisu:

Tehtdva ratkaistaan kombinatoriikan avulla muodostamalla vaihtoehdoista kaikki
mahdolliset 3-kombinaatiot ja vertaamalla sithen mahdollisten oikeiden rivien lukumaaraa.

Kaikkiaan kolmen numeron riveja on (%) = 120.
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Ratkaistaan ensin todennakoisyys, etta yksikadn numeroista ei ole oikea. Talloin (3) = 1
tavalla voidaan valita oikea numero pelatuista numeroista (eli ei voida), ja (;) = 35 tavalla
valita kaksi numeroa, jotka eivat ole pelatuissa numeroissa. Yhteensé siis ehdon tayttavia
rivejaon (3) - () = 1- 35 = 35. Todennakaisyys sille, ett4 yksi numero on oikein, on siis

7
P(Ei vhtis kein) = — =
(Ei yhtaan numeroa oikein) 120 = 24

Ratkaistaan sitten todennakoisyys, ettd yksi numero on oikein. Téllgin (%) = 3 tavalla
voidaan valita oikea numero pelatuista numeroista, ja (7) =21 tavalla valita kaksi
numeroa, jotka eivét ole pelatuissa numeroissa. Yhteensa siis ehdon tayttavia riveja on
(%) () = 3- 21 = 63. Todennakdisyys sille, ettd yksi numero on oikein, on siis

P (Yksi numero oikein) = 120°

Vastaavasti todennakadisyys sille, ettd kaksi numeroa on oikein, on

. oo B0 21 7
P(Kaksi numeroa oikein) = 0 - 120-10

ja todennakaisyys sille, ettd kolme numeroa on oikein, on

0 _ 1

120 120°

P(Kolme numeroa oikein) =

Todennékoisyyksien summa on

P(0-3 '1<')—7+63+7 L
-5 numeroa oikein —24 120 20 120— .

7.1.8. Syys 2011
Tehtavananto:

"Eraassa tietokonepelissa pelaaja etenee ylimmalle tasolle oheisen kaavion mukaisesti ja
saa kaavioon merkityn pistemaaran. Jokaisessa risteyksessa han valitsee satunnaisesti
yhden tasavertaisista vaihtoehdoista ja etenee seuraavalle tasolle ylospain.

a) Milla todennékdisyydella pelaaja saavuttaa suurimman pisteméaran 40?
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b) Maéarita pistemaaran odotusarvo."

20 40 20 40 30 5

V4

Tehtavéan ratkaisu:

a) Todenndkadisyys valita risteyksessa jokin haaroista on —, Missé non risteyksessa olevien

haarojen lukumé&érd. Kunkin risteyksen haarojen maara ei riipu edellisesta risteyksessa
tehdysta valinnasta, joten sovelletaan riippumattomien tapahtumien kertolaskusaéntta
kutakin vaihtoehtoa varten ja lasketaan lopuksi suotuisten tapahtumien todennékdisyydet
yhteenlaskusddnndn avulla yhteen. Pelaajalla on kaksi vaihtoehtoa saavuttaa 40 pistetta,
joten todennakadisyys talle on

P(Saadaan 40 'ttt")—11+1 1_D>
aadaan 40 pistettd) = 7o+ 2- o=
b) Odotusarvo lasketaan kaavalla E (X) = }j=, p;X;, joten nyt
E(X)==-20+ 40 + 20 + 140+1130+1 ! 5=25
B 3 33 33°

7.1.9. Kevat 2012
Tehtavananto:

"Ringettejoukkueen kolmen hyokkaajan todennakaoisyydet tehda maali
rangaistuslaukauksella ovat 65 %, 75 % ja 54 %. Kukin kolmesta hyokkaajasta saa yhden
yrityksen.

a) Milla todennakoisyydella ainakin yksi hyokkaaja tekee maalin?

b) Laske rangaistuslaukausmaalien lukuméaran odotusarvo."
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Tehtavan ratkaisu:

a) Todennakaisyys sille, ettd ainakin yksi maali syntyy, on komplementtitapahtuma sille,
etta ei synny yhtd&n maalia. Todennékdisyys voidaan siis laskea komplementtisddnndn
avulla. Koska hyokkaajien maalintekotodennékdisyydet ovat toisistaan riippumattomat,
kaytetdan riippumattomien tapausten kertolaskus&éntdd, jolla lasketaan todenndkoisyys
sille, ettd kukaan ei saa maalia. Yksittaisen hyokkaajan todennékoisyys sille, ettéd hyokkéaaja
ei tee maalia, saadaan my6s komplementtisaannon avulla, joten

P(Ei maalia) = (1 - 0,65)-(1—-0,75) - (1 — 0,54) = 0,04025.
Siis todennadkoisyys sille, etta tulee ainakin yksi maali, on
P(Ainakin yksi maali) = 1 — 0,04025 = 0,95975 =~ 96 %.

b) Odotusarvo lasketaan kaavalla E(X) = YiX; p;x;, mutta sitd varten on ensin laskettava
todennakdisyydet eri maalimaarille.

Todennékoisyys sille, ettd ei tule yhtddn maalia, laskettiin jo a-kohdassa, joten
P(Nolla maalia) = 0,04025.

Muille maalimaarille vastaavasti lasketaan siten, ettd muodostetaan erilaiset yhdistelmét
maalintekijoista:

P(Yksi maali)
=0,65-(1—0,75)- (1 — 0,54) + (1 — 0,65)- 0,75 - (1 — 0,54) + (1 — 0,65) - (1 — 0,75) - 0,54

= 0,24275

P(Kaksi maalia)

=0,65-0,75- (1 —0,54) + 0,65 - (1 —0,75) - 0,54 + (1 — 0,65) - 0,75 - 0,54
= 0,45375

P(Kolme maalia) = 0,65-0,75- 0,54 = 0,26325.

Maalimadran odotusarvo on siis

E(X) = 0,04025-0+ 0,24275-1+ 0,45375-2 + 0,26325 -3 = 1,94.
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Huomioitava on myos, ettd laskun voisi ratkaista my6s binomitodenndkdisyyden
odotusarvon kaavalla

E(X) = np.

Silla nyt olisi odotusarvon kaavassa pelaajan numero i =[1,2,3] ja vastaavat
todenndkoisyydet p; = [0,65; 0,75; 0,54] ja maaliméé&ré kullakin yksi. Joten

3
E(X) = Z p;-1 =065+ 0,75+ 0,54 = 1,94.

i=1
7.1.10. Syys 2012
Tehtavananto:

"Kiireisella professorilla on yksi luento jokaisena viitena arkipaivana, mutta han ehtii
pitda paivittaisen luentonsa vain 80 prosentin todennakaéisyydella.

a) Milla todenngkoisyydelld han ehtii pitad viikon kaikki luennot?

b) Milla todennakdisyydella vain yksi viidesta luennosta jaa pitamatta?
¢) Maarita viikossa pidettyjen luentojen lukumaaran odotusarvo."
Tehtavan ratkaisu:

a) Yksittéisen luennon pitdmisen todennakoisyys on riippumaton muiden pdivien luentojen
pitdmisestd, joten riippumattomien tapausten kertolaskusaédnndn perusteella

P(Kaikki luennot pidetddn) = 0,8° = 0,32768 =~ 33 %.

b) Komplementtisddnndn avulla voidaan laskea, ettd todenndkaisyys sille, ettd luento jaa
pitamattd, on 1 — 0,8 = 0,2 = 20 %. Todennakdisyys sille, ettd yksi luento j&& pitamatta
ja muut pidetdan, on (1 —0,8)-0,8* = 0,08192. Mutta koska luento voi olla mika
tahansa viidestd arkipdivésta, on

P(Yksi luento jaa pitimattd) = 5- (1 — 0,8) - 0,8* = 0,4096 ~ 41 %.

c) Odotusarvo lasketaan kaavalla E (X) = Y/, p;x;, mutta sitd varten on ensin laskettava
todenndkdisyydet eri méarille péivid, jolloin luento pidetddn. Binomitodenndkdisyyden
kaavalla
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n

P(Tapahtuma esiintyy k kertaa n:sti.) = ( K

)Pk —p)n-.

voidaan laskea todennékdisyydet sille, etté viidestd luennosta k luentoa pidetéén:

5
) -0,8% - 0,257k,

P(k luentoa pidetadn) = (k

Joten odotusarvo pidettyjen luentojen lukumaarélle voidaan laskea seuraavasti:
> /5
E00 =) (1) 08025k k=4,

k=0

Tai koska kyseessa on binomijakauma, taulukkokirjasta saadaan suoraan kaava
EX)=n-p

E(X)=5-08= 4.

7.1.11. Kevat 2013

Tehtavananto:

"Veriryhmien B ja O esiintymistodennékoisyydet ovat P(B) = 0,17 ja P(O) = 0,33.
Vampyyri puree kahtatoista ihmista. Laske todennakoisyys sille, ettéa

a) joukossa on enintdan yhdeksan ihmista, joiden veriryhma on O.
b) joukossa on kolme tai nelja ihmista, joiden veriryhma on B."
Tehtavan ratkaisu:

a) Enintdan yhdeksan ihmistd on komplementtitapahtuma sille, ettd joukossa olisi 10, 11
tai 12 ihmistd, joilla on veriryhma O.

Lasketaan ensin todennékoisyys sille, ettd joukossa on kymmenen ihmistd, joilla on
veriryhmd O. Todenndkoisyys sille, ettd ihmiselld ei ole tiettyd veriryhm&a, on
komplementtisddnnén mukaan (1 — veriryhman tn.) Joten binomitodenndkdisyyden
kaavalla
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n
P(Tapahtuma esiintyy k kertaa n:sti.) = (k) p¥(1—p)"*

voidaan laskea todennékoisyys sille, ettd kymmenen ihmistd kahdestatoista on O-
veriryhmaéa:

12
P(10 O-ihmist3) = (

10) -0,331%- (1 -0,33)? = 0,0000083.

Vastaavasti lasketaan

L 12
P(11 O-ihmisti) = (11

) - 0,331 - (1 —0,33)! = 0,0000406

o 12
P(12 O-ihmistd) = (12

) - 0,332 - (1 -10,33)° = 0,00000167.
Joten komplementtisd&dnnon perusteella

P(Enintaan 9 O-ihmistd) = 1 — 0,0000083 — 0,0000406 — 0,00000167 = 0,99995.

b) Vastaavalla tavalla lasketaan

12
P(3 B-ihmista) = ( 5 ) .0,173 - (1 — 0,17)° = 0,202056

12
P(4 B-ihmista) = (4 ) .0,174- (1 — 0,17)8 = 0,093116.

Yhteenlaskusaantdd hyddyntaen saadaan
P (3 tai 4 B-ihmistd) = 0,202056 + 0,093166 = 0,295172 ~ 30 %.

7.1.12. Syys 2013
Tehtavananto:

"Kaksipdivdisiin turnajaisiin osallistui kaikkiaan 329 ritaria. Heista oli ensimmaisena
paivana paikalla 302 ja toisena 285. Milla todennakdisyydella turnajaisiin osallistunut
ritari oli paikalla molempina paivina?"
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Tehtavan ratkaisu:

Oletetaan, etta n ritaria osallistui molempina paivind. Silloin 302-n ritaria osallistui vain
ensimmaisend paivana ja 285-n ritaria toisena paivana:

Osallistuminen Ritareita

Molempina péiviné | n

1. paivand 302 —n
2. paivana 285 —n
YHTEENSA 329

Tastd saadaan yhtalo
n+ (302 —-n) + (285 —n) = 329
—n + 587 = 329
n = 258.

Eli ritareista 258 osallistui molempina péivina. Klassisen todennakdisyyden perusteella

258
P (Osallistui molempina paivind) = 329 = 0,78410 =~ 78,4%.

7.1.13. Kevat 2014
Tehtavananto:

"Saanndllisen tetraedrin muotoista noppaa heittdamalla voi saada silmaluvuksi 1, 2, 3 tai
4. Nama ovat kaikki yhta todennakoisid. Pelaaja heittda yhta aikaa tetraedrin muotoista
ja tavallista noppaa ja laskee silmalukujen summan.

a) Maarita kaikkien mahdollisten silmalukujen summien todennékdisyydet.
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b) Maéarita silmalukujen summan odotusarvo."
Tehtavan ratkaisu:

a) Taulukoidaan summat taulukkoon, jossa pystyakselilla tetraedri-nopan ja vaaka-akselilla
tavallisen arpakuution mahdolliset arvot:

4 | 5 6 7 8 9 | 10

Lasketaan sen jalkeen summien frekvenssit ja suhteelliset frekvenssit, jotka kertovat
suoraan kysytyn summan todennékéisyyden:

Summa Frekvenssi f | Suhteellinen frekvenssi f%o
2 1 1
24
3 2 2
24
4 3 3
24
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Summa Frekvenssi f | Suhteellinen frekvenssi f%o

5 4 ki

24

6 4 4

24

7 4 i

24

8 3 3

24

9 2 2

24

10 1 1
24

YHTEENSA 24 1

b) Odotusarvo lasketaan kaavalla E(X) = Y[, p;x;. Nyt todenndkdisyydet ovat siis
summien suhteelliset frekvenssit, joten

10
E(X) = Z(f%)i i=6.

7.1.14. Syys 2014
Tehtavananto:

"Pakkausautomaatti tayttad kahvipaketteja. Kahvin maara on normaalijakautunut,
keskihajonta on 10 grammaa, mutta odotusarvoa voidaan saataa. Mika pitaisi sdataa
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odotusarvoksi, kun tavoitteena on valmistaa paketteja, joista enintéddn 2,0 % siséltaa alle
500 grammaa kahvia? Anna vastaus gramman tarkkuudella.”

Tehtavan ratkaisu:

Normaalijakauman normittaminen tapahtuu yhtalén

_X-u

Z
o

avulla, missd Z on normitettu satunnaismuuttuja, X satunnaismuuttuja, ux jakauman
odotusarvo ja o jakauman keskihajonta.

Nyt siis X = 500 g, o = 10 g ja odotusarvo u pitdisi selvittdd. Saadaan yhtélo

500 —u

P(X < 500) :P<Z< T

) = 2% = 0,02.

Taulukkokirjasta saadaan vastine @(—2,05) = 0.0202 ~ 0,02, joten

500 —u
—10 - 20
u = 520,5.

Eli odotusarvo on asetettava 520,5 grammaan.
7.1.15. Kevat 2015
Tehtavananto:

"Oletetaan, etta vaeston alykkyysosamaara noudattaa normaalijakaumaa N(100, 15).
Maarita odotusarvon 100 ymparilta symmetrinen vali, johon kuuluu tasméalleen puolet
vaestosta."

Tehtavan ratkaisu:

Normaalijakauman normittaminen tapahtuu yhtalon

X —
Z = s

o

avulla, missd Z on normitettu satunnaismuuttuja, X satunnaismuuttuja, p jakauman
odotusarvo ja o jakauman keskihajonta.
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Nyt siis, o = 15 ja odotusarvo u = 100. Tehtdvéd voidaan laskea siten, ettd lasketaan
jakauman hannét pois, eli 0 —25% ja 75— 100 %, koska symmetrian perusteella
molemmat h&nnét ovat 25 %.

Vastaavat kertymafunktion arvot ovat
P(X<x)= &(2) =025

z = 0,5987.
Joten
X_
7 = a
o
X=0Z+u

x =15+ (—=0,67) + 100 = 89,95 ~ 90.

Toinen p&a symmetrian perusteella vastaavasti

x =15-0,67 +100 = 110,05 = 110.

Alykkyysosamaaran valiksi on siis valittava [90, 110], kun halutaan, etti puolet vaestosta
kuuluu kyseiselle valille.

7.1.16. Kevat 2015: Jokeritehtava
Tehtavananto:

"Koirien kaksipaivaiseen HeindHaukku -tapahtumaan ilmoittaudutaan joko
lauantainayttelyyn, sunnuntainayttelyyn tai molempiin. Erdana vuonna HeinaHaukkuun
ilmoitettiin 1 372 koiraa, joista 31 ilmoitettiin vain lauantainayttelyyn ja 43 vain
sunnuntaindyttelyyn. Olkoon L tapahtuma ~HeindHaukkuun ilmoitettu koira ilmoitettiin
lauantaindyttelyyn” ja S tapahtuma ~HeindHaukkuun ilmoitettu koira ilmoitettiin
sunnuntaindyttelyyn”.

a) Laske todennakaisyys P(L ja S) kyseisena vuonna.

b) Miten todenndkdisyyslaskennassa maaritellaan kahden tapahtuman
riippumattomuus?
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c¢) Ovatko L ja S riippumattomia kyseisena vuonna?

d) Olkoot yleisesti a vain lauantaille ilmoitettujen koirien lukuméaara, b kummallekin
paivélle ilmoitettujen lukumaéra ja c vain sunnuntaille ilmoitettujen lukumaara. Milla
lukuja a, b ja c koskevalla ehdolla tapahtumat L ja S ovat riippumattomia?

Tehtavan ratkaisu:

a) Koska koira on voitu ilmoittaa vain joko lauantaiksi, sunnuntaiksi tai molemmiksi, on
molempiin pdiviin ilmoitettuja koiria 1372 — 31 — 43 = 1298. Joten Kklassinen
todenndkdisyys, ettd koira osallistuu molempina paivind, on

_ 1298

b) Mikali yhden tapahtuman (A) todenndkoisyys ei riipu toisen tapahtuman (B)
tapahtumisesta tai tapahtumatta jaamisestd, ovat tapahtumat riippumattomat.
Laskennallisesti se tarkoittaa, etta riippumattomien tapahtumien kertolaskusdanto toteutuu:

P(Tapahtuu seka A ettd B) = P(A4) - P(B).

c) Tapahtumat eivat ole riippumattomat, silla vaikka koiraa olisi ilmoitettu lauantaiksi, se
on voitu ilmoittaa myds sunnuntaiksi. Laskennallisesti sama voidaan ilmaista

1298 + 31 1298 + 43

P(L)-P(S) = —377 1372

= 0,94677 + 0,94606.

d) Jotta L ja S olisivat riippumattomat, on b-kohdassa todetun s&é&nnén toteuduttava. Joten
on oltava

b _ a+b b+c
a+b+c a+b+c a+b+c

(a+b+c)-b=(a+b)-(b+c)
ab + b? + bc = ab + ac + b? + bc
ac=0

a=0taic=0.
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7.1.17. Syys 2015
Tehtavananto:
"Annin pelaamassa tietokonepelissa on 90 %:n todenn&kdisyys onnistua.

a) Kuinka suurella todennakoisyydella neljan pelin sarjassa tulee tarkalleen yksi
epaonnistuminen?

b) Mika on neljan pelin sarjassa onnistuneiden pelien lukuméaran odotusarvo?

¢) Kuinka monta kertaa Annin taytyy pelata, jotta onnistuneiden pelien lukum&aran
odotusarvo olisi vahintaan 10?"

Tehtavan ratkaisu:

a) Tehtdva voidaan ratkaista binomitodennédkdisyyden avulla eli kaavalla

n

k) p“(1-p)"~.

P(Tapahtuma esiintyy k kertaa n:std.) = (

Nyt siis epaonnistumisen todennékdisyys on komplementtisdéannon avulla 1 — 0,90 =
0,10. Ja todenndkadisyys, ettd neljasta pelista yksi epdonnistuu, on

4
P(Yksi epdonnistuminen) = (1) 0,101(1 —0,10)*1 = 0,2916 ~ 29 %.

b) Hyddynnetddn edelleen binomitodennakdisyytta ja liséksi odotusarvon laskemisen
kaavaa binomijakaumalle eli E(X) = np Nyt siis

E(X)=4-0,9 = 3,6.
¢) Odotusarvon on siis oltava yli 10, joten on muodostettava ja ratkaistava epayhtéld

n-09> 10
S0 i1
=09

)

Eli Annin on pelattava véhintdan 12 pelié.
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7.2. Yhteenveto tehtavista

Tarkasteluvélilla jokaisella kerralla on ollut todennakdisyyslaskennan tehtava
ylioppilaskirjoituksissa. ~ Liséksi  kevaalla 2015 toinen  jokeritehtavistd oli
todennakdisyyslaskennan alueelta.

Yhteensa 17 tehtdvastda 13 oli klassisen todenndkoisyyslaskennan alueelta ja nelja
tilastollisen todennédkdisyyden alueelta. Tilastollisista tehtavistda kaksi kasittelivat
normaalijakaumaa. Huomattavaa on, ettd yksittdista tilastollisen todenndkdisyyden
tehtdvaa vuoden 2009 kevaalla lukuun ottamatta tilastolliset tehtavat olivat perékkaisilla
kerroilla véalilla kevat 2014 — kevat 2015. Néaistd normaalijakaumaa kasitelleet tehtavét
olivat perdkkaisilla kerroilla syksylla 2014 ja kevééalla 2015.

Yleisimmét menetelmét, joita tehtdvien ratkaisussa tarvittiin, olivat kertolaskusaantod
(yhdeksan tapausta), odotusarvon laskeminen (8), binomitodennakdisyys (5),
yhteenlaskusdanté (5) ja komplementtisddnté (5). Liséksi tehtdvissa tarvittiin
kombinatoriikan laskuja ja normaalijakaumaa. Muiden lukion pitkdn matematiikan
kurssien menetelmista ei tarvittu juuri muuta kuin yhtalénratkaisua.

Tehtavakohtaiset menetelmat lukukausittain on listattu alla olevassa taulukossa.

Taulukko 11: Menetelmien kayttd ylioppilaskirjoitustehtéavissa

.)<
SR R RS R R e I A At B
Menetelma/Vuosi R QIRSKSKLRSKQRLRIK S
¥ | X X nh X)X o X n| X~ X XN
Permutaatio X
Kombinaatio X
Komplementtisdanto X X X | X | X
Riippumattomien
tapausten kertolasku- X X X X |X [X X
saanto
Ehdollinen
Al X | X
todennakoisyys
Y hteenlaskusaanto X X X X X
Satunnaismuuttujan
X X X [ X |X X | X X
odotusarvo
Binomitodennakdisyys X X X [X X
Yhtalonratkaisu X X |X
Frekvenssi ja suhteellinen «
frekvenssi
Normaalijakauma X X
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X
SRR R R R = B s R A R e
Menetelma/Vuosi QLR SKSRLRSR SRR KL
Y n X on X n XX on X on X n ¥ n X X n
KLASSINEN X [X X [X [X [X [X [X[X|x]|X X [X
TILASTOLLINEN X X | X | X

Tehtavissa tarvittavat todenndkoisyyslaskennan menetelmien lukumaérat on taulukoitu
alla.

Taulukko 12: Menetelmien lukumaara ylioppilaskirjoitustehtavissa

Menetelméa Lukuméaara
Binomitodennakaisyys 5
Ehdollinen todennakdisyys 2
Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi 1
Kombinaatio 1
Komplementtisaanto 5
Normaalijakauma 2
Permutaatio 1
Riippumattomien tapausten

kertolaskusaanto 7
Satunnaismuuttujan odotusarvo 8
Y hteenlaskusaanto 5

7.3. Tehtavien ratkaisemisesta

Seuraavassa tutkitaan, millaisia asioita tehtavien ratkaisuissa on pitanyt ottaa huomioon
todennakdisyyslaskennan nakdkulmasta eri tehtavaalueilla.

7.3.1. Tehtavat tilastollisesta todennakdisyydesta

Tilastollisen todennédkoisyyslaskennan tehtdvat jakautuvat kahtia sen suhteen, onko
kyseessa normaalijakaumaan liittyvié tehtavia vai ei.

Kevaan 2009 tehtdvassd on ymmarrettdva laskea tehtdva annettujen tilastollisten
todennakdisyyksien avulla tietdméattd varsinaisesti, kuinka suurista tavaraméérista
puhutaan. Lisdksi on ymmarrettdva, ettd a-kohdassa kolmen eri koneen valilla ei ole
riippuvuutta, joten ne eivat vaikuta toistensa vikaprosentteihin ja ndin ollen on
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ymmarrettava laskea tehtéva riippumattomien todennakoisyyksien avulla. B-kohdassa taas
tilanne on erilainen, silla nyt tilanteessa on ehdollinen riippuvuus. Tehtdvassa siis
punnitaan ylioppilaskokelaan kykya erottaa toisistaan riippumattomat ja riippuvat
tapaukset.

Kevéddn 2014 tapauksessa taas on kyseessd hyvin suoraviivainen taulukoinnin avulla
laskettava tehtdva, jossa on ymmarrettava frekvenssien ja suhteellisten frekvenssien
laskeminen ja hyddyntdminen odotusarvon laskemisessa.

Toinen tilastollisen todennakdisyyden tyyppitehtdvd on normaalijakaumaan liittyvat
tehtdvat. Perakkaisilla kerroilla syksylla 2014 ja kevaalla 2015 testattiin kokelaan kykya
soveltaa normaalijakauman normittamista ja sen avulla kysytyn arvon laskemista. Syksyn
tehtavéssa tarvitsee kaytannossd ymmartad normittamisen lisdksi odotusarvon vaikutus
jakaumaan ja sen laskeminen halutun raja-arvon avulla. Kevéaan tehtavéssa tehtavéan luonne
on hyvin samankaltainen ainoana erona, ettd raja-arvoja periaatteessa annetaan kaksi,
mutta symmetriaan nojaten oikeastaan tarvitsee laskea vain yksi. Tehtévat eivét ole
vaativia, jos normaalijakauman kasittely on hyvin hallussa, mutta ilman sit4 tehtévien
ratkaiseminen on kdytanndssa mahdotonta.

Erillisend huomiona on tehtdvd lisdksi tilastollisen todennakdisyyden tehtdvissa
aiemminkin mainittu tosiseikka, ettd viimeisesta kuudesta Kirjoituskerrasta puolet ovat
olleet tilastollisen todenndkdisyyden tehtévid, kun tatd ennen vertailujaksolla 12
Kirjoituskerrasta yksi oli kasitellyt tilastollista todennakoisyytta.

7.3.2. Tehtavat satunnaismuuttujan odotusarvosta

Satunnaismuuttujan  odotusarvoa  laskettiin  vertailujaksolla  tasan  puolessa
todennakdisyyslaskentaan liittyvista tavallisista (ei-jokeri) ylioppilaskirjoitustehtavista.

Kaytannossé siis testattiin kokelaiden kykya laskea todennékdisyydet tehtavéssé kysytyn
tapahtuman eri lopputulosten vaihtoehdoille, silla tdima on oleellisin osa odotusarvon
laskemiselle kaavalla E(X) = )i~ piX;.

Kirjoituskerroilla syys 2008, syys 2011 ja kevat 2014 tehtévét ovat olleet perustehtavia,
joissa ei varsinaisesti tarvita suuria oivalluksia vaan odotusarvon laskemiseksi on riittanyt
mekaaninen eri vaihtoehtojen todennédkdisyyksien laskeminen. Syksylla 2009 tehtavén
ratkaiseminen on edellyttanyt, ettd oivaltaa jakojaannoksen kayttamisen. Kyseessd on
diskreetti jakauma, mutta tapahtumalukumaéra on voinut olla &areton, joten kokelaan on
pitanyt miettid, kuinka monta oleellisesti erilaista tapahtumaa tehtdvassa on voinut olla.
Muuten matemaattisesti tehtdvan ratkaisu on ollut samankaltainen edella mainittujen
kanssa.

Syksyind 2012 ja 2014 on riittinyt, ettd tunnistaa tapahtuman noudattavan
binomijakaumaa, jolloin todenndkdisyyden laskeminen on ollut tapahtumakertojen
kertomista suotuisan tapahtuman todennakoisyydellé.

Kevéaalla 2012 suotuisten tapahtumien todenndkoisyyksien laskeminen on ollut edelld
mainittuja ty6ladmpaa, silla yhdistelmi& kolmen eri hyokkaajan
maalintekotodennakoisyyksistd on ollut selkedsti enemman kuin edelld mainituissa.
Muuten laskeminen on ollut odotusarvon laskukaavan soveltamista.
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Syksylla 2014 tehtdva on kasitellyt normaalijakaumaa, joten siind odotusarvon laskeminen
on ollut erilaista verrattuna muihin odotusarvotehtaviin.

Huomattavaa on, ettd kombinatoriikan tehtavien (permutaatiot, kombinaatiot) kanssa
odotusarvoa ei ole tarvinnut laskea.

7.3.3. Tehtavat komplementtisdannolla

Oleellista komplementtisddnnon kaytollehan on oivaltaa, ettd tehtdvassd kannattaa ensin
laskea kysytyn tapahtuman sijaan sen komplementtitapahtuma johtuen useimmiten siita,
ettd laskettavaa tulee ndin vahemman ja/tai laskut ovat yksinkertaisempia. Vinkkisanoina
talloin tehtdvdnannossa ovat sanat “enintddn” tai “ainakin”, joilla rajataan kaikista
tapahtumista suotuisten lukumaara.

Kevéélld 2008 lasku voitaisiin toki laskea niinkin, ettd kysyttdessa todennékoisyyttéa
suotuisalle tapahtumalle “ainakin kerran seitsemistd”, voitaisiin laskea erikseen
todennakdisyydet sille, ettd suotuisa tapahtuma tapahtuu 1-7 kertaa, ja lopuksi summata
yhteenlaskus&dénnolla kysytty todenndkdisyys. Kuitenkin huomattavasti pienemmallé
tyomaaralla selvitaan kayttamalla komplementtisdantoa.

Sama tilanne toistuu kevéaan 2012 laskussa, jossa a-kohdassa kysytadn jalleen ainakin”-
lukuméardista  vastausta, jolloin  kyseinen  avainsana  ohjaa  kayttamaan
komplementtisaantoa. Toki b-kohdan odotusarvoa laskiessa kaikkien
maaliméaaravaihtoehtojen todennakdisyydet joudutaan laskemaan, joten hyodyntamalla b-
kohdan laskuja olisi voinut laskea a-kohdan yhteenlaskus&annolla.

Myos kevaan 2013 laskussa tyomaédra on pieni osa siitd, mihin jouduttaisiin ilman
komplementtisdantod. Toki todenndkoisyydet sille, ettd suotuisia tapahtumia olisi 1-9,
voidaan kunkin lukumaéaran osalta laskea erikseen. Kuitenkin komplementtisadnnon avulla
tarvitsee laskea vain tapaukset 10-12. Sama toistuu myos syksylla 2010 ja 2012, jossa
voitaisiin laskea suotuisten tapahtumien todennakdisyydet ja summata ndma, mutta jalleen
pienemmalla tyoméaaralla paastddn komplementtisdannon avulla.

Huomionarvoista on, ettd viidesta tapauksesta, joissa komplementtisdantda tarvitaan, on
neljassa myos mahdollista kdyttd4 binomitodennékoisyyden laskukaavoja osana ratkaisua.

7.3.4. Tehtavat kertolaskusdannoista

Kertolaskusaantoa soveltavissa tehtavissa kuudesti kyseessa on toisistaan riippumattomat
tapaukset ja kahdessa tehtévassa tuli soveltaa ehdollista todennakoisyytta.

Riippumattomien tapausten kohdalla poikkeuksetta oleellista on ymmartaa, ettd tapaukset
tosiaan ovat riippumattomia, jolloin voidaan hyoddyntaa kertolaskusdantod ja kertoa
todenndkdisyyksia keskendan. Kaikissa klassisen todenndkoisyyden tehtdvisséd (k2008,
k2010, s2011, k2012, s2012), joissa kertolaskusaantéa hyodynnetdan, kyse on juurikin
tasta tilanteen tunnistamisesta. Liséksi on pitdnyt osata soveltaa sitten jotain toista
laskutapaa, kuten yhteenlaskuséantoa tai komplementtisaantoa.

Kevaan 2015 jokeritehtdvd on vaatinut kaytdnnossa sen, ettd muistaa ulkoa
rilppumattomien tapausten kertolaskusddnndn matemaattisen merkintatavan ulkoa.
Sanallisesti tehtdvan perustelu riittdvalla tarkkuudella tuskin on mahdollista.
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Taulukkokirjassa kyseistd kaavaa ei ole, joten laskukaavaa ei sieltdkddn ole voinut
tarkistaa.

Tilastollisen todenndkoisyyden tehtévassa syksylla 2009 on tarvittu seka riippumattomien
tapatumien ettd ehdollisen todennékdisyyden soveltamista. Tehtédvéan a-kohta on vaatinut
hieman ajatustyota riippumattomuuden osalta, eli on pitanyt oivaltaa, ettd kun yksittainen
lamppu on jo jollain  todenndkdisyydelld  saatu tietystd koneesta, ei
viallisuustodenndkoisyyteen tdmé valinta endd vaikuta. Vastaavasti b-kohdassa kaikkien
tapausten todennakdisyys on ehdollinen, silla oletuksena on ollut lampun viallisuus.

Ainoa puhtaasti ehdollisen todennékoisyyden tehtdva on ollut syksyn 2008 tehtéva, jossa
erivarisia palloja nostetaan laatikosta palauttamatta nostettua palloa takaisin laatikkoon.
Lasku on siis hyvin klassinen esimerkki ehdollisuudesta ja oppikirjoissakin kaytetty
tyyppiesimerkki tallaisesta.

7.3.5. Tehtavat yhteenlaskusaannosta

Yhteenlaskusaantod kaytetadan yleisesti tapauksissa, joissa suotuisia tapahtumia on useita
ja niiden yhteinen todenndkdisyys on ratkaistava. Yhteenlaskusédantoa ei
ylioppilaskirjoitustehtévissd nain ollen koskaan kéaytetd yksinddn, vaan yhdessa
esimerkiksi kertolaskusaantojen (s2008, k2009, k2010), komplementtisaannon (k2013) tai
binomitodennékdisyyden (k2013) kanssa.

7.3.6. Tehtavat binomitodennakoisyydesta

Binomitodennakdisyyden tehtavissa on oleellista ymmartad, milloin tehtévéssa on kyse
binomitodennékdisyydesta, eli kdytannodssa siitd, ettd tehtavéassa on kaytdnndssa suotuisalle
tapahtumalle vaihtoehdot “tapahtuu” ja “’ei tapahdu”, ja toistuvien tapahtumien lukumaéra
tiedetd&n. Taman jalkeen tehtévat ovat sijoittamista binomitodennakdisyyden kaavaan ja
yhdistamista esimerkiksi komplementtisaannon (s2010, k2012, s2012, k2013) kanssa.

Huomionarvoista on myds, ettd useimmiten binomitodennakdisyystehtévassa tulee laskea
myos tehtdvaan liittyvad odotusarvo, joka toki on hyvin yksinkertainen lasku. Lisaksi
vuoden 2012 Kirjoitustehtévisséd binomitodennakdisyys on ollut tydkaluna vain yhdessa
alakohdista, eli taysid pisteitd ei ole tehtavastd pelkalla binomitodennékdisyyden
hallinnalla saanut.

7.3.7. Tehtavat kombinatoriikasta

Kombinatoriikan tehtavét liittyvat joko kombinaatioiden tai permutaatioiden laskemiseen.
Ajatellen sitd tosiasiaa, ettd todennakdisyyslaskennan lahtokohta ovat olleet erilaiset kortti-
ja muut pelit, ja niissa saatavien yhdistelmien ja tapahtumien todenndkdisyydet, niin
hammastyttavan vahén tallaisia tehtavia esiintyy tarkastelujaksolla
ylioppilaskirjoituksissa. Kéaytanndssé vain yksi puhtaasti permutaatioilla laskettava tehtava
(k2008) ja yksi kombinaatioilla (k2011) laskettava tehtdvd osuu tarkastelujaksolla
ylioppilaskirjoitustehtavaksi.

Permutaatiotehtdvassdkin permutaation laskemista varten tarvitsee kéyttda kertomaa
kerran. Kombinaatioita tarvitaan perustavanlaatuisessa lottotehtavéssd, jollaisten
esimerkkeja kirjoissakin kdytetdan ja jossa padsee laskemaan kombinaatioita enemmankin.
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Toki binomitodennékoisyyslaskennan tehtévat voisi laskea kombinaatioiden avulla ilman
binomitodennékdisyyden kaavojakin, jotka toki perustuvat kombinaatioille, mutta
tyomaara néissa tapauksissa kasvaisi jalleen, miké ei ole itse tarkoitus. T&sté esimerkking
tdssa tutkielmassa on malliratkaisu odotusarvon laskemisesta b-kohdassa tehtdvassé
kevaalta 2012.

7.4. Vertailu opetussuunnitelmiin

Seitsemén vuoden tarkasteluvélilla kaikkia Opetussuunnitelman perusteissa mainittuja
menetelmid on tarvittu tehtévien ratkaisuissa. Alla olevassa taulukossa on listattu
tarkemmin, miten erilaiset keskeiset sisaltdalueet ylioppilaskirjoituksissa tulevat esiin.

Taulukko 13: Opetussuunnitelman perusteiden sisaltdjen toteutuminen
ylioppilaskirjoitustehtavissa

Keskeinen sisaltd Toteutuminen

Diskreetti ja jatkuva tilastollinen jakauma | Varsinaisesti jakaumia ei tutkita muuten,
kuin kevéaan 2014 tehtévassa, jossa
arpakuutioiden summista voi taulukoida
summien frekvenssit.

Jatkuvaa jakaumaa ei kasitella muuten
kuin normaalijakaumaa késittelevien
teht&vien osalta.

Jakauman tunnusluvut Tehtavissa ei tarvitse laskea muita kuin
diskreettien todenndkdisyysjakaumien
odotusarvoja.

Liséksi kerran normaalijakauman
yhteydessd normittamisen maarittdmiseksi
on laskettava jakauman odotusarvo.

Klassinen ja tilastollinen todennakoisyys | Molemmista todennakdisyyslaskennan
osa-alueista on tehtavia, painottuen
kuitenkin klassiseen
todenndkdisyyslaskentaan etenkin
tarkastelujaksoa kokonaan katsottaessa.

Tilastollisten tehtdvien osuus kasvaa toki
aivan tarkastelujakson viimeisiné vuosina
normaalijakaumatehtavien ansiosta.

Kombinatoriikka Sekd permutaatioita ettd kombinaatioita
lasketaan tarkastelujaksolla kerran
kumpaakin.

Todennadkaisyyksien laskusaannot Useimmiten laskuissa tarvitaan joko

kertolasku-, yhteenlasku- tai
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komplementtisdéntoa tai ndiden
yhdistelmié.

Diskreetti ja jatkuva
todennakdisyysjakauma

Tehtavéat ovat yleensé diskreetteja
jakaumia, erityistapauksena
binomijakauma, silla jatkuvia jakaumia ei
normaalijakauma-tehtévia lukuun
ottamatta kasitella.

Diskreetin jakauman odotusarvo

Lasketaan seka klassisen etté tilastollisen
todennakdisyyden alueilta.

Normaalijakauma

Lasketaan kahdessa tehtdvéssa, joissa
molemmissa vaaditaan jakauman
normittamista.
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8. TUTKIMUKSEN LUOTETTAVUUS

Tassa tutkielmassa analyysin kohteena ovat olleet lukion Opetussuunnitelman perusteet
vuodelta 2003, seka sen pohjalta laaditut oppikirjat ja ylioppilastehtévat vuosilta 2008—
2015.

Oppikirjoja valittiin mukaan yksi Kirja kolmelta eri kustantajalta. Kirjasarjoja kaytettavéksi
matematiikan pitk&n oppiméaaran opiskeluun on lukuisia muitakin, joten on mahdollista,
etta eri  Kirjasarjoja  tutkimalla tdssa  tutkielmassa esitettdvat 16ydokset
todennéakoisyyslaskennan  sisélldistd  lukion  oppikirjoissa muuttuisi.  Toisaalta,
Opetussuunnitelman perusteiden kaytdnndssa maaratessa lukiokurssien oleelliset sisallt,
kirjasarjoja vaihtamalla tuskin sisallon padasiat juurikaan muuttuisivat, ainoastaan
materiaalin esitystavat, opetuksen nakékulma ja tehtdvien monipuolisuus olisivat erilaisia.

Tutkielmassa lasketut malliratkaisut todennakoisyyslaskennan ylioppilastehtéviin ovat
tutkielman tekijdn omia ja ainoastaan muutamassa on seurattu mallivastausten
ratkaisumallia. Ratkaisut eivat vélttdmattd noudata ylioppilaskirjoitusten opettajille
annettavia korjausohjeita tai noudata Y lioppilastutkintolautakunnan ”Hyvan vastauksen
piirteita”-ohjeistuksen mukaisia ratkaisuita. Oleellista tutkielman nakoékulmasta on
kuitenkin ratkaisuissa se, etta niissa tutkitaan, mita todennakdisyyslaskennan menetelmia
laskuissa on tarvittu, toki pyrkien tehtdvien mahdollisimman hyvain ja mallikelpoiseen
ratkaisemiseen. Tehtévien vastaukset on tarkistettu oikeiksi malliratkaisuista.

On siis mahdollista, etta tehtdvissa olisi voinut kayttaa erilaisiakin ratkaisutapoja. Kuten
aiemminkin on mainittu, esimerkiksi binomitodennakdisyydelld ratkaistut tehtavat olisi
voinut perustella ja ratkaista ilman varsinaista binomitodennékdisyyden kaavaa
kombinatoriikan avulla. Ratkaisut olisivat toki muistuttaneet toisiaan tassakin tapauksessa,
mutta menetelmien tilastoiduissa lukumaarissé tama olisi voinut vaikuttaa ainakin naiden
kahden menetelmén vélisiin suhdelukuihin.
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Q. YHTEENVETO

Opetussuunnitelman perusteiden vahva rooli opetukset ohjaamisessa nakyy selkeésti seka
oppikirjojen etta ylioppilaskirjoitustehtavien kattavuudessa.

Todennékoisyyslaskennan kurssilla ja oppikirjoissa on késitelty niin monipuolisesti eri
osa-alueita todennékoisyyslaskennan alalta, ettd oppikirjoissa ei juurikaan ole tilaa niin
sanotulle ylikurssi-materiaalille, vaikkakin oppikirjat toki tarjoavat myds jonkin verran
syventévia tehtavia lisatehtavind edistyneemmille ja aihepiirista kiinnostuneille. Jos siis
verrataan esimerkiksi tassé tutkielmassa esiteltyihin todenndkdisyyslaskennan aiheisiin,
erilaisia jakaumia, etenkin jatkuvien jakaumien osalta, ja multinomikertoimia ei lukion
todennakdisyyslaskennan kurssilla varsinaisesti kasitell&.

Y lioppilaskirjoituksissa tehtavia on myds laajasti eri todenndkdisyyslaskennan alueilta ja
vield useimmiten niin, ettd tehtdvisséd joutuu yhdistelemaan laskutapoja ja tuloksia
useammasta  eri  todennédkoisyyslaskennan  alueesta,  kuten  odotusarvoja,
binomitodenné&kdisyyttd ja erilaisia yhteenlasku- ja kertolaskusédéntja yhdistelevissa
tehtdvissa voidaan huomata. Toisaalta taas muutamat tehtdvat vaativat enemmaénkin
oivaltamista itse todenndkoisyyslaskennan laskukaavojen ja menetelmien ollessa tallgin
sivuroolissa.

Ylioppilaskirjoituksissa ei myoskédan voida tuudittautua ajatukseen, ettd kunhan hallitsen
nama muutamat todennakdisyyslaskennan osa-alueet, saan helposti paljon pisteitd siita
tehtdvastd”, silld mitddn sddnnonmukaisuutta eri menetelmien ilmenemisessd tai
painottamisessa ei ole havaittavissa. Ainoat havaittavat trendit tarkasteluvélillad 2008-2015
oli vuosien 2009-2013 painottuminen klassisen todennékdisyyslaskennan tehtéviin, mité
taas seurasi kevaastd 2014 alkanut kolmen tilastollisen todennékdisyyslaskennan
“tehtavaputki”. Néin ollen opetuksessakaan ei ole voinut painottaa pelkéstddan klassista
todennakdisyyslaskentaa.

Huomattavaa myos on, ettd jokaisella ylioppilaskirjoituskerralla tarkasteluvalilla on ollut
tehtdva todennakdisyyslaskennasta, miké toisaalta on ymmarrettavad ja ajatuksenakin
kannatettavaa, ettd yhdesta kokonaisesta kurssista myos tehtava kirjoituksissa on.

Mielenkiintoista olisi tutkia, onko edellisen Opetussuunnitelman perusteiden aikakaudella
todennakdisyyslaskennan opetuksessa ja ylioppilaskirjoituksissa ollut vaihtelua ja onko
esimerkiksi jatkuvien jakaumien kasittelyssa ollut eroja, eli onko kurssirakenne ja jarjestys
tukenut silloin niiden monipuolisempaa kasittelya mm. kertymafunktioiden osalta.

Toinen mielenkiintoinen nakdkulma on uudessa Opetussuunnitelman perusteissa tieto- ja
viestintatekniikan tuleminen kiintedksi osaksi lukio-opetusta ja ylioppilaskirjoituksia. Sen
vaikutukset sekd opetukseen ettd ylioppilaskirjoituksiin ja& tdman tutkielman osalta viel&
nahtavaksi. Asiaa on kuitenkin opetuksen ndkokulmasta jo pohdittu esimerkiksi Topi
Salmen Pro Gradu-tyossda ~ Sahkoinen ylioppilaskirjoitus ja sen vaikutus matematiikan
opetukseen matematiikan opettajien ndkokulmasta” ja kuten siindkin todetaan, “muutos
opetuksessa seuraavan viiden vuoden aikana tulee olemaan suuri, ja sekd haasteita etté
mahdollisuuksia I0ytyy useita”, mikéd patee varmastikin myos todenndkoisyyslaskennan
opetukseen lukiossa. (Salmi, 2015)
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