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Tiivistelma:

Tassa tutkielmassa tarkastellaan, millaisia virheité opiskelijoilla ilmenee ma-
tematiikan ylioppilaskokeissa sanallista perustelua vaativissa tehtavissa. Li-
siaksi pyritaan loytamaan keinoja, joilla esiin tulleita virheité voitaisi ehkais-
td matematiikan opetuksessa. Matematiikan ylioppilaskokeiden sahkoistyt-
tya tehtédvien sisallot ja vaatimukset ovat muuttuneet merkittavasti sovelta-
vammiksi. Kun opiskelijalta esimeriksi vaaditaan sanallisia perusteluja, niin
voidaan havaita, ymmartaako opiskelija tekemiaan laskuja vai toimiiko han
suoraan saatavilla olevien kaavojen ja laskinten orjana, ja tdméan vuoksi ai-
hetta on myo6s tarkea tutkia.

Tutkielman teoriapohja koostuu matematiikan ymmartamisen seka kielen-
tamisen tarkastelusta. Matematiikan ajatusprosessin esittdminen sanallisesti
vaatii matematiikan rakenteiden pohtimista sekd oman matemaattisen ajat-
telun jasentamista siten, ettd asian voi ilmaista selkedsti. Opetussuunnitel-
massa my0s korostetaan padtelmien perustelemista seka arviointia osana ma-
tematiikan osaamista.

Tutkielman aineisto koostuu vuosien 2019-2021 sahkoisista pitkén ja lyhyen
matematiikan ylioppilaskokeiden kokelasratkaisuista. Tehtéavat eivat keski-
ty mihinkadn tiettyyn matematiikan aihealueeseen. Tehtavat valikoituivat
néin, koska sahkoiset ylioppilaskokeet ovat mahdollistaneet pidempia sanal-
lisia vastauksia vaativia tehtédvid, jotka ovat oleellisia tdméan tutkimuksen
kannalta. Valittuja sanallista perustelua vaativia tehtavia on yhteensa viisi,
joista jokaisesta poimittiin 100 ratkaisua.

Saadusta aineistosta nousi esiin melko erilaisia virheita, riippuen tarkastel-



lusta tehtavasta ja sen aihealueesta. Yleisimmat virheet liittyivat abstraktien
kertoimien kasittelyyn, misté voidaan paatella, etta opiskelijoilla on vaikeuk-
sia kasitelld funktioita ja polynomeja ilman konkreettisia lukuja. Témén li-
siksi ratkaisut olivat melko suppeita, mika tuotti hankaluuksia ymmaéartaa
ratkaisijoiden ajatusprosesseja ja niiden oikeellisuutta.

Virheiden korjaamiseksi tutkielmassa korostetaan sitd, ettd opitun sovelta-
mista ja selittdmista sanallisesti tulisi harjoitella koko lukiomatematiikan
oppimaaran ajan. Opettajan tulisi siis kiinnittda huomiota omaan opetuspu-
heeseensa seka rohkaista opiskelijoita perustelemaan rohkeasti paatelmidan
sanallisesti sekd adneen oppitunneilla etta kirjallisesti tehtavia tehdesséan.
Tutkielmassa esitellaén myos tehtavatyyppeja, joita matematiikan opetuk-
sessa voitaisi kayda lapi, jotta opiskelijoiden perustelu- ja soveltamistaidot
voisivat kehittya paremmin, ja esiin tulleita virheita voitaisi ehkaisté.
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Luku 1

Johdanto

Matematiikan oppiminen ja opetus on kehittynyt merkittavisti sahkoistymi-
sen myota. Matematiikka ei kuitenkaan tasta huolimatta ole pelkkaé laski-
meen kirjoittelua tai asioiden ulkoa opettelua. Sanallisia perusteluja sisal-
tavat tehtavat matematiikassa vaativat opiskelijaa pohtimaan matematiikan
kaytdntoja ja saantoji syvillisemmin sekd osoittamaan omaa ymmarrysté
matematiikasta. Pelkkd mekaaninen laskeminen voi jattda oppimisen melko
suppeaksi, joten sanallinen perustelu on tarkead oppimisen kannalta. Myos
ylioppilaskirjoituksissa tata kiytetaan hyvéksi erilaisia sanallisia perusteluja
vaatimalla.

Aihe on térked ja valikoitui tdhéan tutkielmaan, koska nykypéivin sihkoiset
ylioppilaskokeet eivit enad mittaa opiskelijoiden laskutaitoa samalla taval-
la kuin ennen. Kokeissa on tarjolla kattavat laskinohjelmistot, joiden vuoksi
mekaaninen laskeminen ei ole enda niin tarkeéssé roolissa vaan tehtévissa
korostetaan enemmaéan aiheiden soveltamista. Kun opiskelijalta vaaditaan sa-
nallisia perusteluja, niin voidaan havaita, ymmartaako opiskelija tekemidan
laskuja vai toimiiko hén suoraan saatavilla olevien kaavojen ja laskinten or-
jana.

Tamén tutkielman tavoitteena on selvittdéd yleisimpiéa virhekasityksia yliop-
pilaskokeiden tehtavissé, jotka vaativat perusteluja sanallisesti. Tavoitteena
on myos selvittda tapoja, joilla naita virhekasityksia voitaisi ennaltachkaistéa
seké korjata lukio-opetuksessa. Tutkielman aineistona kaytetaan kokelasrat-
kaisuja seka pitkdn ettd lyhyen matematiikan ylioppilaskoetehtavista.

Tutkielman alkuun kaydéaan lapi tutkielmassa kéytettavien tehtavityyppien
taustaa niin opintosuunnitelman kuin ylipddtdan oppimisen kannalta seka
tarkastellaan, mitd on matematiikan kielentaminen. Pohditaan myos sité,



miksi virhekéasityksida matematiikassa voi syntya. Tamén lisaksi tarkastel-
laan tehtdvien kannalta tarkeitd matematiikan maéritelmia seké lauseita,
jotka myos todistetaan.

Tamaéan jalkeen kaydéan lapi tutkimuskysymykset, seka esitelladn aineisto.
Tutkielmassa esitelldan aineistoon valitut tehtavét, niiden ratkaisuehdotuk-
set seké arvioidaan tehtédvanantoja opetussuunnitelman, oppikirjojen ja mah-
dollisten virhekasitysten nakokulmasta. Pohdinnassa palataan ennustettui-
hin virheisiin ja peilataan niité aineistosta loytyneisiin virheisiin.

Tutkimustuloksissa paneudutaan siihen, millaisia vastauksia tehtédviin on an-
nettu seka millaisia virheité vastauksista 16ytyi. Tarkoituksena on luokitella
useassa vastauksessa toistuvia virheitéd, seké nostaa esiin yksittaisia virhei-
td. Viimeisend kaydadn lapi sitd, miten esiin tulleita virheitd voitaisi valt-
taa lukion opetuksessa. Kasitellaan sitd, miten esimerkiksi opetuspuheessa
tai opetussuunnitelmassa voitaisi ehkaistd virheita, seké esitelldan erilaisia
tehtavatyyppeja, joita opetuksessa tulisi késitella virheiden ehkaisemiseksi.



Luku 2

Teoriaosuus

2.1 Matematiikan ymmartaminen

Tutkielmassa tarkasteltavat tehtavit testaavat opiskelijan ymmarrysta lu-
kion matematiikan eri aiheista. Tehtavissa ei riita pelkka mekaaninen laske-
minen, vaan opiskelijan tulee osata kertoa sekéd perustella, mita tehtavassa
tehdaan ja miksi. Kaydaan seuraavaksi lapi tallaisten tehtavien taustaa seké
sita, millaisia taitoja sanallinen perustelu matematiikassa vaatii.

Lukiossa ilmenevat ymmaéartamisen ongelmat johtuvat usein virheistd var-
haisessa matematiikan ymmartamisessa [14]. Ilman perusasioiden hallintaa
vaativampien aiheiden ymmaéartdminen on lihes mahdotonta. Jotta lukiolai-
nen osaisi laatia matematiikassa sanallisia perusteluja, tulisi matemaattisten
termien ja sisdltojen ymmaérrys olla riittdvan hyvallé tasolla. Perusteleminen
on matematiikan soveltamista, miké edellyttda rakenteiden ymmartamistéa
seké abstraktin ja symbolisen tiedon yhdistdmista realistisiin asioihin [1]. Té-
mé vaatii opettajalta opittavien asioiden havainnollistamista monipuolises-
ti, jotta uudet késitteet ja asiat voidaan sisdistdd aiemmin opittujen asioiden
pohjalta. Kaytannossa tamé tarkoittaa sitéd, ettd matematiikan opettajan tu-
lisi késitella uusia aiheita erilaisten esimerkkien ja kattavan sanallistamisen
kautta. Opettajan tulisi myos olla tarkka omissa sanavalinnoissaan ja perus-
teluissaan, jotta opiskelijat osaavat jatkossa kayttaa itse oikeita termeja ja
perusteluja.

Erds tapa selvittda opiskelijoiden ymmarrysta sekd osaamista on seurata
opiskelijan ongelmanratkaisuprosessia seka pyytad hanta kertomaan sanal-
lisesti ratkaisun vaiheistaan [14]. Jos opiskelija on vain opetellut ulkoa erilai-
sia kaavoja, mutta ei osaa kertoa tekemistaén valivaiheista, jaa osaamisesta



uupumaan asioiden ymmarrys. Opettaja voi esimerkiksi kdyda jonkin teh-
tavan lapi yhdessa koko ryhmén kanssa pyytdmalla opiskelijoita kertomaan
laskuvaiheistaan sekéa perustelemaan ne.

2.2 Opetussuunnitelman niakokulma

Tarkastellaan vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmaa, silla tutkielmassa
kasiteltavat tehtéavat perustuvat tdhan. Vuoden 2015 lukion opetussuunni-
telmassa [3] esiintyy sanallisten perusteluiden merkitys eri tavoin. Opetus-
suunnitelman perusteissa on mainittu paatelmien ja tehtavien perustelu osa-
na matematiikan osaamista. Arvioinnissa tulisi opetussuunnitelman mukaan
kiinnittdd huomiota péaiatelmien tasmalliseen ja johdonmukaiseen perustele-
miseen. Opiskelijan tulisi siis osata perustella omia ajatuksiaan, eika pelkké
mekaaninen laskeminen tayta arvioinnin kriteereité.

Pitkdn matematiikan opiskelijan tulisi opetussuunnitelman perusteiden mu-
kaan oppia laatimaan ja arvostamaan perusteluja sekd arvioimaan perus-
telujen patevyyttd. Lyhyen matematiikan osalta perusteluiden tarkeytta ei
suoranaisesti korosteta, mutta mainitaan, etté opiskelijan tulisi sisdistad ma-
tematiikan merkitys vélineend, jolla ilmidita voi kuvata seka selittéda ja jota
voidaan kayttda johtopaatosten tekemisessa. Ero pitkédn ja lyhyen matematii-
kan valilla ndkyy myos ylioppilaskokeissa, joissa sanallisia perusteluja vaati-
via tehtavid 10ytyy huomattavasti vihemmén lyhyen matematiikan kokeissa.

Sekéa opetussuunnitelman ettd aiempien tutkimusten mukaan perustelu on
tarked osa matematiikan osaamista. Lukio-opiskelijat kuitenkin herkasti tur-
vautuvat ulkoa opettelemiseen, koska matematiikan oppimaéara sisaltad huo-
mattavan paljon erilaisia aiheita. Jos matematiikan osaaminen perustuu ul-
koa opeteltuihin asioihin seké laskinohjelmistoihin turvautumiseen, voi sa-
nallinen perustelu olla todella hankalaa ja jopa mahdotonta. Matematiikan
opetuksessa tulisikin korostaa asioiden ymmértédmista ja sitéd, kuinka paljon
ymmértadminen merkitsee tulevien aiheiden oppimisessa.

2.3 Matematiikan kielentaminen

Kasitelladn kielentamistd matematiikan opetuksessa ja opiskelussa lahteiden
[11] ja [12] ndkokulmasta.

Jos tarkastelllaan lukio-opiskelijoiden laskutehtavia, sisdltéavit ne paaosin



lausekkeita, laskutoimituksia seka tuloksia eli yleisesti tehtavien esitystapa
on melko niukka ja tdsmallinen. Jos opiskelijalla ei ole minkaénlaista sanallis-
ta ilmaisua tehtavissa, tulee lukijan arvailla ajattelua pelkkien lausekkeiden
perusteella. Jotta ajatusprosessia voi ymmartdd, tulee laskutoimitusten ja
lausekkeiden olla todella tasmallisid. Téatéa on erityisesti tarkasteltu matema-
tiikan ylioppilaskokeissa, ja huomattukin puutteita opiskelijoiden argumen-
tointitaidoissa. Kielentdminen olisi siis matematiikan opiskelun ja oppimisen
kannalta todella tarkeaé.

Matematiikan kielentamisen tarkoituksena on painottaa matemaattisen ajat-
telun kehittamista. Matemaattinen ajattelu voidaan maéritella useilla eri ta-
voilla, mutta yleisesti sitda voidaan ymmartad matemaattisen tiedon proses-
sointina, joka toimii omien kognitiivisten taitojen ymmértdmisen perusteel-
la. Matematiikan opiskelussa siis kielen tehtavd on auttaa opiskelijaa jasen-
tdmaan omaa ajatteluaan seké valittdmaan sita muille. Kaytettava kieli voi
olla luonnollista kielta eli puhe- ja kirjoitettua kieltéd, kuviokielta eli graafeja
ja kuvioita tai matematiikan symbolikielta.

Matematiikan opiskelu lahtee liikkeelle uusien késitteiden opiskelusta. Kasi-
te muodostuu aina siséllosta ja ilmaisusta, jonka lahtokohtana on opiskelijan
olemassa oleva merkityksellinen tieto ja taito. Opetuksen aikana opiskelija
siis luo aiemman tiedon pohjalta mallin uudesta késitteesté sen perusteella,
millaisten esimerkkien ja muun materiaalin avulla kasite esitelldan.

Kun opiskelija pyrkii ilmaisemaan oppimaansa kéasitetta ja sen sisaltoja, tulee
hénen osata kielentaa tatd. Kielentaminen vaatii késitteen piirteiden pohti-
mista sekd oman matemaattisen ajattelun jasentamista siten, etta asian voi
ilmaista selkeédsti. Kun opiskelijat pystyvat néin kielentdméaan omaa kasitys-
tdan uudesta késitteestéd, he voivat peilata toistensa késityksia keskenaén ja
muovata taten omia kéasityksidan sopiviksi.

Opettajan tehtédvand on suunnitella opetus sellaiseksi, ettd materiaalit, esi-
merkit ja opetuspuhe tukevat opiskelijoiden kielentamista. Jos opettaja kan-
nustaa opiskelijoita jasentdméan aiheita omin sanoin, voi opettaja selvittaa
opiskelijoiden ajatuksia aiheista. Suurissa opetusryhmissa on kuitenkin mah-
dotonta kuulla kaikkien ajatuksia daneen, joten opettajan tulee myos ohjata
tehtéavien selostamiseen. Kun opiskelija tekee tehtavia, tulisi hanen lisata pal-
jon valiotsikoita, selityksia siitd, mita seuraavaksi tapahtuu, miksi tapahtuu
ja mita tuloksista voi paatella. Téllaisten véalitekstien avulla opettaja pystyy
arvioimaan jokaisen opiskelijan ajatteluprosessia ja ajattelun oikeellisuutta,
seka seuraamaan helpommin tehtédvien kulkua. Tamé on myts merkittavaa
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opiskelijan oman oppimisen kannalta, koska tehtdvien sanoittaminen jasen-
tda opiskelijan omaa ajattelua ja opiskelijan matematiikan ymmarrys voi ke-
hittya.

Kielentdaminen kehittéda siis opiskelijan matemaattista ajattelua todella mer-
kittavalla tavalla sekd antaa opettajalle parempia valmiuksia arvioida opis-
kelijoita siitd nakokulmasta, miten hyvin asiat on ymmarretty. Parhaassa ta-
pauksessa opiskelijat voivat my0s oppia toistensa ajatteluprosesseista uusia
nakokulmia seka kyseenalaistaa ja haastaa toistensa ajatuksia.

2.4 Matemaattinen teoria

Tutkielmassa tarkasteltavat ylioppilaskoetehtévat ovat seka pitkdn etta ly-
hyen matematiikan eri aiheista, kuten polynomeista, prosenttilaskennasta ja
matemaattisesta tekstista. Kaydaan seuraavaksi lapi matematiikan tuloksia,
jotka liittyvat tehtavien sisaltoihin. Méaritelmét, lauseet ja todistukset ovat
lahteista [10], [13], [5] ja [2] .

2.4.1 Rationaalifunktio

Lauseke kuvaajasta-tehtavéssa tarkastellaan rationaalifunktiota ja sen ku-
vaajaa. Maaritetadn, mika on rationaalifunktio.

Maaritelma 2.4.1. Rationaalifunktio esitetddn muodossa g, missa p ja q

ovat polynomeja. Funktion méarittelyjoukon muodostavat ne muuttujan x
arvot, joilla g(z) # 0.

2.4.2 Asymptootti

Laske kuvaajasta-tehtéavassa opiskelijan tulee hyodyntda annetun funktion
asymptoottia ratkaistakseen tehtdavan. Madritelladn seuraavaksi pystysuora
asymptootti tehtdvan ymmartamiseksi.

Maaritelma 2.4.2. Asymptootti on suora tai jokin muu kayré, jota funk-
tion kuvaaja lahestyy muuttujan x lahestyessa jotain lukua tai adretonta.
x = a on funktion f pystysuora asymptootti, jos

lim f(z) =400
z—at

tai
lim f(x) =400
T—a—
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2.4.3 Polynomin tulomuoto

Polynomiepéayhtalo-tehtavissa opiskelijan tulee osata hyodyntéda polynomi-
funktion tulomuotoa. Tarkastellaan, miten lukion pitkdn matematiikan kurs-
silla 2 aihetta késitellaan.

Lause 2.4.3. Lauseke x — a on polynomin p tekijd, jos ja vain jos x = a on
polynomin p nollakohta.

Todistus. Polymoni p voidaan esittda muodossa

p(x) = q(z)(z —a) +r,

missd osamadrd ¢ on polynomi ja jakojaannos r on reaaliluku.
Oletetaan, ettd a on polynomin p nollakohta. T&ll6in

pla) =0
qg(a)(a —a)+r=20
q(a)-0+7r=0
r=20
Jakojaannos r on nolla, joten p(x) = ¢(x)(z — a) eli z — a on polynomin p
tekija.
Oletetaan seuraavaksi, ettd x — a on polynomin p tekija. Talloin

p(r) = gq(z)(z —a)

ja
pla) = q(a)(a—a) =q(a) - 0=0

Luku a on siis polynomin p(z) nollakohta. O

2.4.4 Jakoalgoritmi

Polynomien jakoalgoritmi-tehtavéssa opiskelijalta vaaditaan jakoalgoritmin
kayttamista seké selittamista sanallisesti.

Polynomi p on jaollinen polynomilla ¢, jos on olemassa sellainen polyno-

mi b, jolla p(z) = q(z) - b(x) kaikilla x € R. Téalléin ¢ ja b ovat polynomin p
tekijbité.
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3x+4
2¢—1 | 62 + 5z — 4

— | 622 — 3z
Sr —4
= 8x — 4

Kuva 2.1: Jakokulma

Polynomeja voidaan jakaa esimerkiksi jakokulmassa. Tarkastellaan esimer-
kiksi kuvaa 2.1, jossa lasketaan % jakokulmassa, kun = # %

Jakokulman sisédan sijoitetaan jaettava polynomi ja ulkopuolelle jakaja.
Jaetaan ensin jaettavan korkeimman asteen termi jakajan korkeimman as-
teen termilld. Esimerkisséd tamé on siis % = 3z ja kirjoitetaan saatu termi
jakokulman ylapuolelle.

Seuraavaksi kerrotaan jakajan termit talla saadulla termilld 3x ja vahen-
netadn jaettavasta polynomista 622 + 5o — 4 saatu tulos eli 622 — 3x. Saatu
erotus merkitaan omalle rivilleen.

Aloitetaan prosessi alusta eli jaetaan tamén uuden tuloksen korkeimman as-
teen termi jakajan korkeimman asteen termilld ja edetddn kuten aiemmin.
Jakojadnnokseksi jaé lopulta 0, joten polynomi 6z2 4+ 5z — 4 on jaollinen
polynomilla 2x — 1 ja osamaéré on 3x + 4.

2.4.5 Maaritelma, lause ja todistus

Matemaattista tekstid-tehtévassa opiskelijan tulee ymmaértad, mitd matema-
tiikassa ovat méaritelma, lause ja todistus.

Maaritelma antaa jonkin matemaattisen kasitteen siséllolle nimen seké mah-
dollisen symbolin. Maéaritelmien avulla voidaan muodostaa erilaisia véite-

lauseita.

Viitelauseella pyritddn ilmaisemaan jokin yleinen tosiseikka. Lauseessa on
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yleensé oletus tai oletuksia, joiden nojalla tehdaén jokin vaite. Vaite liite-
tdan teorian aksioomajérjestelméan todistuksen avulla, jolloin véitelause on
tosi. Lause on usein muodoltaan implikaatio p = q.

Todistuksen avulla osoitetaan annettuja vaitelauseita tosiksi aksioomien, paét-
telyn ja aiemmin todistettujen lauseiden avulla. Todistus siis antaa lukijalle
yksityiskohdat, joiden avulla tamé voi olettaa véitteen todeksi. Todistus ete-
nee yleensa seuraavalla tavalla:

Oletetaan p.
Silloin q.
Siis p = q.

p on oletus, jota kasitelladn totena. Jos lopputulokseen ¢ paédstdan suorit-

tamalla sdantojen mukaisia askelia, niin vaitelause voidaan katsoa todiste-
tuksi.
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Luku 3

Tutkimuksen toteutus

Tassa tutkimuksessa on tavoitteena selvittaa, ettd millaisia virheita ja virhe-
kasityksia seké pitkdn ettd lyhyen matematiikan ylioppilaskokeissa ilmenee.
Erityisesti tutkitaan tehtavia, joissa vaaditaan opiskelijoilta perusteluja tai
muuta sanallista selitysté.

Aineistona tutkimuksessa kaytetdan Ylioppilastutkintolautakunnan luovut-
tamia ratkaisuja pitkén ja lyhyen matematiikan ylioppilastehtavista. Tehta-
via on yhteensa viisi, ja jokaisesta tehtavasta aineistona on 100 kappaletta
satunnaisia ja anonyymeja kokelasratkaisuja. Tehtavéit valittiin tutkimukseen
vuosilta 2019-2021, koska haluttiin sahkoisten kokeiden vastauksia. Sahkoi-
set kokeet ovat myos mahdollistaneet pidempia sanallisia vastauksia vaativia
tehtavia, jotka ovat oleellisia tamén tutkimuksen kannalta. Tutkimuksessa
pyritdan vastaamaan seuraaviin tutkimuskysymyksiin:

1. Millaisia virheitd matematiikan ylioppilaskokeissa esiintyy tehtéavissa,
joissa vaaditaan sanallisia perusteluja?

2. Miten esiin tulleita virheita voitaisiin ehkéistd matematiikan opetuk-
sessa lukiossa?

Tutkimuksessa tarkastellaan aluksi valittuja tehtdvid ja niiden ratkai-
sutapoja. Téamaéan lisdksi tehtdvid arvioidaan opetussuunnitelman pohjalta,
ja pohditaan sité, ohjaavatko tehtdvanannot jotenkin tietynlaisiin virheisiin.
Taman jalkeen tutkitaan saatua aineistoa ja luokitellaan aineistosta virheitéa
ja niiden maaria. Lisdksi analysoidaan tarkemmin jokaisessa tehtévéissa esiin
tulleita virheita.
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Lopuksi tarkastellaan nykyista opetussuunnitelmaa sen pohjalta, onko tut-
kielmassa esiin tulleita virheitd mahdollista valttaa sen avulla. Lisédksi kasi-
telladan sitd, miten matematiikan opetuksessa voitaisiin ehkéaisté esiin tulleita
virheitd. Apuna on erilaisia tehtavityyppeja, joiden avulla virheitéd voitaisiin
ehkéista jo opetuksen aikana.
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Luku 4

Tehtavien esittely

Ainestoon valittujen tehtavien tehtdvanannot sekéd apua ratkaisuehdotuksiin
on otettu Ylen Abitreenit-sivulta [15].

4.1 Pitka matematiikka, Kevat 2019, tehtava
4: Lauseke kuvaajasta (12 p.)

4.1.1 Tehtavananto

Kuvassa 3.1 on esitetty muotoa

o) = a:zc22—i— bx + ¢

x+d
olevan funktion kuvaaja y = f(x), kun kertoimet a, b, ¢ ja d ovat kokonaislu-
kuja.
Paattele kuvaajan perusteella kertoimien arvot ja selitd sanallisesti, miten
paadyit ratkaisuun.
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Kuva 4.1: Kuvaaja

4.1.2 Ratkaisuehdotus

Kuvaajalla on pystysuora asymptootti kohdassa z = —1, ja talloin nimittaja
onnollaeli2-(-1)+d=0«<d=2.

Kuvaajasta nahdéain, ettd kun x = 0, funktion arvo on 2 eli %ﬁﬂ =2&
f=2& =2 c=4

Kuvaajasta nahdadn, ettd f(6) = 2 ja f(—2) = —6. Naistd tiedoista muo-
dostamalla ja ratkaisemalla yhtalopari

.624-b-
{aG +b6+4 _ o

2-6+2

a(=2)2+4b-(=2)+4 __ _6
2(—2)+2 -
saadaan a =1 ja b = —2.
Kertoimien arvot ovat siisa =1, b= -2, c=4jad = 2.
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4.1.3 Tehtavan arviointi

Tehtévé liittyy vuoden 2015 opetussuunnitelman MAA6-kurssiin, jolla kési-
telladn rationaalifunktiot. Opetussuunnitelman mukaan kurssin tavoitteena
on osata méaarittdd rationaalifunktion nollakohdat seké kéyttaé teknisia apu-
vélineitd polynomifunktion tutkimisessa. Tamén lisdksi kurssin oppikirjassa
Juuri 6 [7] mééritellddn rationaalifunktion lauseke sekd mainitaan tdmén
maéarittelyehto. Kirjan esimerkeista 10ytyy myos taman tehtédvan kaltainen
rationaalifunktio, mutta kyseisessé esimerkissa ei kasitelld juurikaan funk-
tion kuvaajaa.

Tehtava vaatii opiskelijaa huomaamaan, ettd kyseesséd on rationaalifunktio,
jonka osoittaja on toisen asteen yhtalo ja nimittdja ensimmaisen asteen yh-
talo. Tehtaviananto ohjaa opiskelijaa tarkastelemaan erityisesti funktion ku-
vaajaa, ja selvittdméan sen avulla kertoimet a, b, ¢, d. Tehtavinannossa kerro-
taan, etta kertoimet ovat kokonaislukuja eli se auttaa opiskelijaa siind maa-
rin, millaisia vastauksia tehtévastd tulisi saada. Opiskelijan tulisi siis tietad
tehneensa virheen, jos kertoimista tulee jotain muuta kuin kokonaislukuja.

Tehtéva on kokeen A-osassa, joten opiskelijalla ei ole apunaan juurikaan las-
kinohjelmistoja. Tehtédvan tarkoitus on siis testata opiskelijan yleistd funk-
tioiden hallintaa seka kuvaajan ymmaérrysta. Tehtédva vaatii myos melko yk-
sinkertaista mekaanista laskemista.

Tehtéavananto ei suoraan vaikuta virhekésityksen syntyyn, jos opiskelija on
lukenut tehtdvanannon huolellisesti ja osaa myos palata tarkastelemaan sité
saatuaan ratkaisun aikaiseksi. Virheita voi kuitenkin sattua tapauksissa, jois-
sa opiskelija ei ymmarra, miten rationaalifunktio kayttaytyy. Myos funktion
maéarittelyehdoissa voi esiintya virheellista ajattelua.

4.2 Lyhyt matematiikka, Kevat 2019, tehtava
11: Harrin palkka (12 p.)

4.2.1 Tehtavananto

Harri saa palkkaa 4200 euroa kuukaudessa ja hénen tyoméardnsd on 155
tuntia kuukaudessa. Han arvioi tuntipalkkaansa seuraavalla tavalla: Jos tyo-
tuntimaéréni olisi 160 tuntia ja palkkani 4000 euroa, niin tuntipalkkani olisi
4000/160 = 25. Téssé ei ole otettu huomioon 200 euroa palkasta, joten vir-
he on runsas euro tuntia kohti; palkka on siis runsaat 26 euroa. Todellinen
tyotuntimadra on 155, ei 160 ja siitd tulee varmaankin pieni virhe, joten to-

19



dellinen tuntipalkka on ehkapé 27 euroa.

11.1 Kuinka monta prosenttia enemmén tai vihemmén Harri arvioi saavansa
palkkaa tunnilta kuin hén oikeasti saa? (4 p.)

11.2 Selitd Harrin paéttelyn vaiheita ja arvioi, perustuuko pédattely pateviin
arvioihin. (8 p.)

4.2.2 Ratkaisuehdotus

11.1 Harrin arvion mukaan hanen kuukausipalkkansa olisi 155 - 27 = 4185.
Verrataan todellisen palkan 4200 ja arvioidun palkan erotusta todelliseen
palkkaan: %—0@1% = ﬁ =0,003571...

Harri arvioi saavansa 0,36% viahemmaén palkkaa kuin han oikeasti saa.

11.2 Harri laskee aluksi, mika hanen tuntipalkkansa olisi, jos tyotunteja olisi
160.

Hén arvioi % = %0(? % =25+ 1,25 = 26, 25, joten arvio on oikea.
Seuraavaksi hdn huomioi, etta tamé tulos tulisi kertoa luvulla %, jotta han

saisi oikean tuntipalkan. Han kayttad tdssa arviota 18 ~ 20 Tamé arvio on

27 _ 162 195 26
melko hyva, silld 5¢ = {2=.

Harrin selitys perustuu siis melko péteviin arvoihin.

4.2.3 Tehtavan arviointi

Tehtéavassa tarvitaan prosenttilaskentaa, jota kasitellidn matematiikan yh-
teisella opintokokonaisuudella MAY1-kurssilla. Opintosuunnitelmassa tamén
kurssin sisaltoihin kuuluu prosenttilaskennan periaatteiden kertaus. Tehté-
van voisi siis osata laskea myo6s yldkoulun taidoilla, mutta arviointia vaativa
tehtavan osa vaatii tarkempaa yleistd matemaattista osaamista. Tehtavassa
ei ole apua laskinohjelmistoista, koska vaadittavat laskut ovat simppeleité,
ja arviointia ei voi tehda laskimella.

11.1 on selked tehtdvdnanto, jonka tulisi olla melko suoraviivainen opiske-
lijalle laskea. Tassa on mahdollisuus huolimattomuusvirheille, vaikka yksin-
kertainen prosenttilaskenta olisikin hallussa. Jos prosenttilaskentaa tai pro-
sentin késitetté ei hallitse, voi tassakin osass tehtavé esiintyé virhekésityksia.
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11.2 antaa tehtavanantona opiskelijalle melko paljon vapauksia arvioida Har-
rin paattelya eri tavoin. Téssa tehtdvanannossa opiskelijan tulee ymmartaa,
etta paattelyketju tulisi avata melko yksinkertaisiksi laskutoimituksiksi, jol-
loin paattelystd voi tehdd myo6s oikeanlaisen arvion. Virheitd voi esiintyé
siina, kuinka Harrin péattelya selitetaén, ja kuinka Harrin valitsemat luvut
ymmarretaan.

4.3 Pitka matematiikka, Syksy 2019, tehtava
5: Polynomiepayhtilo (12 p.)

4.3.1 Tehtavananto

Ratkaise epdyhtilo 23 — 222 — 112 + 12 > 0. Voit kiyttidd esimerkiksi laski-
nohjelmistoa. Selitd sanallisesti, miten polynomifunktion tulomuotoa p(x) =
(x —a)(x — b)(x — ¢) voidaan kiyttédd epéyhtalon p(x) > 0 ratkaisemiseen,
kun a < b < ec.

4.3.2 Ratkaisuehdotus

Epéayhtalo voidaan ratkaista laskinohjelmiston avulla

3 2 -3<x<1 or x=4

solve(x =2 =t 1 2200

Polynomifunktion tulomuodosta nidhdéan sen nollakohdat, jotka ovat a, b, c.
Voidaan siis tehda kulkukaavio

(x=a)(x=b)(x-c)

Sijoittamalla funktioon testipisteet d < a, a < e < b, b < f <cjag>c
saadaan kulkukaavioon merkit, joista nahdaan, milla véleilla p(x) > 0.

4.3.3 Tehtavan arviointi

Tehtavassa kasiteltava polynomiepayhtilo kdydaan lapi kurssilla MAA2 Po-
lynomifunktiot ja -yhtalot. Opetussuunnitelman mukaan opiskelijan tulisi
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osata ratkaista yksinkertaisia polynomiepéayhtaloita seka osata kayttasd tek-
nisia apuvalineitd polynomifunktion tutkimisessa ja polynomiepayhtéloiden
ratkaisussa.

Kurssin oppikirjassa Juuri 2 [5] kasitellddn yhtélon tulomuotoa seké teki-
joita, ja sitd, ettd yhtélon merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Naita tar-
kastelemalla opiskelijan tulisi siis pystya selittdméan tulomuodon merkitys
epayhtélon ratkaisussa.

Tehtava on kokeen Bl-osassa, joten siina saa kayttaa apuna laskinohjelmisto-
ja, joiden avulla epayhtalon voi ratkaista. Tehtdvanannossa myos mainitaan
laskinohjelmistojen kéytto epayhtalon ratkaisemisessa eli opiskelija saa las-
kea alun epayhtalon suoraan ohjelmistolla. Téassa osassa ei tulisi myoskaan
nékyéa opiskelijan virhekésityksié liittyen epayhtaloihin, koska vastauksen voi
antaa suoraan laskimesta ilman perusteluja.

Tehtavan soveltava osa voi olla hieman harhaanjohtava, jos opiskelija ajat-
telee, ettd hénen tulee kayttda alun polynomia osana selitysta. Opiskelijoille
voi myos olla haastavaa ymmértaa kysyttya asiaa ilman konkreettisia lukuja.
Tassa herési ajatus siitéd, ettd kuuluuko kurssin MAA2 sisdltoihin tdméankal-
taiset tehtavat, joissa kaytetdan kirjainkertoimia. Tallaisia tehtavia 1oytyy
Juuri 2-kirjasta [5] vain syventévissa tehtavissd. Ongelmana téssé on se, etté
opiskelija, jolla on haasteita perustehtéavissikin, ei koskaan péase tekeméan
syventavia tehtavia, silla téllaisia ei yleenséa kasitelld myoskadn oppituntien
aikana. Téman tyyppinen tehtavananto ilman konkreettisia lukuja saattaa
siis tulla esiin ensimmaista kertaa ylioppilaskokeessa, jolloin opiskelija joko
turvautuu joihinkin konkreettisiin lukuihin tai jattaéd tehtéavan tekematta.

4.4 Pitka matematiikka, Kevat 2020, tehtava
8: Polynomien jakoalgoritmi (12 p.)

4.4.1 Tehtavananto
Polynomien jakoalgoritmilla voi jakaa esimerkiksi polynomin
p(z) = 2% — 42* + 22° + 72* — 32 + 4

polynomilla ¢(x) = x? — 3z + 1. Téssd on suoritettu jakoalgoritmin en-
simméiset vaiheet:
p(x) = vq(z) + 32° — 5ot + 22° + 7o — 32+ 4
= (2" + 32%)q(w) + 4a* — 2* + T2® — 32 + 4
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Selité sanallisesti, mité téssa on tehty, ja suorita jakoalgoritmi valivaiheineen
loppuun asti.

4.4.2 Ratkaisuehdotus

Aluksi polynomin p(z) korkeimman asteen termi z° jaetaan polynomin ¢(x)
korkeimman asteen termilld z?, mistéd saadaan z*. Kerrotaan talld polynomia
q(z) ja vihennetaan saatu polynomi alkuperiisesté polynomista p(z). Talloin
saadaan jakoalgoritmin ensimmaéinen jakojaannos 3z° —5x4 4223+ 712 —3x+4.
Toisessa vaiheessa tehddan samalla tavalla eli jakojaannoksen korkeimman
asteen termi 3z° jaetaan polynomin ¢(x) korkeimman asteen termilld z?
mistd saadaan 3z3. Kun télli kerrotaan polynomia g(z) ja vihennetién saa-
tu polynomi ensimmaisesté jakojadnnoksestéd, saadaan toinen jakojaannos
4ot — 23 + Ta? — 32 + 4.

Jakoalgoritmi voidaan laskea loppuun samalla tavalla jakokulmassa:

7 ot 4 32% + 422 + 11z + 36
z? —3z+4+1 | b —dzt + 203 + T2 — 3z +4
— | 2% — 3%  2*
32° — 5zt 4 229
= 3a% — 9zt + 30
4t — 28 + T2
— 4zt —12z° + 47°
112% + 322 — 3z
— 112% — 332% + 11z

3622 — 14z +4
_ 36z% — 108z + 36

42 — 32

Téasta voidaan nidhdé, ettd polynomi p(x) ei ole jaollinen polynomilla ¢(z),
koska jakojaannokseksi jaa 94z — 32.

4.4.3 Tehtavan arviointi

Jakoalgoritmi késitelladn opetussuunnitelman mukaan kurssilla MAA12 Al-
goritmit matematiikassa, ja se onkin yksi kurssin keskeisista siséalloista. Kurs-
silla opiskelijan tulisi osata tutkia polynomien jaollisuutta seka méarittaa po-
lynomin tekijat. Oppikirjassa Juuri 12 [9] mééritetdén polynomien jaollisuus
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keskenadn seké jakoyhtalo, jossa on jakojaannos, kuten tassa tehtavéssd. Op-
pikirjassa késitellaén myos jakoalgoritmi vaihe vaiheelta seké allekkain etté
jakokulmassa.

Tehtavinanto ei ohjaa ohjelmistojen kayttoon, eika tassa myoskaan voi hyo-
dyntad mitdan ohjelmistoa, paitsi vastauksen tarkastamisessa.

Tehtdavananto on selked, mutta jakoalgoritmi on erilainen kuin oppikirjois-
sa, joten tdma voi hammentaéd opiskelijoita. Opiskelijan tulisi siis ymmar-
taa, mika on jakoalgoritmi, jolloin hén nakee, miten sitda on tehtavanannossa
kaytetty. Jos jakoalgoritmin kéiyttod ei muista tai osaa, tehtdvadn saatetaan
vastata arvaamalla, mitd algoritmin ensimmaisissé vaiheissa on tehty. Tehté-
véssa voi esiintya virhekasityksia myos esimerkiksi eri asteisten muuttujien
kerto- ja jakolaskuissa.

4.5 Pitka matematiikka, Keviat 2021, tehtava
10: Matemaattista tekstia (12 p.)

4.5.1 Tehtavananto

Matemaattinen teksti rakentuu mm. késitteiden maéaritelmisté, yleisesti pa-
tevistd tuloksista (lauseet), tulosten todistuksista ja erikoistapauksiin sovel-
letuista laskuista (esimerkit).

1. Valitse alla olevan aineiston kunkin tekstin (a)—(c) kohdalla, onko ky-
seessd, maaritelma, lause, todistus vai esimerkki. Vastauksia ei tarvitse
tassa kohdassa perustella. (3 p.)

2. Mink& lauseen kohdassa 1 valitsemasi todistus osoittaa todeksi? Muo-
toile lauseen sisalto tdsmallisesti niin, etta sen yhteys todistukseen kay
ilmi. (4 p.)

3. Kohdassa 1 valitsit yhden tekstin lauseeksi. Todista tdma lause. (5 p.)

a) Olkoon ABC kolmio, jonka sivujen pituudet a, b ja ¢ toteuttavat ehdon
a®? +b? = 2. Tarkastellaan toista kolmiota, joka on suorakulmainen ja jonka
kateettien pituudet ovat a ja b. Pythagoraan lauseen mukaan taman toisen
kolmion hypotenuusan pituus on va2+ b2 = /2 = ¢, joka on sama kuin
ensimmaisen kolmion kolmannen sivun pituus. Koska molempien kolmioiden
sivujen pituudet ovat samat a, b ja ¢, niin kolmiot ovat yhtenevat. Nain ollen
kolmioiden kulmat ovat samat ja erityisesti sivujen a ja b vélinen kulma on
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molemmissa kolmioissa suora.

b) Olkoon a > 0, a # 1. Positiivisen luvun x a-kantainen logaritmi log, x on
luku johon kantaluku a on korotettava, jotta saadaan luku x , toisin sanoen

al%a® = 1 1 > 0.

¢) Jos positiivisen kokonaisluvun n numeroiden summa on jaollinen kolmella,
niin my6s luku n on jaollinen kolmella.

4.5.2 Ratkaisuehdotus

1. a) todistus, b) maaritelmé ja c) lause

2. Todistus a) osoittaa sen, ettd jos kolmion sivujen pituudet a,b,c to-
teuttavat ehdon a? 4 b? = ¢, niin kolmio on suorakulmainen.

3. Todistus. Olkoon luku n muotoa n = a, - 10" + a,4; - 10" + -+ ay -
10! + ag - 10°.
Luku n on jaollinen kolmella, kun n =0 mod 3.
Koska 10 =3 -3 + 1, niin 10 =1 mod 3, kongruenssin laskusédantojen
mukaan péatee
n=a, 10"+ ap;1-10"" 4+ a;- 10" +ap-10° = a,, - 1"+ appq - 17T +
---a1-11+a0-10
=a,+--ay mod 3.
Luvulla n ja sen numeroiden summalla on siis sama jakojaannos, kun
tutkitaan kolmella jaollisuutta. Téten vaite on todistettu. O]

4.5.3 Tehtavan arviointi

Tamaéan tehtdvan kohdalla opetussuunnitelman sisalloisté 10ytyy ainoastaan
todistusperiaatteisiin tutustumista kurssilla MAA11 Lukuteoria ja todista-
minen. Opetussuunnitelman mukaan opiskelijan tulisi osata lukea matemaat-
tista tekstia, joten opettajan vastuulla on opettaa, mitd lause ja méaritelméa
tarkoittavat. Oppikirjoissa ei ole selkedéd kohtaa, joissa olisi selitetty, mitéa
ovat méaritelma ja lause. Tehtéavassé esitellyt maaritelma, lause ja todistus
ovat kuitenkin tuttuja matematiikan kurssien sisélloisté, joten tarkastellaan
myoOs niita.

a)-kohdan todistus liittyy kurssiin MAA3 Geometria, silld siind todistetaan
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Pythagoraan lause suorakulmaisille kolmioille. Opetussuunnitelmassa maini-
taan Pythagoraan lause osana keskeisia sisaltoja. Oppikirjassa Juuri 3 [6] ké-
sitelldadn my6s kolmioiden yhtenevyys, jota a)-kohdan todistuksessa on apuna
kaytetty. Lause on siis tuttu, mutta itse todistus voi tulla ensimmaéista ker-
taa esiin tata tehtavaa tehdessa.

c¢)-kohdan lause on osa kurssin MAA11 Lukuteoria ja todistaminen sisél-
toa, silld opetussuunnitelman mukaan opiskelijan tulisi kurssilla osata tutkia
kokonaislukujen jaollisuutta jakoyhtéalon ja kongruenssin avulla. Lauseen to-
distus loytyy myos kokonaisuudessaan oppikirjasta Juuri 11 [8] eli ainakin
tdma oppikirja antaa hyvit mahdollisuudet todistuksen osaamiseen.

Tehtéavassa ei voi kayttda apuna juurikaan laskinohjelmistoja, koska se on
kokeen A-osassa, joten se vaatii opiskelijalta matemaattista paattelya, ongel-
manratkaisua seka syvaa ymmarrysta tehtavan aiheista.

Taméa tehtdvananto on hieman outo ja aiheuttaa varmasti useita virheké-
sityksia opiskelijoiden ratkaisuissa. Lauseen todistus on tehtavatyyppiné hy-
vé ja selked kurssin MAA11 sisillosta. Lauseen muodostaminen todistuksen
perusteella on kuitenkin melko haastava lukion oppiméaran perusteella, jos
kyseinen todistus ei ole ennestaan tuttu.

Tehtéavassa esiintyy todennéakoisesti virheité siina, miten 1. kohdassa nimeaé
annetut tekstit. Lukio-opiskelijat myos saattavat ajatella, ettéd todistuksena
riittad jonkin yksittdisen tapauksen tai esimerkin esittdminen, jos todistamis-
ta ei ole harjoiteltu riittavan kattavasti tai syventédvia kursseja ei ole suoritet-
tu. Lauseen muodostamisessa voi esiintya virheité siinéd, miten todistuksesta
ymmérretaan todistettava asia.
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Luku 5

Tutkimustulokset ja analysointi

5.1 Pitka matematiikka, Kevat 2019, tehtava
4: Lauseke kuvaajasta

Virhetyyppi Maara (%)
Kertoimet ratkaistu hyodyntamalla 2. asteen yhtalon sdantoja 35
Oikeita ratkaisuja 20
Kertoimet ratkaistu siten, ettd kuvaaja ajateltu paraabelina 11
Laskuvirheité 10
Keskeneraisia ratkaisuja 9
Kertoimille annettu monta mahdollista arvoa 3

Taulukko 5.1: Lauseke kuvaajasta

Tehtavassa yleisimpané virheend ilmeni se, ettd funktiota késiteltiin toi-
sen asteen funktiona. Kertoimet on néissé vastauksissa selvitetty toisen as-
teen funktion sdédnnoéin, ja perusteltu nailld omia ratkaisuja. Tehtavissa ole-
vaa kuvaajaa on myos kasitelty paraabelin tavoin. Esimerkiksi joissain rat-
kaisuissa on perusteltu saatuja kertoimia paraabelin aukeamissuunnalla tai
paraabelin huipun pisteella.

Erityisen usein osoittajan kerroin maériteltiin suoraan sen perusteella, mis-
sé kuvaaja leikkaa y-akselin. Esimerkiksi "¢ = 2, koska kuvaaja leikkaa y-
akselin, kun y = 2". Osassa ratkaisuista samaa perustelua oli sovellettu méa-
rittdmaédn kertoimia a tai b. Tama on siis selkeésti yleisin virhe, jota ratkai-
suissa esiintyy, ja syyna edella mainittu virhekésitys siita, ettd koko ratio-
naalifunktiota voi kasitelld toisen asteen funktion saénnoin.
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Tallaiset virheet voivat johtua siité, etta opiskelijalla on virheellinen késitys
siitd, mik& on rationaalifunktio ja kuinka se kayttaytyy. Opiskelija ajattelee
voivansa tarkastella erikseen osoittajaa ja sen kertoimia sekd nimittdjéaa ja
sen kertoimia. Kuvaajien tuntemuksessa on myos puutteita, jos opiskelija ei
erota paraabelia ja hyperbelia toisistaan. Koetilanteen tuottamassa paineessa
opiskelija saattaa myos turvautua toisen asteen funktion tuttuihin saéntoi-
hin ja kaavoihin ratkaistakseen kertoimet.

Joissain ratkaisuissa on 16ydetty kertoimille erilaisia haarukoita, kuten esi-
merkiksi @ > 0 tai b < 4. Naita on perusteltu diskriminantin seka kuvaajan
pisteiden avulla. Tehtavianannossa sanotaan selkeésti, etta kertoimet ovat ko-
konaislukuja, joten téllaisissa ratkaisuissa ei ole ymmérretty tehtavinantoa
taysin. Ei ole myoskdan ymmarrysté siita, ettd on annettu yhden yksittaisen
funktion kuvaaja, jolloin kertoimille on pakko loytaa yksittaiset ratkaisut.

5.2 Lyhyt matematiikka, Kevait 2019, tehtava
11: Harrin palkka

Virhetyyppi Maara (%)
Vaaraa arviota Harrin pdatelmista verrattu oikeaan palkkaan 20
Oikeita ratkaisuja 18
Laskuvirheita 18
Selitetty Harrin padtelmia hyvéna arvauksena 3
Otettu esiin Harrin mahdollisia bonuksia tms. 3

Taulukko 5.2: Harrin palkka

Tassa tehtdvassa esiintyi eniten virheitd laskutoimituksissa. Naihin vir-
heisiin ei tassa tutkielmassa kuitenkaan paneuduta tarkemmin, vaan keski-
tytaan virheisiin paattelyssa ja arvioinnissa.

Eniten virheita tapahtui tehtdvan ensimmaéisessa osassa, jossa Harrin arviota
hénen palkastaan tuli verrata todelliseen palkkaan. Viideosassa vastauksista
todellinen palkka oli laskettu oikein, mutta sitd oli verrattu Harrin péaitel-
missa esiintyvaan 25 euroon eiké lopulliseen 27 euron paatelméaan. Tamaéa voi
johtua siité, etta Harrin péatelmia ei ole tarkasteltu kokonaan tai ei olla ym-
mérretty, etta 25 euron paiatelméa on vain Harrin valietappi koko péatelmassa.

Tehtévan toisen osan useissa ratkaisuissa ajateltiin, ettd Harri on arvannut
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palkan ldhes oikein, joten Harrin pohdinnat on jatetty téallaisissa vastauksissa
huomiotta. Téssa syyna voi olla kiire kokeessa, epavarmuus Harrin pohdin-
nasta tai jopa laiskuus tarkastella Harrin pohdintoja tarkemmin.

Yleisesti ratkaisuissa oli melko pintapuolisia ja suppeita perusteluita Harrin
pohdinnalle, joten selkeita virhekasityksia oli hankala selvittaéd. Vain joissain
ratkaisuissa opiskelijat ovat laskeneet Harrin paatelmia auki, ja huomanneet,
ettd mihin pdatelmét oikeasti perustuvat. Naitd oli kuitenkin melko vahéan.
Tamén tehtavan analysointi jéa siis todella suppeaksi sanallisten perustelui-
den osalta, koska aineisto ei tahan materiaalia antanut.

5.3 Pitka matematiikka, Syksy 2019, tehtava
5: Polynomiepayhtalo

Virhetyyppi Maéara (%)
Yhdistetty tehtavin alun epéayhtalo perustelutehtaviaan 17
Oikeita ratkaisuja 12
Laskuvirheita 12
Keskeneraisia ratkaisuja 28
"z—a)(r—=b)(xr—c)>0,kunx—a>0taiz—b>0taix—c>0'" 2

Taulukko 5.3: Polynomiepayhtalo

Tamén tehtdvan useissa ratkaisuissa on maéaritetty, miten voidaan rat-
kaista p(z) = 0 tulomuodon avulla, mutta epayhtélon ratkaiseminen on jé-
tetty kasittelematta. Talloin opiskelija on siis ainoastaan huomannut, etté voi
hyodyntéa tulon nollasaéntoda méaarittaakseen nollakohdat. Epayhtéalomerkki
on usein tiputettu kokonaan ratkaisusta pois. Nama ovat taulukossa siis kes-
keneraisia ratkaisuja.

Ratkaisuissa oli my6s yhdistetty tehtavin alussa oleva epayhtald tehtévan
loppuosan péaatelméaan. Opiskelija ei siis ole tehnyt pédatelmidan tuntemat-
tomilla kertoimilla, vaan kayttdnyt apunaan aiemmin annetun epéyhtéalon
tietoja. Opiskelija ei tésséd tapauksessa valttdmatta osaa toimia ilman kon-
kreettisia lukuja, jolloin on helppoa turvautua tehtavin alun epayhtaloon,
joka sisaltda haluttuja konkreettisia lukuja. Usein kurssien aikana késitel-
laan vain epayhtéloita, joissa on numeraalisia lausekkeita eika tallaisia ylei-
sid, abstrakteja lausekkeita, mista tdma virhe voisi johtua. Voi olla myos,
ettda opiskelija on ymmaértdanyt tehtédvan siten, ettd tehtdvan toisessa osassa
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tulee kayttaa alun epayhtaloa.

Parissa vastauksessa oli todettu, ettd polynomiepayhtéalon voi ratkaista suo-
raan siten, ettd (r —a)(z —b)(x —¢) > 0, kun z —a > 0 taiz — b > 0
tai x — ¢ > 0. Epayhtalo on siis ratkaistu tulon nollasaénnon avulla, ja to-
dettu téllaisen paattelyn riittdvan suoraan. Téllaisen péaattelyketjun tekeva
opiskelija ei osaa erottaa epédyhtalon ja normaalin yhtalon seka naiden toi-
mintasdantojen valisia eroja.

5.4 Pitka matematiikka, Kevat 2020, tehtava
8: Polynomien jakoalgoritmi

Virhetyyppi Maara (%)
Oikeita ratkaisuja 35
Laskuvirheité 27
Keskeneraisia ratkaisuja 21
Jakoalgoritmia jatkettu lopullisen jakojadnnoksenkin jalkeen jotenkin 6
Laskettu sulut auki ja saatu alkuperdinen polynomi 3

Taulukko 5.4: Polynomien jakoalgoritmi

Ratkaisuista noin kolmasosa oli tehty oikein, joten jakoalgoritmi ja sen
vaiheet on selkedsti opiskeltu tosi hyvin. Osalla opiskelijoista, jotka osasivat
algoritmin vaiheet oikein, esiintyi pienid laskuvirheitéa erityisesti jakoalgorit-
min loppuosassa. Naisté ei tosin valttdmétta ole menettanyt juurikaan pis-
teita. Ratkaisunhan voisi tarkastaa kertomalla sulkeet auki ja sieventamalla
polynomin. Jos sievennyksesta tulisi ratkaisuksi jotain muuta kuin alkuperai-
nen polynomi p, niin opiskelija tietdisi tehneensé virheen. Toisaalta kokeessa
voi olla myos kiire siirtyéd seuraavaan tehtavaén, jolloin tarkastaminen jéa te-
kematta.

Useissa ratkaisuissa oli selitetty algoritmin alkuvaiheet oikein ja lahdetty
ratkaisemaan sitd loppuun myos oikeilla tavoilla, mutta jatetty lopulta rat-
kaiseminen kesken. Tamaé voi johtua kiireesta, tai siitéd, etta opiskelija ei tie-
dé, milloin algoritmi on valmis. Samasta syystd voi johtua ratkaisut, joissa
algoritmia on pyritty laskemaan viela jakojaannoksenkin jalkeen omilla mie-
lenkiintoisilla keinoilla.

Yleisesti tamén tehtavan ratkaisuissa oli siis oikeita tai vahintdan oikeanlai-
sia ratkaisuja, joten selkeitd virhekasityksia tahéan tehtavaan liittyen ei voida
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tutkia. Jakoalgoritmi ei myoskaan endd sisally vuoden 2019 opetussuunnitel-
maan, joten lukiolaiset eivat sitd enda ainakaan kasin opettele laskemaan.

5.5 Pitka matematiikka, Kevit 2021, tehtava
10: Matemaattista tekstia

Virhetyyppi Maara (%)
Pelkka 1. osa tehtavasté oikein 58
Todistuksesta muodostettu lause kolmioiden yhtenevyydelle 35
Lause todistettu esimerkkien avulla 20
Maéritelma merkitty lauseeksi 14
Taysin oikeita ratkaisuja 2

Taulukko 5.5: Matemaattista tekstia

Yli puolessa ratkaisuista oli tunnistettu tekstit oikein, mutta vain kah-

dessa ratkaisussa oli osattu tehdé tehtédvan toinen osa oikein. Toisen osan
ratkaisuissa oli selkeitda virhekasityksia, jotka toistuivat useissa ratkaisuis-
sa. Opiskelijat ovat osanneet siis erottaa méaritelmat, lauseet ja todistukset
toisistaan erinomaisesti, mutta naiden kasittelya ei ole harjoiteltu tarpeeksi.
Kuten aiemmin on mainittu, tdma tehtdava on hieman outo, eikd téallaisiin
tehtavatyyppeihin ole todennékodisesti paneuduttu kurssien aikana. Todis-
taminen kuuluu myo6skin pitkdn matematiikan syventaviin kursseihin, joita
kaikki matematiikan kirjoittajat eivat ole edes suorittaneet.
Osassa ratkaisuista lause on todistettu yksittaiselld esimerkilla eli vaikka
"14+2+3 = 6 on jaollinen kolmella, joten 123 on jaollinen kolmella. Lause on
siis tosi'. Opiskelijoilla on siis késitys siitd, ettd todistukseksi riittaa jonkin
erikoistapauksen esittdminen. Taméa voi johtua siitd, ettd MAA11 kurssil-
la harjoitellaan paljon epatodeksi todistamista, jonka voi tehdéd esimerkin
avulla. Myoskin, jos opiskelija ei koetilanteessa ole keksinyt korrektia tapaa
todistaa lausetta, on ollut helppo turvautua esimerkkitapauksiin.

Noin kolmasosassa ratkaisuista aineiston todistuksesta on muodostettu lause
kolmioiden yhtenevyydelle tai yhdenmuotoisuudelle. Todistuksessa esitetaan,
ettéd "joten kolmiot ovat yhtenevat'. Tamaé ei kuitenkaan ole suoraan asia, jo-
ta todistetaan, mutta useissa ratkaisuissa tdman kohdan perusteella lause
on muodostettu. Naissd tapauksissa on voitu vain tarttua tuohon yhteen to-
teamukseen ilman todistuksen tarkempaa tarkastelua tai asia on vain ym-
mérretty vaarin. Nimenomaan tamé osa tehtavastd on hieman outo, koska
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téallaisia todistuksesta lauseeksi-tehtavia ei oppikirjoissa esiinny.

My0s useassa ratkaisussa opiskelijat olivat merkinneet maaritelméan lauseeksi.
Talloin on lahdetty logaritmin sdantdjen mukaan todistamaan méaritelméan
osaa a'°8® = . Maaritelmé voi olla opiskelijoille tuntematon tai outo, minkéa
vuoksi se on ymmarretty lauseeksi. Todistaminen on myos helppo aloittaa,
kun etsii kasiinsa logaritmin eri saannot ja hyodyntaa niité.

Maéritelméan ja lauseen ero voi olla opiskelijoilla hieman hdmaran peitossa,
silla niita ei erikseen esitella kaikissa oppikirjoissa. Oppikirjoissa voidaan pu-
hua lauseista ja todistaa niita, mutta opiskelijoille ei opeteta sité, mita lause
tai madritelmé tarkoittaa. Tassa tehtavassa siis oletetaan, ettd matematiikan
kurssien alussa olisi tutustuttu matematiikan sanastoon tarkemmin.
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Luku 6

Miten matematiikan kursseilla

voisiin opetella valttamaan
naita?

Tassa luvussa kasitelladn sitd, miten tutkielmassa esiin tulleita virhekasi-
tyksid voitaisi ehkéistd matematiikan opetuksessa. Késitelladn asiaa ope-
tussuunnitelman, oppituntien seké erilaisten aiheeseen soveltuvien tehtévien
avulla. Painotetaan paatelmissa sita, ettd esiin tulleita virheitd voitaisi eh-
kaista syventamalla lukio-opiskelijoiden ymmarrystda matematiikasta, seka
kehittdmalla heidédn perustelu- ja analysointitaitojaan.

Tarkastellaan aluksi, kuinka vuoden 2019 opetussuunnitelmassa [4] on méaa-
ritelty matemaattisen perustelun tai paattelyn roolia. Opetussuunnitelman
mukaan matematiikan opetuksen tehtava on ohjata kayttamaan puhuttua
matematiikkaa, ja se antaa valmiuden arvioida matematiikkaa. Opiskelijan
tulisi oppia kéasittelemaén tietoa, laatimaan perusteluja, arvioimaan perus-
teluja seka perustelemaan omia viitteitd. Arvioinnin osalta mainitaan myos,
ettd arvioinnissa huomioidaan matemaattisen ajattelun taitoja, seké paitel-
mien perustelua ja analysointia.

Uusi opetussuunnitelma siis antaa opettajalle valmiudet vaatia opiskelijoilta
syvaa ymmarrystd matematiikan aiheista seké taitoja perustella omia rat-
kaisuja sekd muuta matemaattista tekstid. Arvioinnin sisalté paatelmien pe-
rustelemiseen liittyen ei ole juurikaan muuttunut kahden periakkaisen ope-
tussuunnitelman valilla, vaan molemmissa kiinnitetdan huomiota siihen, etta
opiskelija osa perustella ja analysoida paatelmiaan. Vuoden 2019 opetussuun-
nitelmassa ei enad maéritella erikseen, mité pitkdn ja lyhyen matematiikan
opiskelijoiden tulisi osata, mutta erityisesti vuoden 2015 opetussuunnitelman
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[3] pitkdn matematiikan sisillosséd mainitaan samanlaisia vaatimuksia paa-
telmien perusteluille kuin vuoden 2021 opetussuunnitelman matematiikan
sisallossa.

Ylioppilaskirjoitusten tehtavit ovat laskinohjelmistojen lisdéantymisen myo-
té soveltavampia, joten ne vaativat erityistd matematiikan aiheiden ymmar-
rysta ja analysointia. Talloin silld, ettd opiskelija ymmartaéd ja osaa sovel-
taa oppimaansa, on todella iso merkitys kokeen sujuvuuden kannalta. Téata
tulisikin harjoitella jo lukion ensimmaiseltd matematiikan kurssilta lahtien,
jotta opiskelijoiden perustelu- ja soveltamistaidot automatisoituisivat yliop-
pilaskirjoituksiin mennessa.

Lyhyen matematiikan ylioppilaskokeissa viimeisten muutaman vuoden aika-
na on ollut todella vahén tehtavia, joissa vaaditaan perusteluja tai paatelmien
arviointia, joten lyhyessa matematiikassa tiettyja tehtavia tarkeampaéd olisi
tuoda matemaattista perustelua esiin oppitunneilla. Opettajan tulee opetuk-
sessaan korostaa sita, etta opiskelijoita arvioidaan matemaattisen ajattelun,
péaatelmien ja perustelemisen perusteella. Perustelutehtéavien lisdksi téallainen
opiskelu on tarkeaéd koko matematiikan oppimisen kannalta, jotta opiskelija
osaa arvioida omia padtelmiddn tehokkaasti ja toimivasti. Téméa helpottaa
kaikenlaisten ylioppilaskoetehtévien ratkaisua ja ratkaisujen arviointia.

Tutkielmassa olevan aineiston ratkaisujen analysoinnissa nousi esiin se, ettéa
sanallinen perustelu tai paattely jaa useasti melko suppeaksi tai jopa ko-
konaan pois. Opiskelijat eivat joko tiedd, miten laskutoimituksia tai paat-
telyd muuttaa sanalliseen muotoon, tai eivat ymmaérra laskutoimitusten tai
paattelyn sisaltoja. Matematiikan muuttamista arkikieleksi ei ole harjoitel-
tu tarpeeksi, jolloin téllaiset tehtavat ovat todella hankalia ja jaavit tdméan
vuoksi helposti suppeiksi tai kesken. Tutkielmassa tarkasteltavissa tehtavissa
oli myos tehtavatyyppeja, joissa kasiteltiin abstrakteja kertoimia ilman kon-
kreettisia lukuja, ja ndissa ilmeni vaikeuksia ymmérryksessé. Opiskelijoilla on
vaikeuksia tehdé paatelmia tai ymmartad, mita tehtdvanannossa kysytéan il-
man oikeita lukuja. Opetuksessa olisikin téirkedad kasitelld aiheita myos ilman
konkreettisia lukuja, jolloin opiskelijoiden ymmarrys syventyisi entisestaéan.

Matematiikan opettajan tehtavd on oppitunneillaan kurssien aikana kasi-
tella aiheita siten, etta opiskelijoiden pédattelytaidot ja ymmarrys kehittyi-
sivat mahdollisimman paljon. Alkuun oppitunneilla voidaan harjoitella péa-
telmien selittamistd esimerkiksi siten, ettd opettaja selittda esimerkkien tai
muiden oppitunneilla kiaytavien laskujen padtelmét lapi. Myohemmin oppi-
tunneilla voidaan siirtyé siihen, ettd opiskelijat selittdvat omia paatelmiaan
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auki joko opettajalle tai vieressé istuvalle. Myos kokeissa osa arvosanasta voi
koostua siité, etta opiskelija perustelee opettajalle sanallisesti yhden koeteh-
tavan ratkaisun. Télloin opiskelijat harjaantuvat ymmartamadn tekeménsa
laskutoimitukset ja oppivat perustelemaan seké analysoimaan matematiik-
kaa. Opettajan on myos helpompi arvioida opiskelijoita, kun matemaattista
osaamista joutuu esittdmaan sanallisesti tehtyjen laskutehtévien lisaksi.

Tarkastellaan seuraavaksi erilaisia tehtavéityyppejé, joita sekd pitkan etté
lyhyen matematiikan opetuksessa voitaisi kayda lapi, jotta opiskelijoiden
perustelu- ja soveltamistaidot voisivat kehittya paremmin, ja esiin tulleilta
virheilta voitaisi valttya. Tallaiset tehtévat ovat yleensa muotoa "perustele”,
"selita” tai "arvioi”.
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6.1 Tehtava 1

Tamén tyylinen tehtdvé olisi erinomainen moduuliin MAA2, jonka aikana
kasitellddn rationaalifunktiota. Téllaisen tehtdvan voi kdydé lédpi opettajan
johdolla oppitunnilla, jonka jilkeen samanlaisia tehtavia voi esiintya har-
joituksissa seké kokeessa. Tehtavatyypissa testataan ymmarrystéa rationaali-
funktion kuvaajasta ja tiedon soveltamisesta. Kuvaajaa tarkastellessa voitai-
si esimerkiksi keskustella opettajajohtoisesti siita, miten tulokseen vaikuttaa
annettu piste (1, —1,5, jos koordinaatit ovat likiarvoja.

Tehtéavassa pyydetaan sanallista perustelua, jotta ratkaisun lukija voi seurata
ratkaisijan paattelyketjua. Perustelutehtiavan tarkoituksena on myos auttaa
ratkaisijaa itseddn ymmartamadn omia ajatuksiaan kertoimien ratkaisusta.

6.1.1 Tehtavananto

Maarita funktion f(x) = 5oy Kertoimet a ja b kuvaajan 6.1 avulla. a ja b

ovat kokonaislukuja. Perustele myos paatelmasi sanallisesti.

y=f(x) 2

Kuva 6.1: Tehtavan 6.1.1 Kuvaaja
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6.2 Tehtava 2

Seuraava tehtavatyyppi sopii my6s jo moduuliin MAA2, jolla kéasitelldan kor-
keamman asteen yhtaloitd ja funktioita. Tehtévassé esiintyy seké abstrakti
kerroin etta sanallista perustelua, joista molemmissa oli vaikeuksia aineiston
ratkaisuissa. Tehtavé olisi oivallinen moduulin lopussa kaytévaksi, ja esimer-
kiksi osittain yhdesséd opettajan kanssa, jolloin tamantyyppisen tehtavan rat-
kaiseminen tulee tutuksi. Pdatelmien perustelu on téarkea osa tehtavéa, jotta
opiskelija voi itsekin seurata omaa ajatuksenkulkuaan ja ymmérrystaén ai-
heesta.

6.2.1 Tehtavananto

Voidaanko vakio a valita siten, etta
1. funktio f(x) = ax® + 423 + 22 ei saa negatiivisia arvoja?
2. funktio f(z) = 2* + ax® — 2ax? saa positiivisia ja negatiivisia arvoja?

Maaritd mahdollinen a ja perustele paatelmési sanallisesti.

6.3 Tehtavien kaytto opetuksessa

Esiteltyjen tehtavien tyyppisid tehtavia 16ytyy useiden oppikirjojen viimei-
sistd, soveltavista tehtavista, joten niiden tuominen opetukseen ei olisi ko-
vin vaikeaa. Néitd tulisi kuitenkin pyrkid testaamaan ja tutkimaan niiden
toimivuutta lukion oppitunneilla opiskelijoiden ymmartdmisen ja oppimisen
nékokulmasta.

Kaytannossa tallaisia tehtavid voidaan kayda lapi opettajajohtoisesti oppi-
tunneilla esimerkiksi opintojakson lopussa tai kokeeseen kerratessa. Opet-
tajajohtoisesti tehtavia késitellessd opiskelijat voivat jatkuvasti tuoda esille
omia ajatuksiaan tehtavin ratkaisemisesta ja oppia toisiltaan talloin uusia
ajatusmalleja liittyen aiheeseen. Soveltavampia tehtévia tulisi olla my6s opin-
tojaksojen kokeissa, jotta opiskelijat voivat harjoitella tehtavien tekoa myos
koetilanteessa, joka voi olla jannittava tai stressaava.
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Luku 7
Pohdinta

Tutkielman tarkoituksena oli selvittaa, millaisia virheita lukiolaisilla esiintyy
matematiikan ylioppilaskirjoituksissa tehtéavissa, jotka vaativat sanallista se-
litystd. Aiemmin aihetta on muun muassa tarkasteltu siitd ndkokulmasta,
millaiset argumentointitaidot lukiolaisilla on ylioppilaskirjoitusten perusteel-
la.

Palataan siihen, millaisiin tutkimuskysymyksiin tutkimuksessa haluttiin vas-
tata:

1. Millaisia virheitd matematiikan ylioppilaskokeissa esiintyy tehtéavissa,
joissa vaaditaan sanallisia perusteluja?

2. Miten esiin tulleita virheita voitaisiin ehkaistda matematiikan opetuk-
sessa lukiossa?

Tehtéavien sanallisia perusteluja vaativissa osissa esiintyi monipuolisesti eri-
laisia virheité, riippuen tehtavatyypista ja perustelun laajuudesta. Yleistéa
oli se, etta abstraktien kertoimien kasittely ja perustelu oli hankalaa ja sup-
peaa. Opiskelijat ovat opetuksessa ja kurssien tehtévissia péadosin tottuneet
konkreettisiin lukuihin funktioita ja polynomeja késitellessa, jolloin kirjain-
kertoimia sisdltavit tehtdvat ovat voineet tulla ensi kertaa esiin vasta yliop-
pilaskokeessa.

Toinen ongelma sanallisissa vastauksissa oli se, ettd useat opiskelijoiden pe-
rustelut olivat melko suppeita. Lyhyista ratkaisuista on usein hankalaa ym-
martaéd opiskelijan ajatusprosessia ja sen oikeellisuutta. Ratkaisuissa ei siis
aina ollut mitaan selkead virhetta, mutta ajatusprosessin seuraaminen oli
hankalaa.
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Tehtavié esitellessé tutkielmassa arvioitiin, millaisiin virheisiin tehtavanan-
not voisivat ohjata. Ennusteet osuivat melko oikeaan jokaisen tehtavin koh-
dalla, koska ylioppilaskokeiden tehtévat pyrkivatkin oletettavasti erottele-
maan opiskelijoita siind, miten hyvin tehtdvananto ymmaérretdan sekd miten
hyvin siihen vastataan todenmukaisesti. Monet virheet saattoivat johtua suo-
raan siita, ettd tehtdvanantoa ei oltu luettu tarkasti tai palattu siihen rat-
kaisun saamisen jalkeen.

Yleiselld tasolla esiin tulleita virheitd tulisi pyrkid ehkaisem&dan matema-
tiikan opetuksessa lapi koko matematiikan lukio-oppiméaran. Jo ensimméi-
sen matematiikan yhteisen opintojakson aikana matematiikan kielentdmisté
voitaisi esitelld opiskelijoille, ja korostaa sen merkitystda heidan oppimisensa
kannalta. Kun arvioinnissa korostetaan matematiikan perustelun, paattelyn
ja analysoinnin merkitysta, tulee matematiikan kielentdminen puhekielella
luonnolliseksi osaksi matematiikan opetusta ja oppimista. Kaytannossa tata
voi toteuttaa opettajan opetuspuheella seka opiskelijoiden omien péaatelmien
ddneen ilmaisemisella. Oppituntien esimerkkitehtaviin tulisi myos lisaté teh-
tavia, jotka eivit ole suoria laskutehtavia, vaan vaativat laajempaa paattelya
ja perustelua. Talloin seka opettaja etta opiskelijat padsevét esittdméan omia
ajatusprosessejaan oppituntien aikana.

Aéneen puhutun kielentdmisen lisdksi matematiikan opetuksessa tulisi aktii-
visemmin ohjata opiskelijoita avaamaan ajatusprosessejaan laskutehtévissa.
Erilaisten vélivaiheiden, paatelmien ja tulosten selittdminen sanallisesti las-
kujen keskelle helpottaa seka opettajan tyotéd, kun han tarkastelee tehtévia,
etta opiskelijoiden oman ajattelun ja matematiikan taitojen kehittamista.

Tahan tutkimukseen valikoitunut aineisto ei ollut paras mahdollinen lukio-
opiskelijoiden kielentdmisen taitojen tutkimiseen, koska saadut ratkaisut oli-
vat melko suppeita ja kaikki tehtavit eivit vaatineet kovin laajaa sanallista
perustelua. Matematiikan kielentdmisesta lukiossa tulisi ehdottomasti teh-
da jatkotutkimuksia. Aihetta voisi tutkia esimerkiksi haastatteluilla, joissa
testattaisiin lukiolaisten taitoja sanoittaa matemaattista ajatteluaan. Eras
tapa tutkia asiaa olisi my0s se, etté testiryhmaélle lisattaisi kielentamista eri
muodoissa oppitunneilla ja verrattaisi tdméan ryhméan osaamisen tuloksia ryh-
maén, jonka kielentamisen kaytto oppitunneilla olisi tasoa, jota useissa kou-
luissa talla hetkella toteutetaan. Tarkemmat tutkimukset antaisivat tietoa
myos siita, millaisilla keinoilla kielentamisen taitoja voitaisi kehittaa parem-
paan suuntaan.
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