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Mitd Godelin epétdydellisyysteoreemoista voidaan péételld filosofiassa?

1. Johdanto

MARKUS PANTSAR
Helsingin yliopisto

Kurt Godelin (1931) epatiydellisyysteoreemat ovat kenties 1900-luvun matemaattisen

logiikan kuuluisin tulos. Niissd Godel osoitti, ettd kaikissa ristiriidattomissa aritmetiikan

(luonnollisten lukujen teorian) siséltdvissd formaaleissa systeemeissd voidaan ilmaista

lauseita, joita ei voida sen enempéd todistaa kuin osoittaa epitodeksikaan kyseisen systeemin

sisdisesti. Tallaiset ratkeamattomat Godel-lauseet ovat kuitenkin tosia helposti

hyvéksyttivien totuusteoreettisten oletusten nojalla. Néin ollen Godel-lauseiden voidaan

sanoa olevan tosia lauseita, joita ei voida todistaa. Tdma ero semanttisen totuuden ja

formaalin todistettavuuden vélilld on inspiroinut filosofiassa monenlaisia argumentteja.

Epétaydellisyysteoreemojen sovellusten méaré ja kirjo on hammastyttdva. Mikdan muu

matemaattisen logiikan tulos ei padse ldhellekddn epatiydellisyyden vaikutusta, etenkin kun

tarkastellaan muuta filosofiaa kuin logiikan tutkimusta. Muun muassa seuraavia asioita on

argumentoitu seuraavan Godelin epdtdydellisyysteoreemoista:

(1

)

3)

4

)

(6)
(7

Kaikki ristiriidattomat aritmetiikan siséltdvit formaalit matemaattiset systeemit
ovat epétdydellisid. (Godel 1931)

David Hilbertin ohjelma pyrkia esittdmiin kaikki matematiikka finitistisesti on
tuomittu epdonnistumaan. (esim. Smorynski 1977)

On olemassa tosia matematiikan lauseita, joita ei voida todistaa, joten totuus ja
todistettavuus eivét voi olla matematiikassa sama késite. (Shapiro 1998,
Ketland 1999)

Matematiikka ei voi olla pelkdstddn ihmisten luomaa. (Godel 1951)

Joko on olemassa absoluuttisesti todistamattomissa olevia matematiikan
lauseita tai ithmismieli ylittdd kaikkien koneiden todistuskyvyn. (Godel 1951)
Mikiin mekaaninen malli ei voi kuvata tdydellisesti thmismieltd. (Lucas 1961)
Vahva tekodly ei ole mahdollista, eli tietokone ei voi koskaan ajatella kuin

ihminen. (Penrose 1989, 1994)



() Mikiin matemaattinen todistus ei ole enda tarkalleen ottaen loogisesti pétevi,
koska emme voi osoittaa ristiriiddattomuutta kaytetylle todistussysteemille.

(Nagel & Newman 1959)

9) Kaiken selittévit teoriat eivét ole mahdollisia fysiikassa. (Dyson)
(10) Epétéydellisyys antaa meille syitd uskoa Jumalaan. (Graves, Guillen)
(11) Moninaiset sovellukset mm. sosiologiassa (Debray 1980) ja runoudessa

(Kristeva 1969).

Téssd listassa ainoastaan kohdat (1) ja (2) ovat kiistattomia. Néiistd ensimméinen on Gddelin
ensimmaisen epatdydellisyysteoreeman sisilto ja toinen epdtdydellisyysteoreemojen véliton
matemaattinen seuraus. Kaikki muut kohdat ovat enemmaén tai vihemmain kiistanalaisia.
Tarkoituksenani on kdyda ndma Godel-tulkinnat jarjestelmallisesti 14pi ja siten selventdd
millaisia sovelluksia epétiydellisyydestd voidaan filosofiassa tehdd. Edelld esitetty
johtopéétdsten joukko ei ole missdin nimessa kaikenkattava: godelildiset padtelmit ja
virhepaitelmat ovat tuhansia ja taas tuhansia sivuja tuottanut filosofian ala. Mutta uskon, etti
tassd esitellyilld johtopddtoksilla saamme tarpeeksi laajan kuvan siitd, mitd Godelin
epatdydellisyysteoreemoista voidaan péételld filosofiassa — ja mika kenties vield tarkedmpa,

mitd ei voida.

2. Godelin epitiydellisyysteoreemat

Vaikka emme mene tdssd syvemmaille Godelin epétdydellisyysteoreemojen todistukseen, on
syyté tarkastella lyhyesti niiden sisdlto4 ja niitd ehtoja, joiden nojalla epétiydellisyys pitee.

Varsinkin siind vaiheessa kun tarkastellaan radikaalimpia epétiydellisyyden sovelluksia, on
erittdin tdrkedd muistaa, ettd Godelin todistus vaatii selkedt alkuehdot ollakseen péteva.

Epédmuodollisesti Godelin ensimmaisen epétdydellisyysteoreeman sisdlto on seuraava.

Olkoon § jokin mielivaltainen formaalin matematiikan systeemi, joka tayttdd seuraavat ehdot:

1) S on ristiriidaton

2) 8 siséltdd aritmetiikan eli luonnollisten lukujen (0, 1, 2, ...) teorian.

Talloin systeemin S kielessd on olemassa lause ¢, jolle pitee seuraava:



1) S

i) S ¥ —

Eli emme voi johtaa systeemisséd S lausetta ¢, mutta emme my0skédn sen negaatiota. Olkoon

S kuten edelld. Godelin toinen epatdydellisyysteoreema osoittaa, ettd lisdksi:

ii1) § v Cong,

jossa Cong on lause joka ilmaisee S:n ristiriidattomuuden.

Godelin todistuksessa lause @ on muotoiltu ns. diagonaalimenetelmaélli seuraavasti:

¢ < —Prs([¢l), eli semanttisesti puhuen, lause ¢ on tosi systeemisséd S jos ja vain jos sité ei
voida todistaa kyseisessd systeemissd. Merkintd [¢] tarkoittaa lauseen ¢ Gédel-numeroa,
joka on todistuksessa tarvittava koodaus. Mutta Godel todistaa, ettd lausetta ¢ ei todellakaan
voida todistaa systeemisséd S. Siispd ¢ on tosi, muttei todistettava. Godel itse asiassa uskoi

tdménkaltaisen semanttisen todistuksen olevan patevi, mutta kdytti syntaktista todistusta
David Hilbertin formalistisen vaikutuksen takia. Tulemme nékemain, ettd semanttinen (eli
tarskilainen) totuus on vieldkin kiistanalainen kisite, mutta syntaktisen todistuksen ansiosta
Godel osoitti formaalien systeemien epétiydellisyyden kiistattomasti. Koska S oli
mielivaltainen, tieddmme ettd kaikki aritmetiikan sisaltdvit ristiriidattomat formaalit
systeemit ovat epatdydellisid. Liséksi ne eivit voi todistaa omaa ristiriidattomuuttaan.
Tédma esitys on epdformaali ja ddrimmaéisen tiivistetty, mutta siitd selvida silti
kolme filosofiassa tirkedd seikkaa Godelin epatdydellisyysteoreemoista. Ensimmaiseksi,
teoreemojen varsinainen matemaattinen sisiltd. Hilbertin vaikutuksesta matematiikassa oli
pyrkimys néyttda, ettd kaikki matematiikka voidaan palauttaa finitistisiin aksioomiin ja
paittelysdintoihin, lopulta kenties yhteen formaaliin matemaattiseen systeemiin. Godel
romutti ndm4 toiveet ndyttdmall4, ettd tillaiset ristiriidattomat systeemit ovat epatdydellisid
heti kun ne sisdltavit lukuteorian, jota yleisesti pidetddn matematiikan yhtena
perustavimmista osa-alueista. Tdma on tietenkin jo itsessdidn merkittiava tulos

matematiikanfilosofiassa.



Toiseksi, meilld on hyvin yksinkertainen syy uskoa, etté téllainen ratkeamaton
Godel-lause on itse asiassa fosi. Filosofiassa tarvitsemme totuusteorian timan tuloksen tueksi,
mutta on ymmarrettdva intuitio ajatella Godel-lauseita todistamattomina, mutta tosina.

Kolmanneksi, saamme ehdot, joilla epétiydellisyys pitee. Tulemme
huomaamaan, ettd nditd ehtoja pidetddn joskus filosofiassa vihemmain térkeind. Mutta
todellisuudessa ne ovat kaikki kaikessa, kun alamme soveltaa Godelin tuloksia filosofiassa.
Epétaydellisyysteoreemat pétevét ainoastaan ristiriidattomissa aritmetiikan siséltévissa

formaaleissa systeemeissa.

3. Semanttinen argumentti

Edell4 nihtiin, ettd meilld on hyva syy ajatella todistamattomissa olevien Godel-lauseiden
olevan tosia. Mutta tima ei sellaisenaan merkitse mitddn ennen kuin olemme tarkentaneet,
mitd totuudella tarkoitetaan. Selvéstikdédn totuudella ei tdssé tarkoiteta todistettavuutta
kyseisesséd formaalissa systeemissd. Systeemin S Godel-lause (merkitdén G(S)) on osoitettu
todistamattomaksi, joten ollakseen tosi, totuuden tdytyy tarkoittaa jotain muuta kuin pelkkaa
todistettavuutta.

Vaikka lauseen todistettavuus ei siis seuraa sen totuudesta, varmasti haluamme
matemaattisten systeemiemme olevan sellaisia, etti lauseen totuus seuraa sen
todistettavuudesta, mitéd ikiné tarkoitammekaan totuudella. Jos formaalin systeemin
aksioomat ovat tosia ja sen paittelysddnnot sdilyttivit totuuden, ovat kaikki systeemissa
todistettavat lauseet tosia. Tétd ehtoa kutsutaan eheydeksi. Nyt meitd kiinnostava kysymys
kuuluu: mité tapahtuu kun formaali systeemi on ehyt, mutta epatdaydellinen, eli kun kaikki
siind todistettava on totta, mutta siind ei voida todistaa kaikkia systeemissé ilmaistavia
totuuksia?

Taté tarkoitusta varten tarvitsemme totuuspredikaatin, eli joudumme
laajentamaan formaalia systeemidmme. Alfred Tarski osoitti vuonna 1933 (ks. Tarski 1935),
ettei mikédn ilmaisuvoimaltaan kyllin rikas formaali klassisen logiikan kieli voi siséltdd omaa
totuuspredikaattiaan. Siksi emme voi laajentaa systeemid S totuuspredikaatilla siten, ettéd
saatu systeemi S’ sisdltdisi oman totuuspredikaattinsa. Tima synnyttda valehtelijan
paradoksin: muotoa “tdmé lause on epédtosi” olevan lauseen totuusarvoa ei voida ratkaista,
joten mikéli haluamme totuuspredikaatin olevan tdydellinen, emme voi sallia kielen puhuvan
sen omien lauseidensa totuudesta tai epdtotuudesta. Sen sijaan laajennettu systeemi S’ voi

sisdltdd totuuspredikaatin alkuperdiselle systeemille S.
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Mitd voimme odottaa tillaiselta totuuspredikaatilta? Deflationistien (kuten Paul
Horwich (1998) ja Hartry Field (1999)) mukaan totuus on tyhjé késite, jonka ainoa tehtiva
on toimia Tarskin T-lauseissa: ’p” on totta jos ja vain jos p. Koska deflationismissa totuus
ajatellaan tyhjéna késitteend, ei totuuspredikaatin lisdidmisestd saa luonnollisestikaan seurata
uusia totuuksia. Toisin sanoen, totuuspredikaatin tulee olla konservatiivinen. Kun lisédmme
pelkéstiin totuuspredikaatin formaaliin systeemiin S, deflationistisen totuusteorian mukaan

meidén ei pitdisi pystyd uudessa systeemissd S’ todistamaan yht4én sellaista systeemin S

lausetta, jota emme voi todistaa S:ssd itsessdin.

Lisétddn nyt totuuspredikaatti ristiriidattomaan aritmetiikan siséltdvain formaaliin systeemiin
S. Jos S on ehyt, on jokainen S:ssi todistettava lause tosi S’:ssa. Siis systeemissd S’ patisi

seuraava eheysominaisuus:

(E) S - Wx(Pr(x) — Tr(x)),

missd Pr on systeemin S todistettavuuspredikaatti. Otetaan nyt jokin mielivaltainen
ristiriitainen aritmetiikan lause, vaikkapa [0 = 1] (tarvitsemme Godel-numerointia, silla
systeemissd S’ lause 0 = 1 voi olla muotoiltu eri tavalla). Koska S on oletettu
ristiriidattomaksi, talloin jonkin systeemin S’ T-lauseen taytyy kertoa meille §' - =T#[0 = 1].
Kontraposition lain mukaan tdlloin §' + =Pr[0 = 1]. Mutta =Pr[0 = 1] on ekvivalentti
lauseen Cong kanssa. Jos totuuspredikaatti olisi konservatiivinen, patisi § + Cong, silld Cong
on systeemin S lause. Mutta Godelin toisen epatdydellisyysteoreeman mukaan § ¥ Cong,

joten saavumme ristiriitaan.

Téssd paittelyssd meilld oli kaksi oletusta, joista vdhintddn toinen taytyy nyt
hylétd. Koska lause (E) kuulostaa ehdottomasti siltd, mitd toivomme adekvaatilta
totuuspredikaatilta, jd4 ainoaksi vaihtoehdoksi hylété oletus totuuspredikaatin
konservatiivisuudesta. Siispa lisddmalla pelkin totuuspredikaatin formaaliin systeemiin S
voimme johtaa sellaisia S:n totuuksia, jotka eivit ole todistettavissa S:ssé. Néin ollen
deflationistinen totuusteoria ndyttdisi kaatuvan: yksinkertainen tarskilainen totuus on
substantiaalinen, se antaa meille uusia totuuksia. Tdma on ns. semanttinen argumentti
deflationismia vastaan, ja sen ovat esittdneet oleellisesti samassa muodossa Stewart Shapiro

(1998) ja Jeffrey Ketland (1999).



Onko semanttinen argumentti piteva epitidydellisyysteoreemojen sovellus
filosofiassa? Asiasta kdydddn yhi paljon keskustelua. Ensimmaéinen asia miké tulee selventia,
on laajennuksessa kaytettdva totuuspredikaatti. Jotta pystymme johtamaan (E):n kaltaisen
yleistyksen, tdytyy totuuspredikaatin sisiltdd matemaattinen induktio predikaatin siséltédvien
lauseiden suhteen. Field (1999) esitti kritiikin, jonka mukaan matemaattinen induktio ei ole
totuuden, vaan aritmetiikan ominaisuus, joten sitd ei tule sisdllyttda totuuspredikaattiin. Tdma
ei kuitenkaan ole helposti perusteltavissa, silld deflationistin mukaan mikdcdn ei ole pelkistiaan
totuuden ominaisuus. T-lauseet riippuvat aina niiden siséllosti ja on luonnollista ajatella, ettd
luonnollisia lukuja koskevat T-lauseet tottelevat matemaattista induktiota, joka on
luonnollisten lukujen keskeinen - jopa ne médrittelevé, kuten Bertrand Russellilla (1920) -

ominaisuus.

Tarskilainen totuuspredikaatti ei siis ole konservatiivinen, mutta pitddko sen edes olla sitd?
Volker Halbach (2001) on argumentoinut, ettd deflationistisen totuuden ei tarvitse olla
konservatiivinen — riittdd, ettd se luettelee kaikki S:n teoreemojen T-lauseet. Mahdolliset
muut totuudet ovat vain “toissijainen vaikutus”. Tama ei kuitenkaan ole ongelmatonta, silla
milld perusteella ensisijaiset ja toissijaiset totuudet voidaan erotella, jos ne seuraavat samasta
totuuspredikaatista? Lisdksi GOdel-lauseet ovat selvistikin tosia systeemissd S’, joten
rajatessamme totuuspredikaatin vaikutusalueeksi S:n teoreemat, luovumme térkedsta
tuloksesta. Samankaltaisella argumentilla Jody Azzouni (1999) pyrki rajoittamaan
deflationistisen totuuden koskemaan S:n teoreemoja silld perusteella, ettd deflationisti ei
tarvitse lauseen (E) kaltaisia yleistyksid. En pidd nditd vasta-argumentteja kovinkaan
hedelméllisind. Totuuspredikaatin soveltuvuusalueen rajoittaminen tuntuu epailyttavin
mielivaltaiselta: tulee muistaa, ettd Godel-lauseiden totuus seuraa pelkistddn formaalista
systeemistd S ja tarskilaisesta totuuspredikaatista. On vaikeaa ndhdd mitién ongelmaa
kummassakaan.

David Isaacson (1987) on esittinyt lupaavamman erottelun aritmeettisen teorian
kuten ensimmadisen kertaluvun Peano aritmetiikan (PA) teoreemojen ja muiden PA:n
totuuksien vilille. Hinen mukaansa ainoastaan PA:n teoreemat ovat aritmeettisia totuuksia,
silld niiden ymmartdmisessd el menna aritmetiikan késitteitd syvemmalle. On syytd muistaa,
ettd luonnolliset luvut toimivat kahdessa roolissa Godelin epétiydellisyysteoreemoissa. Toki
olemme kiinnostuneita luonnollisista luvuista niiden tavanomaisessa mielessi, mutta myds

Godel-numeroina. Koska lauseen G(PA) ratkeamattomuuden todistamisessa ja sen totuuden



johtamisessa kdytdmme Godel-numerointia, olemme Isaacsonin mukaan kdyttineet
’piilotettua korkeamman kertaluvun késitettd”.

Tama on erittdin aiheellinen huomio, silld epataydellisyysteoreemojen
todistuksessa todellakin kdytimme hyvaksemme tietoa, ettd jokainen formaalin systeemin
lause voidaan koodata luonnollisiksi luvuiksi. Saamme koodauksella paljon lisda
ilmaisuvoimaa, mutta selvistikdin emme kéytd siind luonnollisia lukuja samalla tavalla kuin
aritmetiikassa. Siksi Isaacson erottelee aritmeettiset totuudet (eli aritmetiikan teoreemat)
korkeamman kertaluvun totuuksista, joihin G(PA) kuuluu. Néin ollen aritmeettisten
totuuksien joukko voi olla tdydellinen, vaikka PA:ssa ilmaistavien totuuksien joukko ei sitd
olekaan. Leon Horsten (2001) on kéyttinyt samankaltaista argumenttia joukko-opin
totuuksista.

Isaacsonin argumentti on mielenkiintoinen, mutta onko silld voimaa
deflationismin puolustuksena?' Vaikka hyviksymme, etti deflationistinen totuusteoria voi
sisdltdd kaikki aritmetiikan totuudet, sdilyy sama ongelma korkeamman kertaluvun

totuuksilla, joilla deflationistinen totuusteoria ei ole konservatiivinen.

Totuuden konservatiivisuus tuntuu olevan deflationismin kompastuskivi, mutta on myos
muita tapoja kiistdd semanttisen argumentin patevyys. Neil Tennant (2002) on (Solomon
Fefermania (1991) seuraten) niyttinyt, ettd voimme johtaa Godel-lauseen myds ilman

totuuspredikaattia, laajentamalla systeemid S sopivalla eheysperiaatteella Prs([x]) — .

Téllainen laajennettu systeemi S’ pystyy sisdltimédén teoreemana systeemin S Godel-lauseen,
eikd ndin ollen totuuspredikaattia tarvita. Tennantin argumentti on pétevi, joten
kysymykseksi tulee eri laajennusten oikeutus: onko meilld enemmén perusteita laajentaa
formaalia systeemid totuuspredikaatilla vai suoralla eheyslauseella?

Omassa tutkimuksessani (Pantsar 2009) olen pyrkinyt siirtiméén painopisteen
nimenomaan tdhin ongelmaan. Kuten ndimme, eheysperiaate seuraa luonnollisesti
adekvaatista totuuspredikaatista, joten sen hyvaksyminen on kiistatonta. Mutta on syyti
huomata ero sen vililld, ettd eheys seuraa totuuden késitteestd ja eheysperiaate oletetaan
suoraan. Yksinkertaistettuna kysymys on siitd, olemmeko valmiita tekeméén laajennuksen
mihin formaaliin systeemiin tahansa. Jos S on jokin mielivaltainen formaali systeemi,
haluammeko laajentaa sita tarskilaisella totuudella? Téma riippuu tietenkin systeemin

aksioomista ja paéttelysdanndistd. Kun suoritamme tarskilaisen laajennuksen, vditimme, etti

'On syyts huomata, etts Isaacson itse ei argumentoinut deflationismin puolesta.



S:n kaikki teoreemat ovat tosia. Tietenkdin emme halua tehdi titd kaikille formaaleille
systeemeille, vaan pelkédstién niille joiden uskomme olevan tosia, mité ikind
tarkoitammekaan totuudella. Sen sijaan on epéselvéa, mité tarkoitamme kun laajennamme
formaalia systeemid eheysperiaatteella. Emme varmastikaan halua viittaa kaikkien
formaalien systeemien olevan eheitd, mutta milld perusteella voimme erotella systeemien
valilla?

Joko ajaudumme formaalien systeemien mielivaltaisuuteen tai tarvitsemme
jonkinlaisia kriteereja siitd, millaisia matematiikan teoreemoja haluamme vaittad. Tallaiset
“viitettdvyyskriteerit” ovat kuitenkin huomattavan paljon epéintuitiivisempia kuin totuuden
késite. Pyrin viitoskirjassani osoittamaan, etti kun tarkastelemme matematiikkaa laajempana
ilmiona kuin pelkéstiddn formaaleina systeemeind, huomaamme totuuspredikaatin olevan

erittdin luonnollinen laajennus formaalille matematiikalle.

Onko semanttinen argumentti totuuden substantiaalisuudesta siis pitevd? Vastaukseni on
kylld, mutta se on tirkedd asettaa oikeaan kontekstiin. Kun tarkastelemme kaikkea sité
esiformaalia matematiikkaa, joka on edeltinyt nykyisid formaaleja systeemejd, tulee selviksi,
ettei matematiikka ole mielivaltaista. Voimme ymmaértdd matemaattisen totuuden filosofisesti
eri tavoilla, mutta ldhes kaikki matemaatikot ovat yhtd mielt4 siitd, mitka lauseet ovat
matemaattisia totuuksia. Godel osoitti, ettd ristiriidattomat aritmeettiset systeemit ovat
epatdydellisid, mutta matemaattisten totuuksien joukkoon héanen todistuksensa ei vaikuta. Se,
ettd yksittdinen formaali systeemi ei voi saavuttaa kaikkia matematiikan totuuksia on
mielenkiintoinen tulos, mutta mitéén yksittdistd matemaattista totuutta se ei tee
todistamattomaksi. Godel-lauseiden totuus onkin vain oire tistd laajemmasta ilmiosta:
tarkastelemme formaaleja systeemeji aina meta-systeemeissé, lopulta epaformaalissa
matematiikan kielessd. Tdsséd kontekstissa on tdysin luonnollista, ettd epatidydellisyydesta
seuraa tosia todistamattomia lauseita, kun tarkastelemme yksittdisid formaaleja systeemeja.
Siispd totuus ja todistettavuus ovat eri kisite, joten godelildinen sovellus (3) on
patevad. Mutta todistamattomissa olevien matematiikan totuuksien olemassaolo ei seuraa tista.
Totuus ja todistettavuus ovat tdssé tarkastelussa formaaleja kisitteitd, joilla on edelld esitetyt
ominaisuudet Godel-lauseiden suhteen. Mitddn laajempaa matematiikanfilosofista

johtopéétdsta tasti ei pida tehda.

4. Godel ja platonismi



Mitd mieltd Godel itse oli epatdydellisyysteoreemojen filosofisesta merkityksestd? On
hieman kiistanalaista, mikd Godelin matematiikanfilosofinen kanta oli vuonna 1931, mutta
myO6hemmalli idlld4dn Godel oli kiistatta platonisti ja 10ysi epatdydellisyysteoreemoista
argumentin filosofiselle ndkokannalleen matemaattisten totuuksien objektiivisuudesta.
Yleensd Godel oli varovainen julkaisemaan filosofisia ndkemyksidén, mutta vuoden 1951
kuuluisassa Gibbs-luennossa Gddel esitti selkedn epétiydellisyysteoreemoihin perustuvan
filosofisen argumentin. Jos pyrimme esittimaan kaiken matematiikan yhtend formaalina
systeemind, on siindkin (jos se on ristiriidaton) Godel-lause, jota ei voi todistaa tdssi
systeemissd, mutta jonka totuuden me ndemme. Yleisesti hyviksytyn ns. Church-Turingin
teesin mukaan formaali systeemi voidaan samaistaa ns. Turingin koneen?, ja siten
mekaanisten koneiden kanssa. Niin ollen formaalien systeemien epitdydellisyyden voi
laajentaa koskemaan kaikkien algoritmien epétiydellisyyttd: mikéddn mekaaninen kone ei voi

antaa meille kaikkia matematiikan totuuksia. Godelin mukaan tésta seuraa, etta:

[Joko] ihmismieli (jopa puhtaan matematiikan alueella) ylittd4 darettomasti
jokaisen direllisen koneen ratkaisuvoiman tai muuten on olemassa

absoluuttisesti ratkaisemattomissa olevia [aritmetiikan] ongelmia. (Gddel 1951,

s. 13)

Godelin mukaan molemmat vaihtoehdot ovat suoraan materialistista filosofiaa vastaan.
Ensimmaisessa tapauksessa thmismielti ei voi palauttaa aivoihin, jotka ovat dérellinen kone.
Toisessa tapauksessa matematiikka ei voi olla meididn luomuksemme, koska luojan tiytyy
tuntea valttdmatta kaikki luomuksensa ominaisuudet. Niité ei voi olla muita kuin ne, jotka
luoja on sille antanut. (Godel 1951, ss. 15-16)

Godelin perustelut johtopéatoksilleen ovat kenties ajan hampaan syomid, mutta
samat argumentit ovat eléneet aktiivista eldmii myShempinéd vuosikymmenind. Ensimmaéista
vaihtoehtoa Godel piti yhteensopivana parhaan aivotutkimuksen ja neurofysiologisen tiedon
kanssa. Tasté tuskin moni on nykyisin samaa mieltd. Toinen vaihtoehto tuntuisi kumpuavan
vahvasti sodanjélkeisten mekaanisten koneiden tasosta. Senaikaiset tietokoneet olivat
yksinkertaisten algoritmien pohjalta toimivia helpommin hallittavia jérjestelmid. Nykyisten
tietokoneohjelmien kompleksisuus voi usein aiheuttaa tilanteita, joissa ohjelmalla on

ominaisuus, jota sen luoja ei tunne.

2 Turingin kone on helpoiten ymmarrettavissa nykyisten digitaalisten tietokoneiden idealisaationa.



Toki on muistettava, ettd Godel puhui nimenomaan matematiikasta, kun hian
kéytti puolustuksenaan analogiaa koneisiin (p.18). Vaikka tdma analogia on kenties
vanhentunut, on olemassa mahdollisuus ettd formaalit matematiikan systeemit eivét ole
samalla tavalla kompleksisia edes silloin kuin niiden tarkoituksena on sisdltad kaikki
matematiikka.

En kuitenkaan pidd Godelin argumenttia kovinkaan vakuuttavana, vaikka
unohtaisimme analogian koneisiin. Ensinnékin, on mahdollista ettd matematiikka on ihmisen
luomus, mutta se on luomus, jota ei voi ilmaista yhdelld formaalilla systeemilla.
Matematiikka on jakautunut eri haaroihin, jotka ovat kehittyneet rinnakkaisesti. Voi olla, ettd
tatd kokonaisuutta ei voida endi palauttaa yhdeksi aksiomaattiseksi systeemiksi. Voimme
tuntea kaiken matematiikassa, mutta emme voi esittdd sitd yhdessa formaalissa systeemissi,
miké olisi yhteensopivaa ratkeamattomien lauseiden olemassaolon kanssa. Toiseksi,
formaalien systeemien epétiydellisyys seuraa niiden ilmaisuvoimasta, erityisesti siitd etti
niissd voidaan ilmaista tietynlainen itseensé viittaava lause. Eiko ole mahdollista, ettd
samanlainen epitiydellisyys seuraa kaikesta matemaattisesta ajattelusta ja kielenkdytosta?
Voihan olla, ettid kiytimme mitd tahansa tarpeeksi rikasta kieltd, siiné ei voida ilmaista
kaikkia sen kielen totuuksia. Kolmanneksi, on mahdollista, ettd jokainen tarpeeksi rikas
formaali systeemi on epétdydellinen muussakin kuin Godelin todistamassa mielessd. Kenties
kaiken matematiikan siséltava formaali systeemi sisiltdisi absoluuttisesti todistamattomia
lauseita, joita ei voida ndhdé todeksi. Olemme niin kaukana tallaisista systeemeistd, etti
tdllainen argumentti on puhtaan spekulatiivinen, mutta niin on myds sen kdédnteisargumentti.
Meilld ei ole mitdén syytd olettaa, ettd kaiken ihmisten tunteman matematiikan sisiltava
formaali systeemi olisi tdydellinen, vaikka emme huomioisi Godel-lauseita.

Epétéydellisyysteoreemat eivét toki olleet Godelille ainoa, tai edes tarkein
argumentti platonismin puolella. Tdssd en mene muihin argumentteihin, vaan tyydyn
toteamaan, ettéd epétiydellisyysteoreemat eivit anna meille vakuuttavaa syyti ajatella

matematiikan olevan platonistista.

5. Lucas ja Penrose

Godel itse keskittyi disjunktiivisen argumenttinsa toiseen osaan eli platonismiin, mutta
argumentin ensimmaéinen osa on noussut pinnalle enemmaén tai vihemman tasaisin viliajoin
eri muodoissa. Vuonna 1961 John Lucas pyrki osoittamaan epétdydellisyysteoreemoihin

nojaten, ettd mikdin mekaaninen malli ei voi kuvata tdydellisesti ihmismieltd. Hanen
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argumenttinsa oli yksinkertaisesti se, ettd jos oletamme jonkin Turingin koneen mallintavan
tdydellisesti thmismieltd, on tdlld Turingin koneella (tai tarkkaan ottaen sitd vastaavalla
formaalilla systeemilld) oma Godel-lauseensa, jonka totuuden me voimme nidhdé, mutta kone

ei. Siispa kyseinen Turingin kone ei mallinnakaan ihmismielti tdydellisesti.

Téssd vaiheessa meidén on syytd muistaa epatiydellisyysteoreemojen todistuksessa kéytetyt

ehdot. Epétiydellisyysteoreemat pétevit

(1) formaaleissa systeemeissé,

jotka ovat

(2) tarpeeksi ilmaisuvoimaisia ilmaisemaan aritmetiikan
ja

3) ristiriidattomia.

Ehto (1) on se mitd Lucasin argumentissa tutkitaan: voidaanko ihmismieli mallintaa
taydellisesti formaalilla systeemilld? Ehdon (2) voidaan olettaa patevan. Mutta miten on
ehdon (3) laita? Jos oletamme, ettd formaali systeemi S voisi mallintaa ihmismielen,
voimmeko olettaa, ettd se olisi talloin ristiriidaton? Mikéli voimme, silloin oletamme
ihmismielen olevan ristiriidaton. Thmisaivot siséltidvit noin sata miljardia neuronia, joista
jokaisella on keskiméérin 7000 synaptista yhteytti toisiin neuroneihin. Lucasin argumentti on
toki tarkoitettu kumoamaan ajatus ihmismielestd formaalina systeemind, mutta se on
parhaimmillaankin pétevéd ainoastaan vasta-argumenttina mekaanista mielen mallia vastaan.
Siispd argumentti on relevantti vain jos ensin oletetaan, etti jokin tietty formaali systeemi
voisi edes potentiaalisesti mallintaa tdmén valtavan synapsien kirjon. Tdmé on jo hyvin

ongelmallista, mutta sen lisdksi meidén pitéisi olettaa, ettd téllainen systeemi on ristiriidaton.

Roger Penrose (1989, 1994) on esittdnyt samankaltaisen argumentin ns. vahvaa tekodlyd
vastaan. Vahva tekodly tarkoittaa siti, ettd kone voisi periaatteessa ajatella kuin ihminen.
Penrosen argumentti ndyttdd lupaavammalta, sillé siind keskitytddn ihmismielen ja —aivojen

sijaan niiden tuotokseen, ithmisajatteluun. Aivot voivat olla peruuttamattomasti liian
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monimutkainen elin selvitettidviksi, emmekd mahdollisesti (jopa hyvin todennikdisesti)
koskaan voisi tietdd mallintaako jokin formaali systeemi tidydellisesti ihmisaivoja ja onko se
ristiriidaton. Ajattelu on tdhén verrattuna yksinkertaisempi ilmi6 ja helpompi tutkia. Penrosen
paitarkoituksena onkin ndytti4, ettd matemaattinen ajattelu ei ole algoritmista, eikd siten
mallinnettavissa tietokoneella. Ihminen voi ndhdd Godel-lauseiden totuuden, vaikka mikaan
tietokone ei sithen pystyisikdan. Kuten Godel, myds Penrose kéyttdd titd argumenttina
platonismin puolesta.

Penrosen argumentin voitaisiin ajatella olevan patevi, jos voisimme rajata
kaiken matemaattisen ajattelumme, formalisoida sen systeemiksi S, osoittaa ettd S on
ristiriidaton, ja osoittaa ettemme kéytd S:n ulkopuolisia keinoja ndhdessimme G(S):n
totuuden. Tdma mahdollisuus kaatuu kuitenkin viimeiseen kohtaan. Jos S on kuvailemamme
formaali systeemi, meiddn tiytyy siirtyd systeemiin S’ ndhdiksemme G(S):n totuuden. Mutta
nyt systeemilld S* on oma Gddel-lauseensa G(S’), jonka totuuden ndhddksemme joudumme
siirtyméén systeemiin S”’. Emme péése tdstd hierarkiasta eroon muuten kuin tarkastelemalla
koko ihmisajattelua formaalina systeemind. Mutta koko ihmisajattelu on darimmaisen
monimutkainen ilmid, kenties yhtd monimutkainen kuin ihmisaivojen rakenne. Ajaudumme
samaan ongelmaan kuin Lucas: Godelin epatidydellisyysteoreemat patevit ainoastaan
ristiriidattomille formaaleille systeemeille, eikd meilld ole mitddn syyté ajatella, ettd vaikka
tietdisimme jonkin formaalin systeemin mallintavan ihmisajattelua (mika on itsesséén jo
utopiaa), voisimme osoittaa timin systeemin olevan ristiriidaton.

Emmek6 me kuitenkin oleta ajattelumme olevan ristiriidatonta? Ristiriitaisista
lausejoukoista voidaan piitelld mitéd tahansa, joten meiddn on pakko olettaa ajattelumme
patevéksi, mikdli haluamme péételld mitddn ei-triviaalia maailmasta. Mutta tihdn
tarkoitukseen riittdi olettaa, etti tietyt ajattelun osa-alueet ovat ristiriidattomia. Kenties
ammattimatemaatikon ajattelu aritmetiikassa voi olla oleellisesti ristiriidatonta, mutta meilld
ei ole mitdén syytd olettaa, ettd hinen kaikki ajattelunsa olisi ristiriidatonta siind eksaktin
formaalissa mielessd, mitd Lucasin ja Penrosen argumentit vaativat. On jarkevéa uskoa
jonkinasteiseen ihmisajattelun pitevyyteen, mutta Lucas ja Penrose vaativat valtavasti
enemmain. Siksi godelildiset argumentit mekaanista mielen mallia ja vahvaa tekoélyd vastaan
saavat toistaiseksi konditionaalisen muodon ”jos formaali systeemi S mallintaa ihmisajattelun
ja se on ristiriidaton, niin on olemassa lause jota ei voida todistaa, mutta jonka voi ndhda

todeksi”. Tédssd konditionaalissa etujdsen on ddrimmaéisen spekulatiivinen.

6. Matemaattisten systeemien epipitevyys
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On huomattavan yleinen tulkinta Godelin epatdydellisyysteoreemoista, ettd matemaattinen
varmuus karsi niiden seurauksena vakavan kolauksen. Ernst Nagel ja James Newman (1959)

kirjoittavat paljon luetussa epatdydellisyysteoreemojen esityksessddn:

[Godel osoitti] ettd on mahdotonta osoittaa sisdinen looginen ristiriidattomuus
hyvin suurelle luokalle deduktiivisia systeemeji — esimerkiksi
peruslukuteorialle — ellemme ota kdyttoon niin kompleksisia
paittelyperiaatteita, ettd niiden sisdinen ristiriidattomuus on yhté avointa

epdilylle kuin systeemien itsensd. (Nagel & Newman 1959, p. 6)

Mutta onko meilld syyté epdilld tirkeimpien matemaattisten systeemien ristiriidattomuutta?
Ja vield tirkedmpidd aiheemme kannalta, onko meilld syytd epéilld niitd Godelin
epatdydellisyysteoreemojen pohjalta?

On tirkedd huomata, ettd Godelin teoreemat eivit millddn tavalla viittaa siihen,
ettd formaalit systeemin olisivat ristiriitaisia. Kuten olemme huomanneet, ne eivit edes pade
ristiriitaisille systeemeille. Lyhyesti sanottuna: epétiydellisyysteoreemoilla ei ole mitdin
tekemisti sen kanssa, piddmmeko joitain matemaattisia systeemeja ristiriidattomina vai
emme. Matemaatikkojen usko aritmetiikan tai joukko-opin ristiriidattomuuteen ei ole
horjunut milldén tavalla Godelin tulosten perusteella. Itse asiassa ne voidaan jopa tulkita
asian kannalta positiiviseksi kehitykseksi: selittdmiton ristiriidattomuustodistuksen puute
Peanon aritmetiikalle ja valinta-aksioomalla vahvistetulle Zermelo-Fraenkelin joukko-opille
(ZFC) olisi voinut saada aikaan epdilyja niiden ristiriidattomuudesta. Nyt tieddmme etta jos

ne ovat ristiriidattomia, niiden sisdista ristiriiddattomuustodistusta ei voi olla olemassa.

Torkel Franzén (2005) on argumentoinut vakuuttavasti sitd vastaan, ettd Godelin
epatiydellisyysteoreemat olisivat tuoneet lisdd epAvarmuutta matematiikkaan. Han kysyy,

mika tarkoitus jonkin formaalin systeemin sisdiselld ristiriidattomuustodistuksella olisi:

”Mitd hy6tya olisi ZFC:n ristiriidattomuustodistuksella, joka olisi annettu
ZFC:n sisdlla? Koska ZFC:n ristiriidattomuus on juuri se, miké on
kyseenalaistettu, ei ole mitdin syyté ajatella tdllaisella todistuksella olevan

painoarvoa.” (Franzen 2005, s. 105)
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Tama on erittdin tirked huomio. Jos epdilemme ZFC:n olevan ristiriitainen, emme missddn
nimessé voisi hyvéksya siind esitettyjd todistuksia. Toisaalta jos uskomme ZFC:n olevan
ristiriidaton, eivat Godelin epitdydellisyysteoreemat anna meille mitdin syytd epiilla tata
ristiriidattomuutta.

Franzén (s. 105) huomauttaa my0s toisesta tarkedstd asiasta: emme kayti PA:ta
tai ZFC:ta pelkédstddn siitd syystd, ettd uskomme niiden olevan ristiriidattomia. Kéytimme
niitd, koska uskomme niiden aksioomien olevan fosia ja paittelysdintojen totuuden
sdilyttavid. Koska ajattelemme aksioomien olevan tosia, ajattelemme niiden olevan myds
ristiriidattomia. Uskomme matemaattisten jirjestelmien pétevyyteen on uskoa niiden
aksioomien totuuteen ja paattelysdéntdjen patevyyteen. Godelin epitiydellisyysteoreemoilla
ei ole mitddn vaikutusta tdhin uskoon, silld ristiriidattomaksi uskomamme systeemin
sisdiselld ristiriidattomuustodistuksella ei voisi olla mitddn arvoa.

Kaikki matematiikka olettaa jotakin. Tarkalleen ottaen jokainen matemaattinen
todistus on muotoa: “’jos tietty aksiomaattinen systeemi (PA, ZFC,...) on ristiriidaton,
niin...”. Mitdin perimmadista ristiriidattomuustodistusta, joka oikeuttaa kaiken matemaattisen
paittelyn ei voisi koskaan olla olemassa, koska se pitdisi myos todistaa jossakin systeemissa,
jonka ristiriidattomuus oletetaan. Siksi sellaisen ristiriidattomuustodistuksen puute ei
my0Oskddn vaikuta milldédn tavalla matematiikan varmuuteen — mikd on hyvin nédhtévissa siité,
ettd matemaattisten tulosten varmuutta ei matemaatikkojen keskuudessa pidetd nykydin

yhtddn sen kyseenalaisempana kuin ennen Godelidkéan.

7. Fysiikan epatiydellisyys

Koska empiiriset tieteet kayttavit matematiikkaa hyvéksi kaikkialla, on kenties luonnollista
ajatella, ettd matemaattisten systeemien epatdydellisyys vaikuttaa myds niissé. Erityisesti
tami koskee fysiikkaa, jonka nykytutkimuksessa keskeisend tavoitteena on ns. kaiken teoria,
eli yksi teoria, joka selittdd kaikki fysiikan ilmiot. Koska tdllainen kaiken teoria suurella
todennékoisyydella tarvitsee aritmetiikkaa rikkaampaa matematiikkaa, se tulisi sisdltimééan

oman Godel-lauseensa ja olisi siten epétdydellinen. Fyysikko Freeman Dyson kirjoittaa:

”Toinen syy, miksi uskon tieteen olevan ehtymétdn on Godelin teoreema [josta
seuraa, ettd] puhdas matematiikka on ehtyméton. [...] Viitén, ettd Godelin
teoreeman vuoksi myos fysiikka on ehtyméton. Fysiikan lait ovat dérellinen

joukko sédntdja ja sisdltdvit matematiikan sdédnnot, joten Godelin teoreema

14



pétee nithin. Teoreemasta seuraa, ettd tietomme jopa fysiikan perusyhtiloista

tulee olemaan epétdydellistd” (Franzén 2005, s. 87)

Dyson on oikeassa siind, ettd jos meilla olisi kaikenkattava ristiriidaton fysiikan teoria, joka
sisdltdd vdhintddn aritmetiikan, olisi timaé teoria epétiydellinen. Mutta kuten Feferman vastasi
Dysonille’, timi epitiydellisyys koskisi teorian aritmeettista osaa. Fysiikan perusyhtilot
eivit tdllaisessa teoriassa voisi ratkaista kaikkia aritmetiikan lauseita, mutta ne voisivat silti
olla taydellisid mitd tulee fysiikan lauseisiin. Niin ollen fysiikan totuuksien joukko voisi
kaiken teoriassa olla tdydellinen, mikd varmasti riittéisi fyysikoille.

Entd mité tapahtuu siind tapauksessa, ettd empiirinen lause on oleellisesti
aritmetiikan lause? Esimerkiksi lause “miljoona litraa vetdvan kuutionmuotoisen vesisiilion
sdrmé on kymmenen metrid” on empiirinen, mutta selvistikin se on myds aritmetiikan lause.
Godelin teoreemojen nojalla emme voi luetella kaikkia aritmetiikan totuuksia. Eivitko tdlloin
my0s tietyt empiiriset totuudet jaa empiiristen teorioiden ulkopuolelle?

Tama olisi totta, jos todella etsisimme kaiken teoriaa, siis sellaista, joka
selvittdisi kaikki fysiikan ja matematiikan totuudet. Mutta fysiikassa kaiken teoriassa etsitdin
nimenomaan kaikkia fysiikan totuuksia, ja epatidydellisyysteoreemat eivit anna mitéédn syyta
olettaa, ettemmekd voisi tietdd niistd jokaista. Se, ettd aritmeettinen teoria kaikista tillaisista
totuuksista on epétdydellinen, ei tarkoita sitd, ettei fysiikan teoria pystyisi selvittiméén niité
taydellisesti. Aritmetiikka antaa tietenkin luotettavia ennustuksia empiirisistd totuuksista,
mutta se, ettd fysiikan teoria siséltdd aritmetiikan ei tee siitd epatiydellistd muuten kuin

aritmetiikan osalta.
8. Godeliliiset virhepiitelméit muilla aloilla

Tahéan asti esitetyt epitdydellisyysteoreemojen sovellukset sijoittuvat enemmaén tai
vihemmén ymmarrettaville alueille, silld niissd on jarkevaa tulkita keskeisié késitteitd
formaaleina systeemeind. Mutta Godelin teoreemoja on tulkittu myds alueilla, jotka tuntuvat
olevan kaukana niiden soveltuvuusalueista. Yksi toistuva argumentti on ollut teologinen

tulkinta epétdydellisyydestd. Daniel Graves kirjoittaa:

*The New York Review of Books, July 15, 2004.
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[Godel] néytti, ettd mikddn systeemi ei voi ratkaista tietyn 4:n ja ei-A4:n vélilla,
edes silloin kuin tieddmme A4:n olevan tosi. Mikdin ddrellinen systeemi, jolla on
riittdvisti voimaa siséltda taysi lukuteoria, ei voi olla itsensd ilmaisema. Judeo-
kristillisyys on pitkddn pitdnyt totuutta pelkén jarjen yldpuolisena. [...]
Godelildinen kuva sopii sithen, mitd kristityt uskovat maailmankaikkeudesta.
[...] seurauksena Godelin teoreemasta, uskon niytetddn olevan (lopulta) ainoa

vastaus todellisuuteen. (Franzén 2005, s. 92)

Michael Guillen pukee timén viimeisen ajatuksen sanoiksi:

Ainoa tapa hyviksyai todistamaton totuus, matemaattinen tai muunlainen, on

hyviksya se uskonkappaleena. (Guillen 1983)

Nama varmasti riittdvét esimerkeiksi Godelin soveltuvuudesta teologiaan. En kdy tdssa
tarkemmin ldpi nditd yksittiisid argumentteja, jotka sisdltdvéit monia virhetulkintoja Godelin
tuloksista. Gravesin ja Guillenin argumentti perustuu siihen, ettd Gédel-lauseiden totuus
joudutaan uskomaan, koska sité ei voida todistaa. Tdma ei kuitenkaan pidé paikkaansa, vaan
Godel-lauseiden totuus seuraa siitd, ettd uskomme formaalin systeemin totuuteen. Paljon
parempi argumentti olisi huomauttaa, ettd kaikki matematiikka perustuu uskoon aksioomien
totuudesta ja paittelysdintojen patevyydestd. Tosin tdimaé ei ole rinnastettavissa uskoon

Jumalasta, eiki liity milldédn tavalla Godelin epatdydellisyysteoreemoihin.

Tamaénkaltaisten yksittdisten virheiden sijaan haluan keskittyéd yleisempédn ongelmaan tdssi
ja useassa muussa argumentissa. Puretaan Gravesin argumentti palasiksi. Sen looginen muoto

on yksinkertaisesti:

Formaali matematiikka on epétiydellista.
Inhimillinen toiminta on epatdydellista.

On olemassa jotain tdydellisté (tai: uskomme johonkin tiydelliseen).

Tama taydellinen on Jumala (tai: on perusteltua uskoa Jumalaan).

Kuten huomataan, formaalin matematiikan epétdydellisyys néyttelee pédttelyssd hyvin
yksinkertaista roolia: se toimii vain esimerkkind siité, ettd ihmiset eivit tiedd kaikkia

maailman totuuksia. Periaatteessa sen siis voisi korvata milla tahansa ratkeamattoman
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tuntuisella lauseella, kuten kysymykselld siitd, mité oli ennen alkurdjahdystd. Mutta miksi
kayttad epétdydellisyyttd esimerkkind, kun tiedetddn ettd se on suurimmalle osalle lukijoista
vaikeasti avautuva ongelma?

Itse asiassa uskon motivaation olevan juuri timé vaikeaselkoisuus: Godelin
epatdydellisyysteoreemojen kiyttd saa argumentin vaikuttamaan tdsmaélliseltd ja syvélliselta.
Yleinen muoto néissd ja muissa teologisissa Godeliin nojaavissa argumenteissa néyttiisi
olevan seuraava: jos matematiikka on epétiydellistd, on kaikki muu vield epétidydellisempaa.
Tama itsessddn on tietenkin védrin, silld formaalia epatdaydellisyyttd ei voi suoraan verrata
muun inhimillisen toiminnan epétiydellisyyteen. Mutta se, ettd pdddytdin johtopdédtoksiin
Jumalan olemassaolosta aritmetiikan epitdydellisyyden nojalla, ei liity endd mitenkdin
Godelin epitiydellisyysteoreemoihin. Tai jos liittyy, niin asia vaatisi ainakin tarkan

selvityksen.

Tama virhe on erittdin yleinen kun epatdydellisyyttd kdytetdin hyviksi matematiikan tai
matematiikanfilosofian ulkopuolella. Parhaimmillaankin se on tapaus tutusta
virhepaitelmasti, jossa epitiydellisyyden sisdltod ja soveltuvuusaluetta ei tunneta.
Pahimmillaan se on suoraa élyllistd eparehellisyytté: kirjoittaja uskoo, ettei lukija ymmaérra
Godelin epidtiydellisyysteoreemoja, ja katsoo siten voivansa kayttdd niitd perusteluina. En ota
kantaa kummasta seuraavissa esimerkeissd on kyse, mutta tuloksena on tulkinnasta

riippumatta yhtd huonoa tiedetta:

[Godelin tuloksesta ldhtien] valtiotieteilijdt ovat voineet ymmartidd miksi Lenin
tdytyi muumioida ja panna esille ”satunnaisten” tovereitten nahtavéksi

mausoleumiin. (Debray 1980, s. 70)

Michel Serres tukee Debrayta:

Soveltamalla Godelin teoreemaa kysymykseen suljetusta ja avoimesta, siten
kun ne suhtautuvat sosiologiaan, yhdella eleelld Régis Debray tiivistdd ja

saattaa loppuun viimeisen 100 vuoden historian ja tyon. (Serres 1995, s. 452)

Nyt kysymys kuuluu: mitd roolia Godelin epatiydellisyysteoreemat néytteleviat Debrayn
argumentissa? Ainoa mahdollinen vastaus on jonkinlaisena analogiana, silld emme voi

soveltaa formaalin aritmetiikan epatdydellisyyttd sosiaalisiin rakenteisiin. Mutta mitd hyotya
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tdllaisesta analogiasta on Debrayn ja Serresin lukijoille? Kuten Alan Sokal ja Jean Bricmont
(1998) huomauttavat, téllainen paittely sotii koko analogian kiyton ideaa vastaan.
Tavalliselle sosiologisen tekstin lukijalle Godelin epatdydellisyysteoreemat eivit
todennékoisesti ole tuttuja. Kayttaimalli niitd analogiana yhteiskunnan ilmidista — jotka ovat
oletettavasti paljon tutumpia — Debray tuntuisi kdyttdvin analogioita, jotka ovat vaikeampia
ymmirtdé kuin niiden ilmaisema suora ajatus.

Sama analogian kdyton védéristyminen on ldsnd myos Julia Kristevan Godel-

tulkinnassa:

Yhdistettynd sithen, mité juuri sanottiin runollisesta kielestd, valinta-
aksioomasta seuraava konstruktiivisuuden késite selittdd, miksi on mahdotonta
saada aikaan ristiriita runollisen kielen avaruudessa. Tima huomio on l4hella
Godelin huomiota epatidydellisyyden todistamisen mahdottomuudesta

systeemissd siind formalisoiduin keinoin. (Kristeva 1969, s. 189-90)

En noteeraa tissé valinta-aksioomaa koskevaa viitettd (joka on virheellinen), vaan keskityn
Godeliin. Tietenkin Godel todisti tdydellisyyden todistamisen mahdottomaksi, joten Kristevan
yritys soveltaa epitiydellisyysteoreemaa on vilittdmadsti tuomittu epdonnistumaan. Mutta
vaikka hén olisi kdyttinyt Godelid oikein, miten formaalien systeemien epétiydellisyys liittyy
runollisen kielen avaruuteen? Ja ennen kaikkea: miten Godelin teoreeman pelkka
mainitseminen voi auttaa kirjallisuudentutkijaa, joka oletettavasti ei ole matemaattisen

logiikan asiantuntija, ymmairtdmain Kristevan ajatusta?

Tarkoituksenani ei ole kritisoida yksittéisid ajattelijoita, vaan esitelld yleisempéad Godelin
véadrinkdyttod. On ikédvin yleistd kayttdd epétiydellisyysteoreemoja pelkéstidén tuomaan
painoarvoa tekstille. Kaikki tdssd viimeisessd osassa esitetyt katkelmat tuntuvat syyllistyvin
sithen, ja ne ovat vain jadvuoren huippu. Jos Kristeva haluaa sanoa, ettei runon kielessi voida
ilmaista ristiriitaa, miksi hinen tarvitsee mainita Godel — tai valinta-aksiooma — ajatuksensa
tueksi? Kyse on toki osasta laajempaa 1lmi6td, jossa matematiikan ja luonnontieteen
kaznteentekevid tuloksia védrinkdytetddn alueilla, joihin ne eivit sovellu.* Mutta tuskin

mitddn matematiikan tulosta on vadrinkdytetty enemmain kuin aritmetiikan epétiydellisyytta.

* Sokal & Bricmont (1998) tarjoaa laajan kirjon tallaisia vaarinkayttoja.
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Miksi juuri Godelid? Uskon perimmdiisen syyn tédhén olevan sen voimakas
epdformaali muotoilu ”on olemassa totuuksia, joita ei voida todistaa”. Tamé ajatus on
helposti ymmarrettdvissi, ja se vastaa monia yleisid intuitioita inhimillisen tiedon ja
toiminnan luonteista.” Emme osaa ilmaista kaikkea, emmeki varmasti tiedi kaikkea. Kaikki
kiinnostava inhimillinen toiminta on epétdydellistd, tavalla tai toisella. Siksi on helppo
ajatella olevan jokin yhteys Godelin epétdydellisyysteoreemojen ja minka tahansa
inhimillisen toiminnan vélilld. Mutta Godelin todistama epatdydellisyys — ja siind muotoiltu
tosi lause, jota ei voida todistaa — pétee ainoastaan todistuksessa esitetyin ehdoin.
Soveltaessamme epétdydellisyysteoreemoja filosofiaan nédiden ehtojen on pakko tiyttyd —

muuten argumenttimme ovat parhaimmillaankin vain tarpeettoman hankalia analogioita.
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